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Diferentes ventanas de observacion para la
grafica de f(x) = x* — 25x* + 74x — 20
Figura 3.44

B Analizar y trazar la grafica de una funcién.

Analisis de la grafica de una funcion

Seria dificil exagerar la importancia de usar graficas en matematicas. La introduccion de la
geometria analitica por parte de Descartes contribuy6 de manera significativa a los rapidos
avances en el cdlculo que se iniciaron durante la mitad del siglo xvi. En palabras de La-
grange: “Mientras el dlgebra y la geometria recorrieron caminos independientes, su avance
fue lento y sus aplicaciones limitadas. Sin embargo, cuando estas dos ciencias se juntaron,
extrajeron una de la otra una fresca vitalidad y a partir de ahi marcharon a gran velocidad
hacia la perfeccién.”

Hasta ahora, se han estudiado varios conceptos que son Utiles al analizar la gréfica de
una funcién.

* Intersecciones con los ejes xy y (seccion P.1)
¢ Simetria (seccién P.1)
* Dominio y rango o recorrido (seccidén P.3)
¢ Continuidad (seccion 1.4)
¢ Asintotas verticales (seccion 1.5)
¢ Derivabilidad (seccién 2.1)
¢ Extremos relativos (seccion 3.1)
¢ Concavidad (seccién 3.4)
¢ Puntos de inflexién (seccion 3.4)
¢ Asintotas horizontales (seccidn 3.5)
¢ Limites infinitos al infinito (seccidn 3.5)

Al dibujar la gréfica de una funcién, ya sea en forma manual o por medio de una herra-
mienta gréfica, recordar que normalmente no es posible mostrar la grafica entera. La decisién
en cuanto a la parte de la grafica que se decide mostrar es muchas veces crucial. Por ejemplo,
(cudl de las ventanas de observacion en la figura 3.44 representa mejor a la grafica de

f(x) = x* — 25x* + 74x — 20?

Al ver ambas imdgenes, es claro que la segunda ventana de observacién proporciona una
representacion mds completa de la grafica. Sin embargo, ;una tercera ventana de observa-
cion revelaria otras porciones interesantes de la grafica? Para responder a esta pregunta, es
necesario utilizar el cdlculo para interpretar la primera y la segunda derivadas. A continua-
cion se presentan unas estrategias para determinar una buena ventana de observacion de la
gréfica de una funcién.

Estrategia para analizar la grafica de una funcion

1. Determinar el dominio y el rango de la funcién.

2. Determinar las intersecciones, asintotas y simetria de la gréfica.

3. Localizar los valores de x para los cuales f'(x) y f’(x) son cero o no existen. Usar
los resultados para determinar extremos relativos y puntos de inflexion.

En estas estrategias, advertir la importancia del dlgebra (asi como del célculo) para resolver
las ecuaciones f{x) = 0, f'(x) = 0y f"(x) = 0. |



210 CAPITULO 3

horizontal:

I 1
o ..
< 1 o= =
SEql T 28
£ I | {5 5o
1 1 >
< 5 = ‘ =
A T | Minimo
I I
Asintota } , relativo
I I
I [
I

Empleando el calculo, se puede tener la
certeza de que se han determinado todas las
caracteristicas de la grafica de f

Figura 3.45

PARA MAYOR INFORMACION
Para mayor informacién del uso de
tecnologia para representar funciones
racionales, consultar el articulo
“Graphs of Rational Functions for
Computer Assisted Calculus” de Stan
Bird y Terry Walters en The College
Mathematics Journal.
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Al no usar el calculo se puede pasar por
alto importantes caracteristicas de la
grafica de g

Figura 3.46

Aplicaciones de la derivada

EJEMPLO |

Analizar y dibujar la grafica de f(x)=
Solucién

Primera derivada:

Segunda derivada:

Intersecciones en x:
Interseccion en y:

Asintotas verticales:
Asintota horizontal:

Punto critico:

Posibles puntos de inflexion:
Dominio:

Simetria:

Intervalos de prueba:

2(x

Dibujo de la grafica de una funcién racional

2_9)

-4

oy 20x
f ()C) - ()C2 _ 4)2

v\ —20(3x2 + 4)
f ()C) - (X2 _ 4)3
(—3,0), (3,0
(0,3)
x=-2,x=2
y=2
x=20

Ninguno

Todos los niimeros reales excepto x = +2
Con respecto al eje y
(=00, =2),(=2,0),(0,2), (2, 00)

La tabla muestra cémo se usan los intervalos de prueba para determinar varias caracteristicas
de la grafica. La gréfica de f se ilustra en la figura 3.45.

fx) fx) | fx) Caracteristica de la grafica
—oo<x< =2 - - Decreciente, concava hacia abajo
x=-2 Indef. | Indef. | Indef. Asintota vertical
—-2<x<0 - + Decreciente, céncava hacia arriba
x=0 % 0 + Minimo relativo
0<x<?2 + + Creciente, concava hacia arriba
x = Indef. | Indef. | Indef. Asintota vertical
2 < x < oo + — Creciente, concava hacia abajo

Asegurarse de entender todas las indicaciones de la creacién de una tabla tal como la
que se muestra en el ejemplo 1. Debido al uso del célculo, se debe estar seguro de que
la grafica no tiene extremos relativos o puntos de inflexién aparte de los que se muestran

en la figura 3.45.

CONFUSION TECNOLOGICA  Sin utilizar el tipo de andlisis que se describe en
el ejemplo 1, es facil obtener una visién incompleta de las caracteristicas basicas de la
grafica. Por ejemplo, la figura 3.46 muestra una imagen de la gréfica de

2(x* = 9)(x —20)

s ="

De acuerdo con esta imagen, parece que la grafica de g es casi la misma que la grafica
de f que se muestra en la figura 3.45. Sin embargo, las graficas de estas dos funciones
difieren bastante. Tratar de agrandar la ventana de observacion para ver las diferencias.
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Una asintota oblicua
Figura 3.48
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EJEMPLO 2 Dibujo de la grafica de una funcién racional

Analizar y dibujar la graficade f(x)=

Soluciéon

Primera derivada:

Segunda derivada:

Intersecciones en x:

Interseccion en y:

Asintota vertical:

Asintotas horizontales:
Comportamiento final o asintético:
Puntos criticos:

Posibles puntos de inflexion:

Dominio:

SECCION 3.6

x> =2x+4
) ’

x(x — 4)

flx) = =2y

8

f'x) = G-2p

Ninguna
0, —2)
x=2

Ninguna

lim f(x) = —oo, lim f(x) = oo

x=0x=4

Ninguno

Andlisis de graficas

Intervalos de prueba:

Todos los nimeros reales excepto x = 2
(_w7 0)7 (O’ 2)7(2’ 4)7(4’ w)
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El andlisis de la grafica de f se muestra en la tabla, y la grafica se ilustra en la figura 3.47.

fx) fx) | fx Caracteristicas de la grifica
—oo<x<0 + — Creciente, concava hacia abajo
x=0 -2 0 - Miéximo relativo
0<x<?2 - — Decreciente, céncava hacia abajo
x = Indef. | Indef. | Indef. | Asintota vertical
2<x<4 - + Decreciente, concava hacia arriba
x = 6 + Minimo relativo
4 <x < oo + + Creciente, concava hacia arriba

Aunque la grafica de la funcién en el ejemplo 2 no tiene asintota horizontal, tiene una
asintota oblicua. La grafica de una funcién racional (que no tiene factores comunes y cuyo
denominador es de grado 1 o mayor) tiene una asintota oblicua si el grado del numerador
excede al grado del denominador exactamente en 1. Para determinar la asintota oblicua,
usar la division larga para describir la funcién racional como la suma de un polinomio de
primer grado y otra funcién racional.

xX2—2x+4
o =220

=x+

o x—2

Escribir la ecuacion original.

Reescribir utilizando la division larga.

En la figura 3.48, advertir que la gréfica de f'se acerca a la asintota oblicua y = x cuando x

tiende a —00 0 CO.
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Figura 3.49

y Méximo F@0)=2x"3 = 5x%3
relativo

0,0)

4
(1,-3)
Punto de
inflexion

(8,-16)
Minimo relativo

Figura 3.50

EJEMPLO 3 Dibujo de la grafica de una funcién radical

X
Analizar y dibujar la grafica de f(x)= ?

x“+2
Solucién
’ ” 6‘x
o=ty T ™

La gréfica s6lo tiene una interseccion, (0, 0). No tiene asintotas verticales, pero cuenta con
dos asintotas horizontales: y = 1 (a la derecha) y y = —1 (a la izquierda). La funcién no
tiene puntos criticos y sélo un posible punto de inflexién (x = 0). El dominio de la funcién
son todos los nimeros reales, y la grafica es simétrica con respecto al origen. El andlisis de
la gréfica de f se muestra en la tabla, y la grafica se presenta en la figura 3.49.

fx) f(x) f(x) Caracteristicas de la grafica
-0 <x<0 + + Creciente, concava hacia arriba
x=0 0 = 0 Punto de inflexién
V2
0<x< oo + - Creciente, concava hacia abajo

EJEMPLO 4 Dibujo de la grafica de una funcion radical

Analizar y dibujar la grafica de f(x) = 2x°° — 5x*>.

Solucién

ff(x)=?x1/3(x1/3 _2) f”(x)=

La funcién tiene dos intersecciones: (0, 0) y (% O). No hay asintotas horizontales o vertica-
les. La funcidn tiene dos puntos criticos (x = 0y x = 8) y dos posibles puntos de inflexion
(x = 0yx = 1). El dominio son todos los nimeros reales. El andlisis de la grafica de f se
presenta en la tabla, y la gréfica se ilustra en la figura 3.50.

fx) f(x) fx) Caracteristicas de la grafica
—oo<x<0 + - Creciente, concava hacia abajo
x=0 0 0 Indef. Maiéximo relativo
O0<x<1 - - Decreciente, concava hacia abajo
x=1 -3 - 0 Punto de inflexién
l<x<38 — + Decreciente, concava hacia arriba
x=38 —16 0 + Minimo relativo
8§ <x< oo + + Creciente, concava hacia arriba




f(x) = x* — 1203 + 48x> — 64x

i 0, 0)
X
-1
-5 4,0)
Punto de
-10 inflexion
-157 (2,-16)
Punto de
-0 inflexién
_25 =+
ol 2
Minimo relativo

Generada con Maple

b)

Una funcion polinomial de grado par debe
tener al menos un extremo relativo
Figura 3.51

SECCION 3.6 Andlisis de graficas

EJEMPLO 5 Dibujo de la grafica de una funcién polinomial

Analizar y dibujar la grafica de f(x) = x* — 12x° + 48x* — 64x.

Solucién  Se inicia factorizando para obtener

flx) = x* — 12x3 + 48x% — 64x
= x(x — 4)3.

Luego, utilizando la forma factorizada de f(x), se puede efectuar el siguiente andlisis.

Primera derivada:

Segunda derivada:

Intersecciones en x:

Interseccion en y:

Asintotas verticales:

Asintotas horizontales:
Comportamiento final o asintético:
Puntos criticos:

Posibles puntos de inflexion:
Dominio:

Intervalos de prueba:

F) = 4x = Dix — 4
) = 12(x — 4)(x — 2)
(0,0), (4,0)
(0,0)
Ninguna
Ninguna

lim f(x) = oo, lim f(x) = oo
e
x=2,x=4
Todos los nimeros reales
(—o0, 1), (1,2), (2,4), (4, c0)
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El andlisis de la grafica de f'se muestra en la tabla, y la grafica se presenta en la figura 3.51a.
El uso de un sistema de dlgebra por computadora como Maple (ver la figura 3.51b) puede

resultar de utilidad para verificar el andlisis.

fx) fx) f(x) Caracteristica de la grafica
—o<x<1 - + Decreciente, concava hacia arriba
x=1 —27 0 + Minimo relativo
l<x<?2 + + Creciente, concava hacia arriba
x =2 —16 + 0 Punto de inflexion
2<x<4 + - Creciente, concava hacia abajo
x =4 0 0 Punto de inflexion
4 <x<o0 + + Creciente, concava hacia arriba

La funcién polinomial de cuarto grado del ejemplo 5 tiene un minimo relativo y nin-
glin miximo relativo. En general, una funcién polinomial de grado n puede tener a lo mads
n — 1 extremos relativos, y cuando mucho n — 2 puntos de inflexiéon. Ademads, las funciones
polinomiales de grado par deben tener al menos un extremo relativo.

Recordemos del criterio del coeficiente adelantado o dominante que se describi6 en la
seccion P.3 que el “comportamiento final” o asintético de la grafica de una funcién polinomial
se determina mediante su coeficiente dominante y por su grado. Por ejemplo, debido a que
el polinomio en el ejercicio 5 tiene un coeficiente dominante positivo, la gréfica crece hacia
la derecha. Ademads, como el grado es par, la grafica también crece hacia la izquierda.
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Generada con Maple

Aplicaciones de la derivada

EJEMPLO 6 Dibujo de la grafica de una funcién trigonométrica

Analizar y dibujar la grafica de f(x)=——>
1+ senx

Solucion Debido a que la funcién tiene un periodo de 277, se puede restringir el analisis de
la grafica a cualquier intervalo de longitud 27r. Por conveniencia, utilizar (— /2, 37/2).

1
Primera derivada: x) = ——"—"—
f 1+ senx
COS X
Segunda derivada: ) =——-
& f) (1 + senx)?
Periodo: 2w
.. ™
Interseccion en x: (5 O>
Interseccioneny: (0, 1)
. . T 37
Asintotas verticales: x = — 2 X = 7 Véase nota anterior.
Asintotas horizontales:  Ninguna
Puntos criticos:  Ninguno
. . . ™
Posibles puntos de inflexion: x = B
.. . 3+ 4n
Dominio:  Todos los nimeros reales exceptox = S

T\ (7 37
Interval : -— =L l= =
ntervalos de prueba < 2,2>,<2, 2)
El andlisis de la grafica de fen el intervalo (—r/2, 37/2) se muestra en la tabla, y la gré-
fica se presenta en la figura 3.52a. Comparar esto con la grafica generada por el sistema
algebraico por computadora Maple en la figura 3.52b.

fx) fx) f(x) Caracteristicas de la grafica
x = —g Indef. Indef. Indef. Asintota vertical
T T . ) . .
5 <x< 5 — + Decreciente, concava hacia arriba
T 1 . .
X == 0 - 0 Punto de inflexion
2 2
g <x< 3777 - - Decreciente, concava hacia abajo
37 ., .
x = By Indef. Indef. Indef. Asintota vertical

[GI7® Sustituyendo — /2 0 37/2 en la funcién, se obtiene la forma 0/0. Esta recibe el nombre
de forma indeterminada y se estudiard en la seccién 8.7. Para determinar si la funcién tiene asintotas
verticales en estos dos valores, es posible rescribir las funciones como sigue.

COS X (cosx)(I —senx) _ (cosx)(l —senx) 1 —senx

1 +senx (1 + senx)(1 — senx) cos? x cos x

fo) =

En esta forma, es claro que la grafica de f tiene asintotas verticales cuando x = —7r/2y 37/2. W
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, hacer que corresponda la grifica de f en la 11. glx) = x — % 12. f(x) = x + 3%
columna izquierda con la de su derivada en la columna derecha. x x
2+ 1 x3
Grdfica de Grdfica de f' 13. f0) == 14. f0) = 55
1. y a) y x> —6x + 12 2x> —5x + 5
15. y = 4 16. y = P
17. y = xJ/4 — x 18. g(x) = xv/9 — x
19. h(x) = x4 — »? 20. g(x) = xV/9 — x*
21. y = 3x?/3 — 2x 22,y =30 — 1)¥3 — (x — 1)2
23 y=x-32+3 24,y = —3(3 —3x +2)
25.y=2—x—x° 26. f(x) = 3(x — 1> + 2
, 27. y = 3x% + 4x3 28. y = 3x* — 6x2 + 3
) 29. y = x5 — 5x 30. y = (x — 1)
31y = |2x — 3| 32, y=|x> — 6x + 5|
@D En los ejercicios 33 a 36, utilizar un sistema algebraico por compu-
tadora para analizar y representar graficamente la funcion.
Identificar todos los extremos relativos, puntos de inflexion y
asintotas.
20x 1 4
. = - = . =x+5—
3. f) 2+1 x M. f0) = x x2+1
3 1 9 ) 2 4
—2x X
3 + 3. flx) = — 36. f(x) = —
i 4 e V2 +T e Vx4 15
) 1 En los ejercicios 37 a 46, dibujar una grafica de la funcion sobre
MW x = e X el intervalo dado. Utilizar una herramienta de graficaciéon para
-3 3 -4 2 L /2 4 . .
—-1+ i verificar la grafica.
-2+ 1
34 a4l 37. f(x) = 2x — 4senx, 0 < x <27
38. f(x) = —x +2cosx, 0<x<2mw
4. y d) Y 39. y =senx — jgsendy, 0 < x <27
3T 3T 40.y:cosx—}1cos2x, 0=<x<2mw
2+ 2+
1 1+ 41. y = 2x — tanx, P
] ] ] 1 Il Il Il Il 1 1 2 2
T T X T 1 L — X
3-2-1/] 1 2 3 3-2-1 ] 123 42.y=2(x—2)+cotx, O <x<m
+ T
Ll 4l 43. y = 2(cscx + secx), 0 <x < EY

4. y= sec2<%x> - 2tan(%x) -1, -3<x<3

En los ejercicios 5 a 32, analizar y dibujar una grafica de la fun-

cion. Indicar todas las intersecciones, extremos relativos, puntos 45. g(x) = xtan x _ 3w <x< 3w
de inflexion y asintotas. Utilizar una herramienta de graficacion ’ 2 2
para verificar los resultados. 46. g(x) = xcotx, —27m <x<2m
-3 6. y=—>5"
YT x -2 YT e Desarrollo de conceptos
7. y= x? 8 y= ¥ 41 47. Suponer que f'(#) < 0 para todo 7 en el intervalo (2, 8). Ex-
x*+3 ) X2 —4 plicar por qué f(3) > f(5).
3x _x—-3 48. Suponer que f(0) = 3y 2 < f'(x) <4 para todo x en el intervalo
9. y=5_ 10. f(x) =—— : . . -
X 1 X [-5, 5]. Determinar los valores mds grande y mas pequefio

posibles de f(2).






