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LA DERIVADA

HISTORICA

[ =] -
-l n un periodo de menos de dos afios,
A cuando Newion tenia menos de 25
- afios, comenzd con avances revolu-
A — cionarios en matemdtica, 6ptica, fisica y

astronomia.

Mientras Newion estaba en casa (debido
a una peste que cerrd la Universidad de
Cambridge) establecié las bases del caleu-
lo diferencial e integral. El método de las fluxiones, como él lo llamé, estaba
basado en su crucial visién de que la integracién de una funcién era el
procedimiento inverso de su derivacién.

Al considerar a la derivacién como la operacién basica, Newion produjo
sencillos métodes analiticos que unificaban muchas técnicas diferentes de-
sarrolladas previamente para resolver problemas, en apariencia no relacio-
nados, como calcular éreas, tangentes, longitud de curvas y los maximos

minimos de funciones. El De Methodis Serierum et Fluxionum de Newion
Le escritoen 1671, pero Newton no pudo publicarlo y no aparecié impre-
so hasia que John Colson produje una raduccién al inglés en 1736.

Sir Isaac Newton
{1643-1727)
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CAICULO DIFERENCIAL

Definicién
Sea f(x) una funcién, se define a su derivada f'(x), como:

o= i Lo+ 4910

Para toda x, siempre que el limite exista y se representa por:

¥,z % o Dy

Inferprefacion geométrica

H valor de la derivada en cualquier punto de la curva es igual a la pendiente de la recta tangente en ese punto.

Donde:
Ax: incremento en x

Ay: incremento en y

Y4 y=r= i
T 0 (x+Ax flx+Ay))
&)

Ax

En la grifica se observa que la pendiente de la recta L es:

= 3y _ SOt AX) -~ flx)
r Ax Ax

Si Axtiende a cero, la recta Lcoincide con L,, entonces la pendiente de L, serd el limite de m,.

Hmm = lfmg = ]Imf(x"'m)_f{x)
Ax—0 At Ay Ax—sll Ax

T

Por definicidn, la derivada es:

dy _ . f+An-fx)
dx a]lfvglﬂ Ax
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Regla de los cuatro pasos
Sea una funcién y = f(x), entonces:
L. y+Ay= f(x+ Ax)

2 Ay=fx+Ax)y— f(x)

g Ay _ fO+AD-fx)

e (razén de cambio)

IS
&S B

- lim w (derivada de la fincién)

ElE

= iam
Ax—0

EJEMPLOS ’
= 1 ®% Encuentra la derivada de la funcién f(x) = 5x — 6

s— Solucién

Se aplica la regla de los cuatro pasos y se obtiene:
L. y+Ay = 5(x+Ax)—6

2, Ay = (5x+5Mx=6)—(5x—6)

_ (5x+5Ax—6)—(5x—6) _ Sx+5Ax—6—-5x+6 _ SAx

Ay Lo
% Ax Ax Ax Ax ?
4. & = limA— = lim 5 =5 (derivada de la funcién)
dx A0 Ay Ax—s0 D
Este resultado se obtiene también cuando se utiliza la definicién, como sigue:
[S(x+ Ax) —6]—(5x—6) Sx+5Ax—6-—5x+6 5
lim = lim = lim —
Ax—sil Ax Ax—s 0 ﬁx Ax—0 Ax

Por tanto, la derivada de la funcién f(x) = 5x — 6 es: f'(x) = 5

2 ®°° pplica la definicién y determina la derivada de y = 7x2 — 5x + 9

Solucién

dy _ o [T+ A9° — 50+ Ax) +9] - (74" — 53+ 9)

dx Ao Ax

dy T +2x(Ax) +(Ax)* ) —5x—SAx + 9 — T2+ 5x—9
dx T Aen Ax

dy _ . 7x* +14xAx + TAx® —5x —5Ax+9—Tx* +5x—9

dt _m—m j_'u:

dy _ . l4xAx+7Ax" —5Ax o am
dx—ﬂ].flil;lu o = lim (14x+7Ax —5) = 14x = 5

Por consiguiente, la derivada es:

B&

ldx — 5
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2x—1
3 @2 Encuentra la derivada de la funcién /() = xx+5 , aplica la definicién,

Solucién

Ax+Ax)—1 2x-—1
Y _ gy FTAXFS  x+5
dx Ayl Ax

x+2Ax—1 2x—1
dy _ o xFAxtS x+5
dx Ax—0 Ax
dy _ (x+Ax+5)Xx+5) o
dr i, Ax al simplificar,
dy _ 11Ax _ 1 N
& At tSnED ATt aes terusieellinl
dy _ _ 1
e e~

* {Cudl es la derivada de la funcién y = jx+2 ?

Solucién

B _ gy EHARHDYRHD L tivn In expresion

Pl ) o se racio! expresié

dy _ o JE+Ax+2-Jx+2 fx+Ar+2+Jx+2

dy Ao Ax JE+AX+2 + x+2

PN 2z ) B ) T T
dv b0 Ar(\xt A2+ x+2) S0 A\t Ax+2+ Jx+2)
dy _ Ax B 1

—= = lim = lim

d  so0 Ax([x+ Ax+2+ x+2)  a00 x+Ax+2+ Jx+2
De tal manera que, al resolver el limite se obtiene:

a1
B W= 2Jx+2
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la derivada
EJERCICIO 28

Deriva las siguientes funciones, utilza la definicién.
ly=3+2 ll.f{x}=%
2.y=2-b 12.11"{4r;r=f:*:l

X +1
3.y=x? 13. f) = Jx-2
4, fx) =3x? - 5x 14, f(x) = 2" —4
S.y=ax?+bx+c 15. y = 32x+1
6. y=1x? 16. vy = 32;
7. y=x3—x? 17.y= ¥z
8.y= 2208 18y = 7
10. y=(x— D2 +x+1) 20 y=Yx

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Féormulas para determinar la derivada de una funcién algebraica
La forma directa de obtener la derivada de una funcidn algebraica es la aplicacion de las siguientes formulas:

d d 1 dv
1. —e=0 7. —thv= =
d‘:c dx Y né.;v""' dx
d d 1 dv
2, —x= g e e 20
ax el
d dv d dv | du
i g L=+ v
3 w c 9 dx{uv) adx vdx
pdu _ v
g dutv-w) du dv_dw i i[&]zu
dx dx  dx dx dx\v v
d(x") i dc c dv
- i, 28 |=n LBt
3 dx " dx(v] v de
d L dv d(v)_1dv
L gy 1 S Xl
B g g dx(c] e
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EJEMPLOS .
= 1 ®% Cuil s la derivada de la funcién y = x3 + 242 — 4x + 52
i.iET Solucion
Al aplicar las formulas respectivas se obtiene:
dy d 4 d .. d d
Do L+ —ax+5 = L)+ L) -Lun+ S
= dx{x X" —4x+35) dx{x) dx{” (4x) dx{s)
_ 4.3 d 2 d
=2 xy+2 1 4L
dx{x} dx(} () dx(S)

= 352 +2{2x)—4{1)=3x2 +4x — 4

2 @0+ Doriva la funcién y = I%*
Solucion
- 1
Aplicamos el hecho de que i';ja_“ = a" y posteriormente g~ " = a_"

& At A 5] 2 g 2k B B
s dx(Jx_] P 3% 3% 3;3 37
3 ®e- Calcula la derivada de la funcién s = %
Solucién
ds _d df -1 [T 18 1 1
=\t 5 :—_I5 =__Ij=_ﬁ=_55
& dt -{F dt 5 5 o 5t
ds 1
. — -
pl:mff_ Je° -t I%"_,pmmnto dt st
A 8+ Obin 1a derivada de la funcién y = &
X
Solucion
ﬂ:ﬁ.(i]:i 4 =1 = 4....4“ =1 — -_— =1=1 — —4 2 — —i
R dx(x} dx{x}‘i(bc} X =

5 @ Determina Ia derivada de la funcién y = 2 Ix — JL
X

i) £} o) -2

Solucion

ﬂ:
dx

ol g
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6 @ Cules la derivada de la funcién y = (3 —x)" ?

Solucién
dv™)

Se aplica la férmula = =m"' L y se obtiene:

dx

Q: 2__ ﬁ_i 2 = 2 —
= 7(3x" —x) dx{&x x) = T(3x

7 ®e- Encuentra la derivada de 1a funcién s = 38 +4f —¢°

o (120t

loy derivada

= dx] = (3¢ — x)*(6x —1)

= (42x — TH3x* —x)°

Solucién
ds Bl _it 4 o1 S R
35 —(8+4.r ) —3(8+4¢ 1) d:{8+4t 1) 3{8+4‘t £y 4=
___4-3%
38 +dr —1%)F
__ 4-3%
3B +4r-1Y)?
8 ®°° Deriva la funcién y = — 3 3
(V& =)
Solucién
dy_df__ 5 — A s fi=a"] = =54 (/5 —2)"
2 dx[ o 2[-s(va-a)"] = =52 (V= -)
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Solucién

Solucion

Q @¢- Calcula laderivada de la funcién y = x/x=+ 1
y 5 d

Se aplica la férmula ;(m')=u

a

dx

Por consiguiente, —— =

10 @2+ Obién 1a derivada de la funcién f(x) =

M
Se aplica la formula %( =—dv _dx

(x x+1] =x%\f,m+ x+1%

y se obtiene:

(1= 3x")2x) — (" = 5)X=6x) _

1 x
=X +x+1 = ————+ jx+1
[2 x+1] 2)x+1

x+2(x+1) x+2x+2 3x+2

f@=

EJERCICIO 29
l.y=-10
2.y=5
3. f(x) = a?
4, s(r) = b?
5.y=6x
6. y= 'i'x
7. flx) = ax
8. s(t)=b%
9. f(x) = 5x+2
10, y = ax b
11. f(x) = x°

Deriva las siguientes funciones:

110

2x+1 T 2x+1  2fxtl
2x—6x"+6x'—30x _ 28x
1-134)* A=Y
12, f(x) = 423

13, s(r) = %I"

L)

14. y = x?
s
15. f(x) = x°
3
16. y = 6x2
2
17, f(x) = *°
1
18. f(x) = 4x*
19. f(x) = Jx
20. s(t) = 4t

21 fy =5

xﬁ

2.f0)= =
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B.fwW="G
24, (1) = %
5
BfE =7
2
2%.f0) = %
27. fx) = %
28. 5(1) = ?
4
2. f(x) = oY
30, s(t) = ,%
3L fx) = 33_;

32, )= 7% —3x" +3x—-12

B.fe)=x*-5x+82-x-6

34, f(x) = 5x° +4x+4mn -2
35. f(x) = 3ax* — dax® — 5bx? + Tex

37, 5(t) = %—%+§-%+é_%
38, f(x) = af:bz—f+§

39, 5(t) = ;—%—%

41, s() = %—%+%—%
2.qw=-2-2

8. f65) = X =3 —6x" —3x+2

111

la derivada

3 1

T os L o
44, = 2y b g2 ey 2
Jx) Rt SR
45, f(xy = 8Vx +9 a7 +4 Yy’

46. f(x) = ax" +bx*"

¥ 5% 8
i e 8
47, fix) 3 75
48 )= atfx+b¥x
49 =l’x’+i
T3 3
2 1 3
— _—— —
Regveh N A
_ 1 .5
51. flx) = P +J.;_.3
52, f(x) = %...,._S__h
X x
3x"+5x+8
53, flx) = i’;

_ = 3
s,y = Jx_[JE 7;]
55. y= (3x—4Y
56. y = (2—4x)

57. y= (3% —-2xY
58, y= (4x5—2x5]
59. y= 5-34"
60. y= Jx'+2

_ "

wre(oe)

62. y= %«&x’ +6x

63.y= (§+6JE]!

64, flx) = Yx* -2
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65. f(x) = (x> +5x— 3’

66. y = J(2x—3)
67. vy = | J4x+3

68, flx) = (%x+2]

qE)

B x X

0. fiz) = |z —4

T y= 32" +3x

T.y= (4;2 —%x](gx +8)
3

MB.y= (5x—3)(4x ——]
x

74, y = x*Gx+1)

75. flx) = x/2x +1

7.y = %{2x+ 1y

M. y=x*x-1

8. fx) = (3x* = 5)'(2x* + 1)°

79. f(@) = (8° +1)°@° - 2)°

43¢
80. s = P
p
81. s(t)= | =—=
(1) [I r’]
6
IO

112

83. fln)= z-ﬂ'a’ -t

84. f(r) = ’:;_34
BS. f(ty = %

8. /0 = oo
87. f(x) = ::f z
88. f() = %—g

J1—2
89)‘{1‘} — ﬁ

90. f(w) = [W - 3]

w+2
92. f(s) = :;__:s
93. f(x) = “fﬁ
95. Jey = 2:11} 6x

96. f(x) = 2x,/4—x°

97. y =

X

99. y = (2x+3) x* +3x

xJx+1

x+1

100. y =
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lo derivada
Xz_g "x“
101, y= 04, y=
‘ x=3 4 ":x" -1
x+1 x2x+1
yx'+1 2x* +1
103, y—r o, 106, y = 2% ¥=—~—

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Regla de la cadena
Sea y = g(u), u = f(x), entonces la derivada de y = (g ¢ f)(x) = g(f{(x)), se define:

ﬁ-l@-

(g o f)0) = —g{f{ ) = ;ﬂ-

ﬁ-lh-

du
dx
EJEMPLOS

-g. T ®9° Encuentra % siv=u?—9%u=x+1

it Solucion
oody _dy du dy _ du _
Ebrdeﬁmcﬂndx e dx,cntonccsdu 2u}rdx 2x , por tanto:
f{:i‘l.__{zu)(gx) dux =42+ Dx=4x(x? + 1)
dx du

-1
2 @2 Opén i— (vouov)siyv=uu= E+1 L= Jxt =1

Solucién
Cuando hay mis de dos funciones, la derivada es:

dy _dy du dv
dv du dv dx
Luoego
G ooy, 2 av__ x
di Prav w+ry Y ax 2

Por consiguiente, el resultado es:

@ONE -1 () -

_{yum)_[gu][{wn][\fx:—l]: T
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& _dy d _| 1 sy
dx  du dx [33,3][3‘

Solucién

Al tomar u =x’ —2x” +8 , entonces y =3u , luego:
Q:—l
du 3%

Al utilizar la regla de la cadena, se obtiene como resultado:

3 ®°° Deriva la funcién y=3x° —2x* + 8 , utilizando la regla de la cadena,

jx—u=3xz—4x

” 3x —dx
W 3 —24 +8)

EJERCICIO 30
Determina o para las siguientes funciones:
1
_ 2 .
l.y=w"—uu =
=1
2 =1 —! —
y u+1 " 2
y=yWwi-3u,u=x2-1
3 2
4}! u—s—u—z,u=x+1
5.y= “ u=x%—6x? -8
: -1

6.y = J@x—1y+@2x -1y
o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Derivadas de funciones trascendentes

-1
Ly= ¥ +1
u+l1 v+ 2 5
8. y= u—l'u_ '.'—Z’V_ Jx =1

Jx

.

9}'2 u_lluzvz_ll

1 v—1
i — — — 2
10. y ‘f,;,u '.'+l'v (x +Elu}-2

x+1
1L.y=u2+1,u= v, =

Se clasifican en funciones trigonométricas directas e inversas, logaritmicas y exponenciales, por ejemplo:

y= senﬂ-u';
¥= In,2x-1
yzenusz

< Trigonométricas

dv
—SENV =CO8 V —

dx

114

¥ = tan(e* — In x)
y=31—ﬂ

¥y = arc sen(x — 2)
—cot v=—cs¢® v—

—SEC V¥ =s5ec Vv tan véx
dx dx

—d—csc v==csc v cot v v
dx dx
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lo derivada
< Inversas trigonométricas
L . LT I
dx J1 =2 dx 1+v* dx
—arc cos v—=— 1 .@ —arc sec v= 1 .ﬁ
1—v?  dx vy vi—1 dx
——darc fan v= : Q —_8IC C8C V=— ﬁ
dx 1+ dr dx i1
© Logaritmicas
d 1 dv d log, e dv
_]]] —_— e — _]D = il - —
& v ar P dx
© Exponenciales
d dv d dv d _du dv
—e' =e— —a'=a"lna-— —u' =v.u" —+nu-w—
dx dx dx dx dx dx dx
Derivadas de funciones trigonométricas
EAEMPLOS bl
'g_ 1 ®#° Determina la derivada de las siguientes funciones:
.§- y = sen 5x2, y = tan 6x, y = csc 4x?
Solucién
- d oy —cosy® oy A v
Se aplican las férmulas dxsanv—cosvdx, dxtanv SeC’ Voo, —- 080V c::at:vi:cn'pd:‘E a cada una de
las funciones:
% = %s&nﬁf = cosSxZ(%SxZ] = cos 5x2(10x) = 10x cos 5x?
ﬂ:i = 2 i 2 iy b
i l'ixtxzmﬁx sec” 6x dxﬁx sec” 6x(6)=6sec” 6x
dy_ d C 3 £} d I ey 3 L 2 3 3
—&;—Ecscttx =—csc4x’ cotdx Ex—d-x =—csc4x cotdx’(12x”)=—12x" csc4x” cotdx

2 ®°° Deriva la funcién y = 4 cos(x? — 1)
Solucién

Se aplica la férmula g—xcosv=—senv%,conv=x2— 1

B>

2 _ 2
doos(® —1) = 4%1’ - 4[—sen{f —1;%] = —dgen(s® ~1)- 2

por tanto,

e ®le

= —8x -sen(x?— 1)
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3 % Bucucnira la derivada de 1a funcién y = ————— =

sen x + cos x
Solucion
Primero se aplica la férmula del cociente de funciones:
s _ &
i(ﬂ] o a
dx\ v v

d(sen x + cos x)

dy (senx + cos x) B(ptir==0063) i

ay dx
dx (senx + cos x)°

— (sen x — cos x)

Se derivan las funciones con las férmulas para la funcién seno y coseno:

dsenx dcosx
dx dx

{senx+cusx)|- dszlx dc:: x'|

]—(smx—msx)[—+

(sen x + cos x)*

(sen x + cos x)’ (senx +cos x)’

& _
dx
j_d'}'_ {sen x + cos x)cos x + sen x) — (sen x — cos X }(cos X — sen x) {san x+cos x)° + (cosx —senx)’
dx
&
dx

sen” x+ 2 sen xcos x+ cos” x+ cos’ x —2senxcos x+sen” x _ 2(sen’x + cos’ x)
(sen x + cos x)° (senx +cos x)*

Se aplica la identidad trigonométrica sen® x + cos® x = 1 y se obtiene como resultado:
dy 2

dr  (senx+cos x)°

4 @2 Dxermina la derivada de la funcién r = tan’ (V0 — 6)

Solucién

Se expresa tan’(v{a—ﬂ] [ (J_ B]] y se aplica la férmula %v —nv""dv

dx

dr dtan’(JE—ﬂ] . d[t-'m'{::z_—'9]]3 [ (J_ B]]z dtﬂn(u‘r_ G]

do d do
y 7 d . dv i
Se deriva la tangente con la férmula E tan v =sec” v e y se simplifican los resultados:

(f 9)

:; 3 tan® (VB — ) sec?((6 — )

I B =

& = (2552 (-0} (a0
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loy derivada

5 @9 Deriva la funcién s = cos 2¢ - sen 4t

Solucién
Se aplica la férmula para derivar un producto i{nv} = uﬁ + 'u-'E
P P P T el
ds _ d(cos2tsendt) _ dsendr doos2t
5 =& cos2t Sl +sen 4¢ "

Se deriva el seno y coseno con sus respectivas férmulas y se obtiene el resultado:

% = coth-[cos4£%]+s&n 4:-[—5&112:%] = cos2t [4cos4t]+sen 4t [—2sen 2t
ds
E =4 cos 2tcos 41 — 2 sen 2t sen 4¢

6 ®*° Cuiles la derivada de la funcién y =

Solucién

Se aplica la férmula %(E] —_dr _dx

d(ly dJsenx

d 1 senx ———1

& _ _ de ___dx
dx Jsen x { 'IISGDI}
Se realizan las respectivas derivadas:
fﬂ.):u djsenx 1 dsenx_ 1 P cos x

dx ¥ dx _2m'fscnx dx _QJseux

2,/sen x

Se sustituyen y se obtiene como resultado:

COs X =
Jsen x (0)—1 Co6 ¥
3 [2 senx] _ Q:Fsenx o cos X

&l&

sen x ALY 2 sen x,sen x
1

EJERCICIO 31
Deriva las siguientes funciones trigonométricas:
1. y =sen 8x 5. f(x) = cot 4x?
2. f(x) = cos 3x? 6. flx) = csc 9x
3. f(x) = tan x? 7. f(x) = cos ax
4. s(t) = sec 6t 8. 5(1) = tan b2
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9. f(x) = 6 sec x?

CsC

b | =
ENES

10. fix) =
11. f(x) = acos 3x
12. f(x) = cot(3x — 5)

13, f(x) =2 sen %

14. f(x) = ms(Sx - g]
15. s(t) = tan(at + =)

16. f(x) =senx + cos x
17. s(t) = sen Vi
18. f(x) = cot Yx

19. f(x) = sen 1
x
1
20. s(t) = cosF

21. f(x) = sec ::_;

22. f(x) =tan 3x — 3x
23, f(x) = ax + cotax
24, f(x) = sen(x — 1)?
25. s(1) = cos(31® +2)°

26. fix) =4 cot \jx —1

27. fix) zm(._x_j_l]
x—1

28. f(x) = sec(ax +b]

ax—b
29. f(x) = sen® 5x

30. f(x) = cos® bx

118

31.f(x) = tan* 3x2

2.9 = o
33.f() = |Jsec5x?
34.f(x) = Y3an s

35.f(x) = xsenx

36. f(x) = x* cos x2

37.fx) = sen3x
x
38,50 = =
39, y = sen(ax?)
40.y = acos (3x)
41,y = tanx
42,y = lmc 3%
6
43.y = -;-t‘scz—;

44,y = x2+3x—scn(%]

45.y = —3cot (1—x")
_2 x+1

46.y = 35“(;:—1]

47.y = ser®( bx)

48,y = tan*(2x — 1)?

49,y = \fsec 2x
50.y = 3tan x?

51.y=x-cos’4x

xZ

5N ax

52.y=
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53. y= xvesc2x

cos(mx)

My sen(nx)
1

B.y= 1+senx

56.y =xcosx —senx

tan x—1
tan x+1

5l.y=

58.y = x%sen 2x — 4xcos 2x — sen 2x
99, 3= oos(2x — 1) - tan(1 — 2x)

0. y = x? sec{m — x)

3
3xsen x
Bliy= ( 3x+1 ]

la derivada

x (1 +senx)1— sen x)
cos X

4. y=

65.y=2senxcosx

66.y= csc x-tan x
cos X
67.y= 1+C2CBI

68. vy = cos?(3x + 1) — sen®(3x + 1)

y1—sen’x

69, y= 2
1+ tan x)
m.y=7{ L.
sec x

Tl.y= ism’x—sanx+l

2

72.y=2cosx+ 2xsenx— x?cosx

= x+1 s L A
62, y = cos 1 .y i ssen4x+645¢n8x
1+ tan’
63.y= L
XSEcx
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
Derivadas de funciones inversas trigonométricas
EJEMPLOS "
-8. 1 @e- Deriva lafuncién y = arc sen x?
§  Solucién
e d dv
Se aplica la férmula E{ﬂmsenv) = ﬁz
dy d _ 1 dxy 1 . 2x
= = — (arcsenx’) = - = x) = ——
Rk v A RN e N e
ol ; y 2x
Por consiguiente, la derivada de la funcién es y" = 0
-x

119



4 CariTuO

CALCULO DIFERENCIAL

2 @2 Cuil es la derivada de I funcién y = arc tan (Vx —1)?

Solucion
e d 1 v
Se aplica la formula E(mmv]_mg
dy_d IR SR.L s NS SR O
dx “‘mm(ﬁ ) (ﬁ—1]2+1 dx (\,f;_l]ﬂ.l 2Jx
dy _ 1
& 2z |(Vx-1) +1]
dy _ 1
dx 2\;’;[x—2\f§+2]

3 ®2: Obtén la derivada de la funcién r = 62 arc sec

Solucién

dr . d de’ 2 1 df
— T s + T e i 2
0 V] 0 arc sec @ +arc sec 8 0 o [B—J'—B’ : Bl arc sec B(26)

= + 20 arc sec
6 -1
4 ®°° Determina Ia derivada de la funcién y = ™
X
Solucion
1 dx
i x%(msmx]—(mcsanx]% x[ p— E]—msmx
dx x a x*
X
= — arcsen x
dy _ l—x i X _arcsenx 1 arcsenx
dx ¥ S 1-2 -z x1-# *
EJERCICIO 32
Determina la derivada de las siguientes funciones:
1. ¥ = arc sen 5x 5. f(x) = arc sec x?
2. f(x) = arc cos 4x2 6. f(x) =arc csc 3x2
3, f(x) = arc tan 3x 7. f(x) = arc cos E
4, y = arc cotx? 8. f(x) = arc sen g
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16

17.
18.

19,

21,

25,

26.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

9.

10.

11.

12,

13,

14,

15.

f(x) = arc tan =
a

f(x) =2 arc sec Vx

y = arc sen(3 — x?)

¥y = arccosy/l—x

y=xzﬂrctanx

¥y = xarcsenx+./1—x°

b Samcot[\flé;f _x\f162—x’

.y:xamcsc(x")+amtan[ lx I]
-x

SN 2

@ = arccsc§” —1

1
y= g\fl—ttxz +chsen2x

g 2+2
V¥ = x?a:csenx+(x 5 J-\I'I—Iz

firy= b’ =r" +b-ﬂmsen£

., ¥=x—arctan x

. ¥ = arc tan {2x)+mcsen[\|’x—z]
1+x

, ¥y = arsen Jx

1
y= xﬂrcms(—]
x

y = arc sen{4ax — 4x?)

121
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27. f(r) = arc sen(r — 2)

28,

29.

31.

32,

33,

37.

41.

43,

= -E+dan m(mf]

4 2

2o
y = 4arcsen (E-i—]—-.fél-x—xz

1 (2x+1]
y = —arc tan

2 +6) /4x — x°
.y = Barccsc SR R
x—2 2
-1 1
y= x__2___ 2x—x2+-2—nrcsen(x—1}
s@) = 3912 +2amsal%

6y =253msen3?x +3x,/25 — 9x

.w= 2842+ 2 arc tan ﬂ—lﬁ

3 3 2

2 (1 x]
. ¥ = carc tan| — tan —

3 2

~ arcsen (msf]
& 3

. ¥ = x arc cof(tan x)

_ arc sec 2x)

a1

x
Ly = mt:sac(hﬁ:i]
= 4 arc sen 2grel
4 3 +2
.s=+rarccos(l —f) + 2t

¥y = arc cos{a + x)
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Derivadas de funciones logaritmicas y exponenciales
A continuacidn se enlistan las propiedades de los logaritmos, las cuales, al aplicarlas, simplifican la funcién al momento

de obtener su derivada,
1. log, AB = log, A+log, B 4. log, YA = llcngm,»‘%
n
A
2' logaE = logaA_loga B 5" ]'O-gna A = {IOEEA}“

3. log, A" = n-log, A

Las propiedades anteriores también se aplican a los logaritmos naturales.

EJEMPLOS
=R/ ) ®¢- Ercucntra la derivada de la fancién y = In x2

Solucién

. dlinv 1
Al aplicar la férmula -

@
dx vdx
dy

[
s
[
[&]
(=
=
P
[
ERIY)

&

2 ®%° ,Cyjl es la derivada de y = In2(x2 — x)?

Solucién

Se expresa la funcién como: In*(x? — x) = [In(x?> — x)]’ y se aplica %v“ = m“_’(%v]

dln (x> — x) = 1 d(x*—x)
vt o M =N ¥ | e s, S
dx =) =-x dx

[ln(x*=x)]* = 2 In(x® —x)

&~

2@ —x)

1 ox-1
- X

2
X

-In (x* = x)

Ble Bl Ble BlS
Il
.
%
|
&

22x-1)-In(x"—x) _ 4x—2
X-x X-x
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3 ®¢ Obtén la derivada de y = x2 In(mx)?

Solucion
duv dv du

Se utiliza la férmula del producto b = + v
u rmu produc i udx vdx

—_ d 2 2 —_ 2 d 2 d 2
= E(x In(mx)*) = x Eln{mx)z+ln(mx) =¥

2 1 i 2 2
= dx(m) + In(mx)” - (2x)
=iy - 2(mxym + 2x In{mx)’ = 2x + 2x In(mx)?
(mxy*

Utilizando log, A™ = n log, A, se obtiene:

BE EIE RIS
|

% = 2y + 2v(2 In(mx)) = 2x + 4x In(mx) = 2x[1 + 2 In(mx)]

4 ®¢° Determina la derivada de la funcién ¥ = In(sen x)
Solucién
Se deriva la funcién y mediante identidades trigonométricas se obtiene:
dy

d 1 d 1 cos X
— = —In —_ e — —— - — = t
{sen x) Zoo {sen x) = COS X % cotx

5 ®9° Derivay = 111[1+5mx]

1—senx

Solucién

Al aplicar las propiedades de los logaritmos se obtiene: y = In(1 + sen x) — In{1 — sen x)
Se deriva la funcitn:

’

B

d d (1 \d (1 \d
2,1+ s x)——in(l sanx}—(l+sﬂux]dx(1+smx] {l—smx]dx(l sen x)

1 1 _ COosXx COs X
- [l+smx]{cmx) (l—smx]{ cos x) = l+scnx+l—seux

_ cosx {1+ sen x)+cos x(1 —sen x) _ Cosx+cosxsenx+cosx—cosxsenx
(1 + sen x){1—sen x) (1+sen x)(1 —sen x)

-

,  2cosx  2cosx 2 _ 5
l—sen’x  cos’x  cosx

1
—] =2secx
cos X

6 ®° Cuiles 1a derivada de la funcién y = 2~ 17

Solucién

Se aplica la férmula %e” = e'% y se obtiene: % =% ~%{2x—l) =g 1.0 =021

pero y = ¢~ por tanto % =21 =2y
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7 ®¢° Determina la derivada de la funcién y = 3W/e™*

Solucién | |
La funcién se puede expresar comoy = 3(e™*)? = 3¢7, se deriva:

dy _ df,3=x]| _ a3 df1 _ g (1 I
(36 3e = S Cos X 3e 2{ Sen Xx) S senx-e

Solucién
dv  du

tiliza la fi la del =gty
Se util ormula del producto Rdx vdx
% _ %(Is_e.&] _ x:%e,& +e.'xdixx! _ x!_e;:%\f;_keﬁ_(axz)
ﬂz 3_..'I_L+32_JI=12 _JI_’_ T
5wl T x" e S¥ Vx-e e
% - %xz-e":(\f;+6]

Q ®¢: ,Cuil es la derivada de y = 5+ +51 =79

Solucion
Se aplica la férmula ia" =a’ -I.lmﬂ
5 = dx dx

dy d o ciisr x +Ex =7 d 2

_—= — = -]]] - —_— —

(5 y=25 5 (x"+5x—=7)
— §FtT -In5-(2x+5)

= 2x+5)-57%7 .5

10 ®** Encuentra la derivada de la funcién y = (sen x)*"

Solucién

Se aplica la férmula %u” = y.u” -% + Inu -u" %

% = ¢*(senx)” i—(sanx)+ In(senx) - (senx)” -g—x(e‘ )

% = e"(senx)” (senx) (cosx) +In(senx)- (senx)" ()

@ _ e*(senx)” (E] + In(sen x) - (sen x)°* (")} = &*(sen x)** cot x + e*(sen x)e* In(sen x)
dx sen x

% = ¢*(senx) [cot x + In (sen x)]
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EJERCICIO 33

Obtén la derivada de las siguientes funciones:
I, y=Inx?

2, f(x) = In 4x2
3. f(x) = In(3x2 — 5x + 2)

4, f@®=mx

5, f(x) = log x©
6. f(x) = log 5x*
7. flx) = log, x
8. f(x) = log, ¥x
9, f(x) =In*x
10. f(x) = In? 5x
1. y=x’Inx
12. y=xInx?

Inx
13, y= —
u x

In x*
X

14, f(x) =

18, y=ti,f—om
16. f(x) = Inx*{3x" — 1
17. f(x) = naxjax’ = b

3x—5
2x+1

—-b
19, 5 i |5
4 cx+b

2. y=Insenx
21. y =Incos 5x
2. y=hx*-4)

18. ¥ =1|1[

23, y= I f3x+4

94, 5 2x-3
2x+3
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.y=]n@'rx’T8

2. y = In*(J/x)

32,
33.

.y= Jlnx

. ¥ = In(sec x + tan x}
.¥y= In/1—sen2x

37.

&

.y = In[(6x + 4)(3x2 + 2)]

1-2x

2y = logy [——

14+ 2x

.y = log (5b%° —3vx)

. ¥ =x — In(e* cos x)
31,

y = In(sen® x)
y=xhhx
¥ = In(sec? 2x - cos® 2x)

¥ = In(x sen x}

.y=lenx2

39.y= ].n(tan\f;}!

40. y = logx

41.

y:2x2+5:

42, f(x)= b™

&

4

.y=31‘”

. y = 5F=nz
.y=x-21“‘
y=x-5

47,

y=e*

zesﬂ—zx+1



4 CaArITUO

CALCULO DIFERENCIAL
49, y= e{!ﬁ 70. y= ea’cuuu'
50, y = extuns M, y= 1n(Jxe=*]
B X
51, y= E(e" -e *] 72, y = xein*
&= e
52'}'_311_’_8—1. ?3')'_;+1
xe*
53, fx) = e* 74.y= Ing?
Inx+1
-8 -
M. fx)=e 5. a1
a5 |
55. f(x) = e¥ ! 76. y = e..u
et =1
56. fx) = € 77. y = In(in sen? ax)
57. fiy = e 78, y = gt
58. f(x) = Ve 79. y =x2 e
: In sen*x
59. f(x) = e* 80.y= =~
60. f(5) = €= 81. y = In[3ax* ¥ — 4}
61. f(0) = e=n"0 82, y= J©+9 +3]n(x+\jlx2+9]
62. f(x) = == 83. y= imhtm2x+ih{sm2x+tm2x}
63, y = g*=ns 84. y = xarc tan x — In\/1+ x*
4. f(x) = 5 ss.y=§ x2—4—2]n(x+.fx’—4]
65. fix) =7T= 86. y= xarcsecx—ln(x+.ll'x’—l]
1 2x—3
: = 7. y= —In
6. f0) = 5 S n [2x+3]
61. y=x% 88. y = xarc cot x + Iny1 +%°
68. y = x™* 89.y=xmt:u‘5c§+2h](x+\sz—4]
9. y= ¥x

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Derivadas de funciones implicitas
Una funcién implicita es una relacién que se expresa en términos de x y y, por ejemplo:
W —y+S5=x% snx=cos(x—y; ETr=x Ihx+y=[x—y

En una funcién implicita se derivan término a término los elementos de la igualdad respecto a la variable que se
indica y al final se despeja la derivada.

EJEMPLOS .

% 1 @2 Cuiles la derivada % de la funcién implicita 3x? — 6xy + y2 = 2x — y?

=
=

Solucién
Se derivan ambos miembros de la igualdad:

d d
5(312 —6xy+y2)=a(2x—y)

Il
i
[& &

3{21:)-6(:% +y{;—d:]+2y

dy
—x———Gy+2
6x —6x 6y+2y

Ble Bl

dx
- %
dx
Se agrupan los términos que contienen % , y se despeja:

dy , dy_ dy
—6x2+2y2 1+ 2 =216y-6
J:é: ycb: dx 'y X

%(—61+2y+1)=2+6y—6x

dy _2—6x+6y
dx 1-6x+2y

Por lo regular, el resultado de la derivada de una funcién implicita se expresa en términos tanto de x como de y.

Es comiin que en algunos casos la expresién % se represente como y ',
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2 ®°° Determina la derivada y’ de la funcién Jx+y =x—y

Solucién
Al derivar ambos miembros de la igualdad se obtiene:
d dx  dy
—(x+y) —+
i x+y=£(x—y) -y ﬂ—zg_ﬁ g le_ﬂ
dx dx 2 x+y dxr dx 2 0x+y dx
e deancinart te Indgnalind el Ty bomnd vearitmiioces:
¥ g0 Q\fxTy ¥y :

1+y' = 2x+y =" Jx+y — y’+2y’ﬁ=2x+y—l
y(1+2Jx+y) = 2Jx+y-1

, 2yx+y-1

LA W

3 ®2 Obtén la derivada y' de la funcién y = e* +¥
Soluciéon

Se derivan ambos miembros de la igualdad:
% _ %exﬂ - e‘+’-%{x+y) >y =eM+y)
Se despeja y’ de la igualdad:
y=ettTr+yleity oy —ylettr=gty 4 Yyl -t =erty
Donde:
Rl R

i Xty o ¥ =

1—e I-y

A 9 Encuentra la derivada ¥’ de la funcién implicita sen(x + y) = x

Solucion
d dx
-d—xsan(x+y)=£_— - cos(x+ 1+ y')=1 — cos(x + y) +y'cos(x +y) =1
y'oos(x + ¥} =1 — cos(x + ¥)
Donde, la derivada

y_ 1—cosx+y) _ 1 _oos(x+y)
cos{x+ ¥) cos(x +y) cos(x+y)

=seclx +y)—1
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5 ®9: Obitén la derivada % de la funcién implicitax —Iny = In x

Solucion

R
E

2
B
=3
o

d d dx
— —]n = — — —
! (x ¥ ! (In x) =¥ !

Se despeja la derivada de la igualdad:

6 ®°° Determina la derivada respecto a x de la funcién cos(x + y) = sen(x — y)

Solucion

d soll s
Em(x+y)— dxscn(x ¥

—sm<x+y)%<x 1) = ms(x-y)%{x ~y)

—sen(x + - (1 +y) =cos(x =y - (1 =¥’}
—sen(x + y) — y'sen(x + y) = cos(x — y) — y'cos(x — ¥}
Se despeja la derivada:
y'oos(x = ¥) — y'sen(x + y) = cos(x — ¥) + sen{x + y)
y'[cos(x — ¥) — sen(x + ¥)] = cos(x — y) + sen(x + ¥)

cos(x— ) +sen(x + )
cos(x—y)—sen(x + ¥}

[ —

7 ®°° Encuentra la derivada de la siguiente funcién implicita \x +/y =2a

Solucién
d _i St i
S TaTEee % FEitEp e 2 %

EJERCICIO 34

Deriva las siguientes funciones implicitas respecto a x:

1.x2+y2=4 5.+ 2y—-6yr=1
2. 2y =1 6. (x+1P2 +(y—-12=5
3.}'2—83::0 T_ﬂ:x

x=y

x? 2
4,32+ 22+ 5c—2y—1=0 8. £ -Y =1
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19,

21,

° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

11,
12,

13.
14, x
15,
16.

17,

18.

Sy

- Yy =2

10.

Y =2y =xy+ 55y —y
3 =2x"y+5xy=y—3x
yyxty=x

Jx+y=x

_2x-3y
2x+3y

Jr—Jy=2x
y=hnJ/xy
xzyzzehky}

In(sen(e”)) = x

x+y=hnx-y)

E+J_l

: e

L xr=2
_ y:mtﬂni
¥y
. yhx—xIny—2=0
. ¥ = (Inxy

LIn(1 + e?) =e*

. Inx™ - x=0

130

30,
a1
32,

33,

35,

36,

37,

38,

39,

41.

42,

43,

45,

47,

49,

50.

xet —y=0
& —xy=2
sen(e*?)— ™Y =x

erosy = 3x

. sen(x + a) — cos(y — b) = ab

¥ —cosx=seny

sen?(4x) + cosX(4y) = 8
guS T — gseny —gen y
sen(xy)—2x =3

senx —cosy—3=0

. e =cosx

l+senx _
1+seny

xarc tan y— y=0

y=In[sen(x + )]

. 2=x-3=0

e +xy—2y =0

X =y =0

2+sen(x+y)=y+cos(x+y)

Yy
tan xy

—x=2

yarccotx—x—2=0

yarccos{e’}=cos y
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Derivadas de orden superior
Las derivadas de orden superior se obtienen al derivar una funcién y = f(x), tantas veces como lo indique el orden
requerido.

La derivada de una funcién se llama primera derivada y se denota con y’ =

dx
d’y
La derivada de la derivada se llama segunda derivada y se denota con y" = el
El proceso de hallar derivadas, una tras otra, se llama derivadas sucesivas,
La enésima derivada de una funcién se denota con '™ = % = "N (x)
EJEMPLOS .
2
-% 1 @ Encuentra la segunda derivada :x_z de la funcién y = cos® x
w Solucién
Se obtiene la primera derivada de la funcién:
d 3
% = c:; 2 — —3cos’xsenx
Finalmente, se deriva el resultado anterior para obtener la segunda derivada:
2,
% = % (—3cos’xsen x) = —3cos® x + 6 sen’ xcos x

3

2 ®¢: Determina % de la funcién y = In x

Solucién
Se obtiene la primera derivada:

Se encuentran la segunda y tercera derivadas:

2 3
d:v:i(l]:_i . ﬂzi(_i]zis

a?  dxlx ° e dx\ 2 x
4’ ¢
Finalmente, el resultado es: E}; = F

3 ®*° Encuentra % de la funcién f(x) = x>+ 22 — x
Solucién
Se deriva sucesivamente la funcion, hasta llegar a la cuarta derivada:
fO=x*+2-x fE=3+4-1 f®=6x+4
=6
fix) =0
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2
4 @2 Cudl es el resultado de % T
Solucién
Sc obtiene la primera derivada implicita: i-{x’ -3ty = i(1) - 2;—3(xﬂ+>']+ﬂ =0
dx dx dx dv

dy dy
2x-3xZ -3+ 2 =9
X xdx 'y e

L
-3 =3y -2

L) '
dx 1-3x
(1=13x) (3@— —2] —(3y—2x4-3)
la de'm.gix_isy_zx fi__ dx
segunda deriv. cs.dxz el T—ag — e =30
3y—2x
1-3x)| 3] =——— |2 |3y —2xX—-3
ﬁ_( x}[[l_h] ]-{y xX=3)
dx’ (1-3x)°

d’y _ 33y —2x)—2A1-3x)—(3y—2x)-3)
dx* (1= 13x)

d’y 9y—6x—2+6x+9y—6x
dx’ (1—-3x)

d’y 18y—6x-2
dx*  (1—-3x)

2
A ®%° Determina % dex?—xy+y*=2

Solucion
Se obtiene la primera derivada:
TN (2 & _
Fmem=al) o (Idx"'}']*zl’dx 0 -
pliop b Boag o Bt e
2x X y+2ydx 0 — dx{zy N=y-x = dx  2y—x
. . dy _dy-2x d’y &y_x)(ﬂ_ﬁ]_{y_h}(zﬁ_l]
&:Dbilemlasﬂgﬂndﬂdcmrada.-&;; _E(Qy—x] - E;z" Qy—2)
_ 3}- | 3x
P ) ) 0=
ax’ 2y—=x)
ot " dy _ _6(¢ —xy+y)
al simplificar se obtiene: e Qy—x7
&y 6(2) 12
-y +y¥ =2 —z =~ =
pero & — xy + @ @y-x @y
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EJERCICIO 35

1

10,
11,
12,
13,
14,

15.

16.

17.

18,

19,

20.

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

. Determina dxm,my—

. Determina

. Obtén

Realiza lo que se te indica:

4

de* '

.0btén$,siy=4x2—ﬁx+2

d'y 4x—1
5x+3
a’ ., ax+th
d’ YT —b

3

. Obtén g,my—(ax+b}"‘

4

o ;
. Determina ﬁ,m)’=senx+cosx

2

. Determina i—y,my In(sen x)

3 3
?i;'-*"s‘”‘u 17

2

. Encuentra d—y,siy = tan e*

dx’

2
Cidlestn L dix gy Ty =4

dx*’

Obtén jx—,,siyZ J9—F

2

Determina :Ix—‘:l,sixz+y2= 16
4

Obtén g,siy=xlnx

2

Calcula la % sisenx +cosy=20

d’y

z ,obtén —
Sen X, 0 ndx

Siyv=x

3
d’y d"y

Sly—x ,Dbté = &

Encuentra y"dexy +y—-1=10

3

Siy = In(cos x), determina %
dz

1 +Sﬂ]1x ,O‘bte]] E

Si f{x) =

Determina y"y y"de x? + xy + y? =

.l:)etf:rl:r.'l.l.mlﬂ sifir)=x*—23—4x? —5x+2
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Derivadas de ecuaciones polares
Sea p = f(0) una funcidn en coordenadas polares. La pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P(r, 6) es:

@

_dy _ plsenb+pcosd _ dp
dx poosf—psent  dx
df

m

EJEMPLOS =

E 1 ®# Determina %,pamlaecmcién polar p = 4 cos 38
" Solucién

Por el teorema:

d(4 cos 30)
=[ do ]mﬂ+[4cm38]m§a_—125&1385&19+4c0536msﬂ_39&1]395&118—(:0338::069

&
dx |.d{4(’::36)JCDSE—[4CDS39]SﬂnG " —12sen30cosf —4 cos send  3sen 36 cos O + cos 30 sen O

2 .."Enwe,utmlapﬂudientedelﬂmctﬂtﬂngmtﬁalﬂcurvﬂp= 1+senfenf = %

Solucién
Al utilizar el teorema:

d
[2-6-{1+scnﬂ)-|mnﬂ+{l+scnﬂ)cosﬂ _ cosfsen -+ cosf+ cos fsen

cos” f— sen’f —sen 0

&
dx [E‘%{l +sen G)Jcosﬂ —(1+sen )sen 6

_ 2cos @ sen 8+ cos @
cos’ 6 —sen’@ —sen 0

_ sen28 +cos @
" cos26—sen @

=13

Se evalia p’'end =
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EJERCICIO 36
Determina la derivada de las siguientes ecuaciones polares:

a
l.p=2senf + 3cosf 6. p= I—cosd
2. p=4cscl 7. p=e"

3. p=asen 50 8 p= 433:7-%
4. p= ,jsen2f 9.p=3-2cosd
5.p=1+cos# 10. p= 40
En las siguientes ecuaciones polares, encuentra la pendiente en el punto indicado:
1. p=2cos 8, 8= =
8

12. p = senf —cos 0,0 = 5

T
13. p=tand, 8 = 1
14, p= a—smﬂ'ezw

15. p= 2 /cos% 0= —%

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Derivada de ecuaciones paramétricas

La curva y = f(x) se define por las ecuaciones paramétricas x = h(t) y ¥ = g(r); entonces, la pendiente de la recta
tangente en un punto P(x, y) es:

d dy
_ay g0
m= T ih{r} = E,ccm o =0
dr dt
EAEMPL‘OS »
1
'% 1 .."Ca]cula%pamlafmciéncuyasecmcionespm'ﬂménicussonx=t2+3.t,y= e
i Solucién
Se determinan las derivadas respecto a ¢:
dx _ SO o 1
dt g dt @t +17
For el teorema:
R
B OF
dv  dx 2t+3 (2t +3)z + 17
dt
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2 @4 Determina la pendiente de la recta tangente en el punto (x, y) a la curva, si sus ecuaciones paramétricas son x = ¢ — 2,

1
y= §12+ 1 en el intervalo —3 = t = 3, para el punto correspondiente a ¢ = 2

Solucién
Para aplicar el teorema se obtienen las derivadas: & Y o
dy d [1 2 ] 1 2t _t dx d
— = = |=@)+1l|==(2) = — = = —=—=(-2)=1
dt  at 8( ) 8( ) 8 4 dt dt( )
Al sustituir los resultados, se obtiene:
@t
L) " S S
de & 1 4
dt
Se evaliia la derivada en ¢ = 2, para obtener el valor de la pendiente:
e e
4 2
EJERCICIO 37
Deriva las siguientes funciones paramétricas:
1 {"z‘f : teR
y=t —4
x=3"-5
2 _t+2 1=r=3
4
S o
3 {x_ k I, te R
y=t
A {x=bse68’ g
y=atan(
:l
5. i t ; te R
y=tjt—1
6. x=SsanG—cusn9’ o
y=senf—4cosd
x= :
|
T i - teR
' +1
TS
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-3 <r<3

0=8=27

0=¢=2m,

m=t=n,

3a <t <2b,

la derivada
P
3
t=2mn
s B
=2
t=a

T
o=
=1

:}\hﬁﬂuhunluhdmlnhsmﬁndnloh i corr diente
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