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Iml La derivada y el problema de la recta tangente

Mary Evans Picture Library

ISAAC NEWTON (1642-1727)

Ademas de sus trabajos relativos al Calculo,
Newton aporto contribuciones a la Fisica
tan revolucionarias como la Ley de la
Gravitacion Universal y sus tres leyes del
movimiento.

AN

Recta tangente a una circunferencia
Figura 2.1

® Hallar la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto.
® Usar la definicién de limite para calcular la derivada de una funcién.
® Comprobar la relacién entre derivabilidad y continuidad.

El problema de la recta tangente

El célculo se desarroll6 a la sombra de cuatro problemas en los que estaban trabajando los
matematicos europeos en el siglo XVII.

El problema de la recta tangente (seccién 1.1 y esta seccion)

El problema de la velocidad y la aceleracién (secciones 2.2 y 2.3)
El problema de los mdximos y minimos (seccién 3.1)

El problema del drea (secciones 1.1y 4.2)

B

by

Cada uno de ellos involucra la nocién de limite y podria servir como introduccién al
calculo.

En la secciéon 1.1 se hizo una breve introduccién al problema de la recta tangente.
Aunque Pierre de Fermat (1601-1665), René Descartes (1596-1650), Christian Huygens
(1629-1695) e Isaac Barrow (1630-1677) habian propuesto soluciones parciales, la pri-
mera solucién general se suele atribuir a Isaac Newton (1642-1727) y a Gottfried Leibniz
(1646-1716). El trabajo de Newton respecto a este problema procedia de su interés por la
refraccion de la luz y la dptica.

(Qué quiere decir que una recta es tangente a una curva en un punto? En una circun-
ferencia, la recta tangente en un punto P es la recta perpendicular al radio que pasa por P,
como se muestra en la figura 2.1.

Sin embargo, en una curva general el problema se complica. Por ejemplo, ;cémo se
podrian definir las rectas tangentes que se observan en la figura 2.2? Afirmando que una
recta es tangente a una curva en un punto P si toca a la curva en P sin atravesarla. Tal defini-
cion seria correcta para la primera curva de la figura 2.2, pero no para la segunda. También
se podria decir que una recta es tangente a una curva si la toca o hace interseccién en ella
exactamente en el punto P, definicién que serviria para una circunferencia pero no para
curvas mas generales, como sugiere la tercera curva de la figura 2.2.

y=f(x)

y=f(x)

/ \- x x

Recta tangente a una curva en un punto
Figura 2.2

EXPLORACION

Identificacion de una recta tangente Utilizar una herramienta de graficacion para re-
presentar la funcién f(x) = 2x* — 4x* + 3x — 5. En la misma pantalla, dibujar la gréfica
y=x—15,y=2x—5yy=3x— 5. ;Cudl de estas rectas, si es que hay alguna, parece
tangente a la gréfica de f en el punto (0, —5)? Explicar el razonamiento.



(c + Ax, f(c+ Ax))

fle+Ax) - flc) = Ay

Recta secante que pasa por (c, f(c)) y
(c + Ax, f(c + Ax))
Figura 2.3

EL PROBLEMA DE LA RECTA TANGENTE
En 1637 el matematico René Descartes
afirmo lo siguiente respecto al problema de
la recta tangente:

“Y no tengo inconveniente en afirmar que
éste no es solo el problema de Geometria mas
util y general que conozco, sino incluso el
que siempre desearia conocer.”
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En esencia, el problema de encontrar la recta tangente en un punto P se reduce al de
calcular su pendiente en ese punto. Se puede aproximar la pendiente de la recta tangente
usando la recta secante* que pasa por Py por otro punto cercano de la curva, como se mues-
tra en la figura 2.3. Si (¢, f(c)) es el punto de tangencia y (¢ + Ax, f(c + Ax)) es el otro
punto de la gréfica de f, la pendiente de la recta secante que pasa por ambos puntos se en-
cuentra sustituyendo en la férmula

_ Y2 N
m =
X T X
_ flc + Ax) — f(¢) Cambio en Y
sec T (c+ Ax) — ¢ Cambio en x
+ —
e f(c Ax) f(C) . Pendiente de la recta secante.
sec Ax

El miembro de la derecha en esta ecuacion es un cociente de incremento o de diferencias.
El denominador Ax es el cambio (o0 incremento) en x y el numerador Ay = f(c + Ax) —
f(c) es el cambio (o incremento) en y.

La belleza de este procedimiento radica en que se pueden obtener mds aproximaciones
y mds precisas de la pendiente de la recta tangente tomando puntos de la gréifica cada vez
mds proximos al punto P de tangencia, como se muestra en la figura 2.4.

@ f(c))/ Ay Ar=0
/ Ay / @ f(c)) ] j /

AY (e f(e)
/ Ay (@ fen/
,A,,J
Y f(c))/ @ f(c)) Ay

//X /
 F©) / (c fle)
Ax—0 /

Recta tangente Recta tangente

Aproximaciones a la recta tangente
Figura 2.4

DEFINICION DE LA RECTA TANGENTE CON PENDIENTE m

Si f esta definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ y ademads existe el limite

A flet A~ () _

Ax—0 Ax  Ax—0 Ax

entonces la recta que pasa por (¢, f(c)) y cuenta con una pendiente m es la recta
tangente a la grafica de f en el punto (¢, f(c)).

La pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto (c, f(c)) se llama también
pendiente de la grafica de fenx = c.

*El uso de la palabra secante procede del latin secare, que significa cortar, y no es una referencia a la funcion
trigonométrica del mismo nombre.
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y fx)=2x-3

La pendiente de fen (2, [)esm = 2
Figura 2.5

f)=x2+1
Recta
tangente

en(—1,2)

Recta tangente

—_—t
—_
)

}
T
-2 -

La pendiente de f en un punto cualquiera

(¢, fc)) esm = 2¢
Figura 2.6

EJEMPLO I La pendiente de la grafica de una funcién lineal

Encontrar la pendiente de la grafica de
fx)y=2x—3
en el punto (2, 1).

Solucion  Para encontrar la pendiente de la grafica de f cuando ¢ = 2, aplicar la definicién
de la pendiente de una recta tangente como se muestra a continuacion:

tm Ff2 + Ax) — f(2) — m [2(2 + Ax) — 3] — [2(2) — 3]
Ax—0 Ax Ar—0 Ax
. 44+2Ax—3—-4+3
= lim
Ax—0 Ax
2%
~ A Ax

Ilim 2
Ax—0

=2

La pendiente de f en (c, f(c)) = (2, 1) es m = 2, como se observa en la figura 2.5.

En el ejemplo 1, la definicién de la pendiente de f por medio de limites concuerda con la
definicion analizada en la secci6n P.2. |

La gréfica de una funcion lineal tiene la misma pendiente en todos sus puntos. Esto no
sucede en las funciones no lineales, como se puede observar en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2 Rectas tangentes a la grafica de una funcion no lineal

Calcular las pendientes de las rectas tangentes a la gréafica de
fx)=x+1

en los puntos (0, 1) y (—1, 2), que se ilustran en la figura 2.6.

Solucién  Sea (¢, f(c)) un punto cualquiera de la grafica de f. La pendiente de la recta
tangente en €l se encuentra mediante:

tfm fle + Ax) = fle) _ tém [(c+Ax)2+1] = (c>+ 1)

Ax—0 Ax Ax—0 Ax
2 2 _ 2
— iim € + 2c¢(Ax) + (Ax)2+ 1 —¢ 1
Ax—0 Ax
2
— lim 2¢(Ax) + (Ax)
Ax—0 Ax
= Alir_r)l0 (2¢ + Ax)
= 2c.

De tal manera, la pendiente en cualquier punto (c, f(c)) de la grafica de f es m = 2¢. En el
punto (0, 1) la pendiente es m = 2(0) = 0 y en (—1, 2) la pendiente es m = 2(—1) = —2.

N[ Observar que en el ejemplo 2, ¢ se mantiene constante en el proceso de limite (cuando
Ax — 0). |



y Recta
tangente
vertical

(e, f(e))

c

La grafica de f tiene recta tangente vertical

en (¢, f(c))
Figura 2.7
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La definicion de la recta tangente a una curva no incluye la posibilidad de una recta
tangente vertical. Para éstas, se usa la siguiente definicion. Si f es continua en ¢ y

Sl A ) S A <)
Aill}o Ax - 0 A)lcglo Ax N o

la recta vertical, x = ¢, que pasa por (c, f(c)) es una recta tangente vertical a la grafica de
f, por ejemplo, la funcién que se muestra en la figura 2.7 tiene tangente vertical en (¢, f(c)).
Si el dominio de f es el intervalo cerrado [a, b], se puede ampliar la definicién de recta
tangente vertical de manera que incluya los extremos, considerando la continuidad y los
limites por la derecha (para x = a) y por la izquierda (para x = b).

Derivada de una funcion

Se ha llegado a un punto crucial en el estudio del célculo. El limite utilizado para definir la
pendiente de una recta tangente también se utiliza para definir una de las dos operaciones
fundamentales del célculo: la derivacion.

DEFINICION DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION

La derivada de f en x estd dada por

f’(x) = 1lim f(x + AX) _f(x)

Ax—0 Ax

siempre que exista ese limite. Para todos los x para los que exista este limite, f” es
una funcién de x.

Observar que la derivada de una funcién de x también es una funcién de x. Esta “nueva”
funcién proporciona la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto (x, f(x)),
siempre que la grafica tenga una recta tangente en dicho punto.

El proceso de calcular la derivada de una funcién se llama derivacién. Una funcion es
derivable en x si su derivada en x existe, y derivable en un intervalo abierto (a, b) si es
derivable en todos y cada uno de los puntos de ese intervalo.

Ademas de f'(x), que se lee “f prima de x”, se usan otras notaciones para la derivada
de y = f(x). Las mds comunes son:

f’(x), ?’ Y, di [f(x)]’ Dx[y]. Notaciones para la derivada.
X X

La notacion dy/dx se lee “derivada de y con respecto a x” o simplemente “dy, dx”. Usando
notaciones de limites, se puede escribir

dy . Ay
— = lim —
dx A0 Ax
o fle+ Ax) - fx)
= lim
Ax—0 Ax

=f.
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Derivacion

Cuando se use la
definicion para encontrar la derivada de
una funcidn, la clave consiste en volver
a expresar el cociente incremental
(o cociente de diferencias), de manera
que Ax no aparezca como factor del
denominador.

2T

m:i

1l
0,0) | 2 3 4

La pendiente de f en (x, f(x)), x > 0, es
m=1/(2\x)
Figura 2.8

EJEMPLO 3 Calculo de la derivada mediante el proceso de limite

Calcular la derivada de f(x) = x* + 2x.

Solucién
+ J—
A /(x) = Aljgo f(x AAX)z f(x) Definicion de derivada.
e+ Ax)P + 200+ Ax) — (P + 2x)
= lim
Ax—0 Ax
X3+ 3x%Ax + 3x(Ax)? + (Ax)? + 2x + 2Ax — ¥ — 2x
= lim
Ax—0 Ax
. 3x2Ax + 3x(Ax)? + (Ax)? + 2Ax
= lim
Ax—0 Ax
. AX[3x% + 3xAx + (Ax)? + 2]
= lim
Ax—0 M

= lim [3x2 + 3xAx + (Ax)2 + 2]
Ax—0

3x2 + 2

Cabe recordar que la derivada de una funcién f es en si una funcién, misma que puede
emplearse para encontrar la pendiente de la recta tangente en el punto (x, f(x)) de la gréfica
de f.

EJEMPLO 4 Uso de la derivada para calcular la pendiente en un punto

Encontrar f’(x) para f(x) = +/x. Calcular luego la pendiente de la grifica de f en los puntos
(1, 1) y (4, 2). Analizar el comportamiento de f en (0, 0).

Solucién  Se racionaliza el numerador, como se explicé en la seccion 1.3.

[l + Ax) — f(v)

f /(x) = Al};go Ax Definicién de derivada.
S+ A - Ux
= lim ———
Ax—0 Ax
— lim Jx+ Ax — Ux \[Vx + Ax + Ux
Ax—0 Ax Jx + Ax + Ux
) (x + Ax) — x
= lim
&% Ax(Vx T Ax + V5
. Ax
= lim

Ax—0 Mc(\/x + Ax + \/;c)

1
Iim ————
a0 /x + Ax + Jx
_ 1
2%

x>0

En el punto (1, 1) la pendiente es f'(1) = 3. En el punto (4, 2) la pendiente es f'(4) = 4. Ver
la figura 2.8. En el punto (0, 0) la pendiente no estd definida. Ademads, la gréfica de f tiene
tangente vertical en (0, 0).




y=-2t+4

Enelpunto (1,2)larectay = —2¢ + 4es
tangente a la graficade y = 2/t
Figura 2.9

(x, f(x)

L

(e, f(e))

M
X—=cC

J) = f(o)

c x
Cuando x tiende a c, la recta secante se
aproxima a la recta tangente

Figura 2.10
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En muchas aplicaciones, resulta conveniente usar una variable independiente distinta
de x, como se manifiesta en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5 Calculo de la derivada de una funcién

Encontrar la derivada de la funcién y = 2/t respecto a t.

Solucion Considerando y = f(t), se obtiene

@ = lim w Definicién de derivada.
dt A0 At
2 2
. t+Ar ¢
= lim ———— fE+An)=2/(t+ A y f(t) =2/t
A1=0 At
2t — 2(t + Av)
= lim M Combinar las fracciones del numerador.
At—0 At
= lim i Cancelar el factor comtn At.
A0 AXH1)(t + Ar)
. -2 L
= lim — Simplificar.
Ar50 t(t + Ar)
= — % Evaluar el limite cuando Az — 0.
t

TECNOLOGIA Se puede utilizar una herramienta de graficacién para corroborar el
resultado del ejemplo 5. Es decir, usando la férmula dy/dt = —2 /7, se sabe que la pen-
diente de la grafica de y = 2/t en el punto (1, 2) es m = —2. Esto implica que, usando la
forma punto-pendiente, una ecuacion de la recta tangente a la grafica en (1, 2) es

y—2=-2(t—1) o y=-2t+4

como se muestra en la figura 2.9.

Derivabilidad y continuidad

La siguiente forma alternativa como limite de la derivada es ttil al investigar la relacién que
existe entre derivabilidad y continuidad. La derivada de f en c es

Formula alternativa de la derivada.

siempre que dicho limite exista (ver la figura 2.10). (En el apéndice A se demuestra la equi-
valencia de ambas féormulas.) Observe que la existencia del limite en esta forma alternativa
requiere que los 1imites unilaterales

lim £ =) y  lim f® = fl0)
x—c” X —C x—ct X —C

existan y sean iguales. Estos limites laterales se denominan derivada por la izquierda y
por la derecha, respectivamente. Se dice que f es derivable en un intervalo cerrado [a, b]
si es derivable en (a, b) y existen ademds la derivada por la derecha en a y la derivada por
la izquierda en b.
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Y Si una funcién no es continua en x = ¢, no puede ser derivable en x = c. Por ejemplo,
la funcién parte entera o mayor entero
2+ —o
x) =[x
Bl 70 = I
P 6t > x no es continua en x = 0, y en consecuencia no es derivable en x = 0 (ver la figura 2.11).
2 - 12 3 Esto se comprueba con sélo observar que
) =[x
cf) —fO) _ [ -0_ . -
——o0 -2+ lim = lim = oo Derivada por la izquierda.
x—0" x—0 x—0~ X
La funcion parte entera no es derivable en y
x = 0, ya que no es continua en ese punto
~ [ —f0) . [x]-0
Figura 2.11 Iim = lim =0. Derivada por la derecha.
x—=0* X — O x—=0* X

Aunque es cierto que derivable implica continua (como se muestra en el teorema 2.1), el
reciproco no es cierto. En otras palabras, puede ocurrir que una funcién sea continua en
Xx = cy no sea derivable en x = c. Los ejemplos 6 y 7 ilustran tal posibilidad.

EJEMPLO 6 Una grafica con un punto angular

La funcion

fx) = |x =2
3+ fo=|x-2] , : . :
que se muestra en la figura 2.12 es continua en x = 2. Sin embargo, los limites unilaterales
N
flx 2 x—2—0
1 Iim ( ) ( ) = lim # —1  Derivada por la izquierda.
x—27 X — x—27 x—2
T hd % % X
1 2 3 4 y
fnoes derivable en x = 2, porque las f)-f2) . x—=2]-0 .
derivadas laterales no son iguales )2123 -2 xlgg -2 1 Derivada por la derecha.

Figura 2.12

no son iguales. Por consiguiente, f no es derivable en x = 2 y la grafica de f no tiene una
recta tangente en el punto (2, 0).

EJEMPLO 7 Una grafica con una recta tangente vertical

Fy=x1B La funcién

| fo) = x'7

es continua en x = 0, como se observa en la figura 2.13. Sin embargo, como el limite

} t x 1/3 _
flx 0 by 0
—3 £ =10 _ g,
x—>0 X — x—0 X
) 1
= lim —
x—0 xz/ 3
. . = w

fno es derivable en x = 0, porque tiene o ) )
tangente vertical en ese punto es infinito, se puede concluir que la recta tangente en x = 0 es vertical. Por tanto, f no es
Figura 2.13 derivable en x = 0.

En los ejemplos 6 y 7 se puede observar que una funcién no es derivable en un punto
donde su grafica cuenta con un punto angular o una tangente vertical.



TECNOLOGIA Algunas herra-
mientas de graficacion utilizan los
programas de cdlculo Maple, Ma-
thematica y TI89, para realizar una
derivacién simbolica. Otros la hacen
numérica, calculando valores de la
derivada mediante la formula

gy S+ Ax) — flx — Ax)
7 ~ L A9

donde Ax es un niimero peque-
fio como 0.001. ;Observa algin
problema con esta definicién? Por
ejemplo, usandola ;cual seria la
derivada de f(x) = |x| enx = 0?

Iml Ejercicios
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TEOREMA 2.1 DERIVABLE IMPLICA CONTINUA

Si f es derivable en x = ¢, entonces f es continua en x = c.

Para comprobar que f es continua en x = ¢ bastard con mostrar que f(x)
tiende a f(c) cuando x — c. Para tal fin, usar la derivabilidad de f en x = ¢ considerando

el siguiente limite.
oo 2=22)

[im e [ 1 =
- i)

tim [£() = f(0)]

Puesto que la diferencia f(x) — f(c) tiende a cero cuando x — ¢, se puede concluir que
lim f(x) = f(c). De tal manera, f es continua en x = c.
X—>C

Los siguientes enunciados expresan en forma resumida la relacién que existe entre
continuidad y derivabilidad:

1. Siunafuncién es derivable en x = ¢, entonces es continua en x = ¢. Por tanto, derivable
implica continua.

2. Es posible que una funcién sea continua en x = ¢ sin ser derivable. En otras palabras,
continua no implica derivable (ver el ejemplo 6).

En los ejercicios 1 y 2, estimar la pendiente de la curva en los Con el fin de resolver los ejercicios 3 y 4, utilizar la grafica que se

puntos (x5, y;) y (x5, y,).

muestra a continuacion.

1. a) b) y
y y
|
(xl' yl) ’ /N
J (x5 ¥,) \
| (X, ¥5) . (p vy .
| / x
| / \
\\ 3. Identificar o trazar en la figura cada una de las cantidades si-
guientes.
2. a) b) a) f(1) y f(4) by f(4) —fQ1)
y 4 1
! o y=TU=IWe )
4. Escribir un simbolo de desigualdad (< o >) entre las cantidades
(X ¥,) | dadas.
N ' o f@-f1 @) -f0)
e A%, y,) 4—-1 4 -3
1 4 1
’ p L0
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En los ejercicios 5 a 10, encontrar la pendiente de la recta tangente 41.
a la grafica de la funcion en el punto dado.

5 f)=3-5x, (—1,8) 6. gl)=3x+1, (-2, -2
7. glx) =x*-9, (2,-5) 8. gy =6-x2 (1,5
9. f(r)y =3t—1% (0,0) 10. h() =1t2+3, (—-2,7)

En los ejercicios 11 a 24, encontrar la derivada mediante el pro-
ceso de limite.

1. f) =7 12. glx)=-3 a) y b) y
13. f(x) = —10x 14. f(x) =3x+2 5T 4T
2 1 41 3T
15. h(s) =3 +3s 16. f(x) =8 —sx N .1
17. flx)=x>+x-3 18. flx) =2 — x? 2 f
= - =3+ 52 1\ >
19. f(x) =x% — 12x 20. flx)=x>+x ] i 3301113
1 1 -1 1 23 435
= == T+ -2+
21, f(x) Py 22. f(x) o
4
= + = —
23, flx)=Vx+4 24. f(x) N o ’ d
3 =+
H? En los ejercicios 25 a 32, a) encontrar la ecuacién de la recta tan- 2,
gente a la grafica de f en el punto indicado, b) utilizar una herra- 1 PO A
mienta de graficacion para dibujar la grafica, la funcién y su recta 4ttt
tangente en dicho punto y ¢) aplicar la funcién derivada de una ==2 4123
herramienta de graficacién con el fin de verificar sus resultados. -2+
-3+

25. f(x)=x2+3, (1,4)
26. flx) =x2+3x+4, (-2,2)

27. flx) =x% (2,8) 28. f)=x+1, (1,2) 43. Larectatangente ala graficade y = g(x) en el punto (4, 5) pasa
— 1 punto (7, 0). E t 4 "(4).
29, f(x) = /i (1.1) 30, )= Ji-1 (52 por el punto (7, 0). Encontrar g(4) y g'(4)
4 ] 44. La recta tangente a la grifica de y = h(x) en el punto (—1, 4)
3. fx) =x+ > (4, 5) 32. flx) = I T 0, 1) pasa por el punto (3, 6). Encontrar A(—1) y h'(—1).
En los ejercicios 33 a 38, encontrar la ecuacion de la recta tangente Desarrollo de conceptos
a la grafica de f y paralela a la recta dada.
» En los ejercicios 45 a 50, construir la grafica de f’ y explicar
Funcion Recta c6mo se obtuvo la respuesta.
33, f(x) =x2 2x—y+1=0 45. y 46. y
34, f(x) = 2x2 dx+y+3=0 ) L 1
3. fl) = -y +1=0 A A B
36. flx) =x3+2 3x—y—4=0 o L2 Sase Yl
1 -2 T f
37. X) = —— x+2y—6=0 3l
@ s y S T
38. = +2y+7=0 T -6+
e 42y i 1
En los ejercicios 39 a 42, se muestra la grafica de f. Seleccionar
, , 47. y 48.
la grafica de f'.
39. 40.
X
-1 41234567
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Desarrollo de conceptos (continuacién) Para discusion (continuacién)
49. 50. y y
4+ 6
3+ 4
f 2
1 «\
+—+— —+— X
f x -3-2-1 1 23 4T
) j: -2+ =67
51. Construirv la gréﬁ({a de una funcién cuya derivada siempre a) g0 = b g3 =
sea negativa. Explicar. ¢) ¢Qué se puede concluir de la grafica de g, sabiendo que
52. Construir la grifica de una funcién cuya derivada siempre g'(1) = fg?
sea positiva. Explicar el razonamiento. d) (Qué se puede concluir de la grifica de g, sabiendo que
7
g(=4) =3
En los ejercicios 53 a 56, el limite representa a f'(c) para una } . . .
.2 p e) g(6) — g(4) ;es positiva o negativa? Explicar la respuesta.
funcién f y un ndmero c. Encontrar £y c. ; . p .
f) ¢ Es posible encontrar g(2) a partir de la grafica? Explicar
— _ _ 3
53. lim [5—-3(1 4+ Ax)] -2 54 1im (=2 + Ax)* + 8 la respuesta.
A¥—0 Ax AY—0 Ax
—2 + 36 2/x—6 HF 65. Andlisis grdfico Considerar la funcién f(x) = %xz.
55. lim ——— 56. lim —— - . .
=6 X — 6 =9 x—9 a) Utilizar una herramienta de graficacién para representar la
. . . » funcién y estimar los valores de f'(0), f'(2),f'(1)y f'(2).
En los ejercicios 57 a 59, identificar una funcién f que tenga las b) Utilizar los resultados de la parte a) para determinar los
caracteristicas sefialadas. Representarla graficamente. valores de f'(=1), f'(=1) y f'(=2).
57. 1) =2 58. /(0) = 4:'(0) = 0; @) Trazar una posible grdfica de / -
d) Utilizar la definicién de derivada para determinar f”(x).
f(x) = —=3,—c0<x<oo f'(x) < 0 parax < 0; H; o i b R
0 > 0 0 66. Andilisis grdafico Considerar la funcién f(x)=1x".
> >
y , ) fla parax a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
59. f(0) = 0;f7(0) = 0;f"(x) > Osix # 0 funcién y estimar los valores de f'(0), £'(2), (1), f'(2) y
60. Suponer que f'(c) = 3. Encontrar f'(—c) si: a) f es una funcién f3).
impar y b) f es una funcién par. b) Utilizar los resultados de la parte a) para determinar los
valores de f'(=3),f' (=1, f' (=2)y f'(=3).
En los ejercicios 61 y 62, encontrar las ecuaciones de dos rectas ¢) Trazar una posible grafica de f”.
tangentes a la grafica de f que pasen por el punto sefialado. d) Utilizar la definicién de derivada para determinar f*(x).

61.

FI; 63.

Para discusion
64.

fx) = 4x — x2 HF Razonamiento grdfico En los ejercicios 67 y 68, representar en
una misma ventana de la herramienta de graficacion las graficas

de f'y g y describir la relacion entre ellas.

62. f(x) = x2

y y

_ f&+0.01) — fx)
gx) = 0.01 :

Clasificar las graficas y describir la relacion entre ellas.

67. f(x) =2x— x2 68. f(x)=3Vx

Razonamiento grdfico Utilizar una herramienta de graficacion
pararepresentar cada una de las funciones y sus rectas tangentes
enx = —1,x =0yx = 1. Con base en los resultados, determi-
nar si las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de una
funcién en distintos valores de x siempre son distintas.

a) fo)=x

En los ejercicios 69 y 70, evaluar f(2) y f(2.1), y utilizar los resul-

tados para estimar f”(2).

69. f(x) = x4 —x) 70. f(x) = %x3

HF Razonamiento grdfico En los ejercicios 71 y 72, utilizar una
herramienta de graficacion para representar la funcion y su de-

rivada en la misma ventana. Clasificar las graficas y describir la
relacion que existe entre ellas.

b) g =x’

Razonamiento grdfico En la figura se muestra la grafica | 3
deg'. . fl)=—= 7. fx) = XZ — 3x

&
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En los ejercicios 73 a 82, utilizar la forma alterna para calcular
la derivada en x = c (si existe).

73. f(x) =x*—-5, ¢c=3 4. glx) =x(x—1), c=1
75. f)=x>+2*+1, ¢c= -2

76. f(x) =x3+6x, c=2
77. glx) = Vx[, ¢=0

78. f(x) =2/x, ¢=5

79. fx)=(x—6)*% c=6
80. gx) = (x+3)3 c=-3
81. h(x)=|x+7], c= -7

82. f(x)=|x—6

, c=6

En los ejercicios 83 a 88, describir los valores x para los que f es
derivable.

84. f(x) = |x>—9|

85S.

x2—4, x<0
87. fx)=Vx—-1 88. f(x)_{4—x2 >0
y y
31 4
2+ 2
1+ | b x
—4 4
¢ f = x
1 2 3 4
—+ —4

FlFAmilisis grdfico En los ejercicios 89 a 92, utilizar una herra-
mienta de graficacién para encontrar los valores de x en los que
f es derivable.

4x

89. f(x) =[x =5 90. f(x) =

x—3

91. f(x) =x?/5
X —=3x2+3x, x<1

92. flx) = {

xz — 2x,

En los ejercicios 93 a 96, calcular las derivadas laterales en
x = 1 (si existen). ;Es derivable la funciéon en x = 1?

93. f(x)=|x— 1| 9. flx)=J1—x?
s =0T AT e =l 0l

En los ejercicios 97 y 98, determinar si la funcion es derivable
enx = 2.

x2+1, x<2 %x—i—l, x <2

o7 f(x):{4x—3, rs2 % f(x):{\/f x>2

99. Razonamiento grdfico Una recta de pendiente m pasa por el
punto (0, 4) y tiene ecuacién y = mx + 4.
a) Escribir la distancia d que hay entre larecta y el punto (3, 1)
como funcién de m.

IElF b) Utilizar una herramienta de graficacién para representar
la funcion d del apartado a). Basdandonos en la gréfica, jes
esa funcion derivable para todo valor de m? Si no es asf,
especificar en dénde no lo es.

100. Conjetura Tomando en cuenta las funciones f(x) = x*y

glx) = x%

a) Dibujar la grifica f y f' sobre el mismo conjunto de ejes.

b) Dibujar la grafica g y g’ sobre el mismo conjunto de ejes.

¢) Identificar un patrén entre f y g y sus respectivas deriva-
das. Utilizarlo para hacer conjeturas respecto a h'(x) si
h(x) = x", donde n es un nimero entero mayor o igual y
n=2.

d) Encontrar f'(x) si f(x) = x*. Comparar el resultado con la
conjetura del apartado c). jEsto comprueba la conjetura?
Explicar la respuesta.

¢(Verdadero o falso? En los ejercicios 101 a 104, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Para las que sean falsas, explicar
por qué o proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

101. La pendiente de la recta tangente a una funcién derivable f en
el punto (2, f(2)) es Mw

X
102. Si una funcién es continua en un punto, entonces es derivable

en €l

103. Si una funcidn tiene derivadas laterales por la derecha y por la
izquierda en un punto, entonces es derivable en él.

104. Si una funcién es derivable en un punto, entonces es continua
en él.

xsenl, x#0
X

0, x=0

1
2 —
105. Sean f(x) = y glx) = {x seny x % 0.
0,

x=0

Demostrar que f es continua, pero no derivable, en x = 0. De-
mostrar que g es derivable en 0 y calcular g'(0).

fq: 106. Redaccion Utilizar una herramienta de graficacion pararepre-

sentar las funciones f(x) = x* + 1y g(x) = |x| + 1 en la misma
ventana. Utilizar las funciones zoom y trace para analizarlas cerca
del punto (0, 1). ;Qué se observa? ; Cudl funcion es derivable en
ese punto? Escribir un pequefio parrafo describiendo el signifi-
cado geométrico de la derivabilidad en un punto.
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Iml Reglas basicas de derivacion y razon de cambio

La pendiente
de una recta
horizontal es 0

f)=c
La derivada de
una funcién
constante es 0

Se observa que la regla de la constante equi-
vale a decir que la pendiente de una recta
horizontal es 0. Esto demuestra la relacion
que existe entre derivada y pendiente
Figura 2.14

Encontrar la derivada de una funcién por la regla de la constante.
Encontrar la derivada de una funcién por la regla de la potencia.
Encontrar la derivada de una funcién por la regla del miiltiplo constante.
Encontrar la derivada de una funcién por las reglas de suma y diferencia.
Encontrar la derivada de las funciones seno y coseno.

Usar derivadas para calcular razén de cambio.

La regla de la constante

En la seccién 2.1 se usé la definicién por medio de limites para calcular las derivadas. Esta
y las dos préximas secciones presentan varias “reglas de derivacién” que permiten calcular
las derivadas sin el uso directo de la definicién por limites.

TEOREMA 2.2 LA REGLA DE LA CONSTANTE

La derivada de una funcion constante es 0. Es decir, si ¢ es un nimero real, entonces
d
—[c] = 0.
dx

(Ver la figura 2.14)

DEMOSTRACION ) Sea f(x) = c. Entonces, por la definicién de derivada mediante el proceso
de limite, se deduce que

d ,
5[0] = f(x)
o Lot A — £l

Ax—0 Ax
= lim &—°
Ax—0  Ax
= 1lm0=0
Ax—0
EJEMPLO I Aplicacion de la regla de la constante
Funcion Derivada
_ dy _
@ y=1 dx 0
b) flx)=0 fx) =0
c) s(t)=-3 s(6)) =0
d) y = kw?, k es constante y'=0

EXPLORACION

Conjetura Utilizar la definicion de derivada de la seccién 2.1 para encontrar la de-
rivada de las siguientes funciones. ;Qué patrones se observan? Utilizar los resultados
para elaborar una conjetura acerca de la derivada de f(x) = x".

a) f(x)=x' b) f)=x ) f)=x
d) fo)=x' e) flx)=x'" H fe)=x"
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Del ejemplo 7 de la seccién 2.1,
se encontr que la funcién flx) = x'/* estd
definida en x = 0 pero no es derivable en
x = 0. Esto se debe a que x 2 no estd
definida sobre un intervalo que contiene
al cero. |

} } } }
T T T T x

1 2 3 4

La pendiente de la recta y = xes 1
Figura 2.15

La regla de la potencia

Antes de demostrar la préxima regla, revisar el proceso de desarrollo de un binomio.
(x + Ax)2 = x2 + 2xAx + (Ax)?
(x + Ax)3 = x3 + 3x2Ax + 3x(Ax)? + (Ax)?

El desarrollo general del binomio para un entero positivo n cualquiera es
o n(n — 1)x"~2 5
(x + Ax)" = x" + nx" (Ax)-i-f(Ax) + -+ (A

« V]

(Ax)’ es un factor comin en estos términos.

Este desarrollo del binomio se va a utilizar para demostrar un caso especial de la regla de
la potencia.

TEOREMA 2.3 LA REGLA DE LA POTENCIA

Si n es un nimero racional, entonces la funcién f(x) = x" es derivable y

4

n| — n—1
dx[x] nx" =1,

Para que f sea derivable en x = 0, n debe ser un niimero tal que x* ' se encuentre
definido en un intervalo que contenga al 0.

DEMOSTRACION ) Sin es un entero positivo mayor que 1, entonces del desarrollo del binomio
resulta

i[x”] = Ilim w
dx Ax—0 Ax
_ n(n — 1)x"~2
x" + nx" I(Ax) + f(Ax)z 4+ -+ (Ax)n — xn
- AI;EO Ax
— n—2
= lim [nx”*l + M(M) o+ (Ax)nfl]
Ax—0 2
=nx""'+0+---4+0

— nxn*l

Esto demuestra el caso en que n es un entero positivo mayor que 1. Se deja al lector la
demostracion del caso n = 1. En el ejemplo 7 de la seccién 2.3 se demuestra el caso para
el que n es un entero negativo. En el ejercicio 76 de la seccion 2.5 se demuestra el caso
en el cual n es racional (en la seccion 5.5 la regla de la potencia se extenderd hasta abarcar

los valores irracionales de n).
I

Al utilizar la regla de la potencia, resulta conveniente separar el caso parael que n = 1
como otra regla distinta de derivacién, a saber

a [x] = 1. Regla de las potencias paran = 1.

Esta regla es congruente con el hecho de que la pendiente de la recta y = x es 1, como se
muestra en la figura 2.15.
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Observar que la pendiente es negativa en el
punto (—1, 1), cero en el (0, 0) y positiva
enel (1, 1)

Figura 2.16

fx)=x2
(-2,4) 4+

]

R o

y=—4x-4

La recta tangente y = —4x — 4 es tan-
gente a la grafica de f(x) = x* en el punto
(=2,4)

Figura 2.17

SECCION 2.2
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EJEMPLO 2 Aplicacion de la regla de la potencia

Funcion Derivada
a) flx)=x3 Fx) = 3x2
b) &) =Jx o) = L) =L s o
dx 3 3x2/3
= — ﬂzi =21 = (— _3:_2
c) y x2 dx dx [x ] ( 2)x o

Observar que en el ejemplo 2c¢, antes de derivar se ha reescrito 1/x* como x 2. En muchos
problemas de derivacion, el primer paso consiste en reescribir la funcién.

Dada: Reescribir: Derivar: Simplificar
_1l = 2 = s = d 2
YT A dx_( 2 de x3

EJEMPLO 3 Pendiente de una grafica

Calcular la pendiente de la grafica de f(x) = x* cuando

a) x=—1 b) x=0 c) x=1.

Solucién La pendiente de una grafica en un punto es igual a la derivada en dicho punto.
La derivada de f es f'(x) = 4x°.
a) Parax = —1,lapendiente es f'(—1) = 4(—1)* = —4.

b) Parax = 0, la pendiente es f'(0) = 4(0)* = 0.
¢) Parax = 1, la pendiente es f'(1) = 4(1)° = 4.

La pendiente es negativa.
La pendiente es 0.

La pendiente es positiva.

Ver la figura 2.16.

EJEMPLO 4 Ecuacién de una recta tangente

Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) = x* cuando x = —2.
Solucién Para encontrar el punto sobre la grfica de f, evaluar la funcién en x = —2.

(=2, f(=2) = (=2, -4

Punto de la grifica.

Para calcular la pendiente de la grafica en x = —2, evaluar la derivada, f'(x) = 2x, en
x=-2.

m=f(-2)=—4

Pendiente de la grafica en (—2, 4).
Ahora, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuacion de una recta, escribir

y—y = m(x — xl) Forma punto-pendiente.
y— 4= —dfx - (2]

y = —4x — 4.

Sustituir y,, my x;.

Simplificar.

Ver la figura 2.17.
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La regla del multiplo constante

TEOREMA 24 LA REGLA DEL MULTIPLO CONSTANTE

Si f es una funcién derivable y ¢ un nimero real, entonces cf también es derivable

y Slef)] = o ).

d% [ef(x)] = Al)l:glo oftr & AAX))C — /W) Definicién de derivada.
_ Alifoc[f(x + AAX)z —f(xq
= [ Jim flar+ AAx)z —f (x)} Aplicar teorema 1.2.

= of (%)

De manera informal, esta regla establece que las constantes se pueden extraer de la
derivada, incluso cuando aparecen en un denominador.

EJEMPLO 5 Aplicacion de la regla del multiplo constante

Funcion Derivada
@ y=2 Dot = o= -2
by fr) = 4%2 £10) = jt[%ﬂ] = %%[ﬁ] = %(m) = %;
¢) y=2Jx % = %[2)&/2] = 2(%)(1/2) = 12 = Lx
R A ST

La regla del multiplo constante y la de la potencia se pueden combinar en una sola. La regla
resultante es

%[cx"] = cnx" 1.
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EJEMPLO 6 Uso de paréntesis al derivar

Funcion original Reescribir Derivar Simplificar
5 5 5 15
a = — = Z (43 /S = (— —4 /S = =
) y=55 y=35679 y'=5(=37) y e
5 5 5 15
- = 2(3 r= (a4 r— _
by 'y PR y=g&™) yi=g(=3 y o
7 7 7 14x
C — — (42 [ r—
) y=35 y =303 v =72 Y=
d y-= 7(3)3)_2 y = 63(x?) vy’ = 63(2x) vy’ = 126x

Las reglas de suma y diferencia

TEOREMA 2.5 LAS REGLAS DE SUMA Y DIFERENCIA

La derivada de la suma (o de la diferencia) de dos funciones derivables f y g es deri-
vable en si. Ademas, la derivada de f + g (o f — g) es igual a la suma (o diferencia)
de las derivadas de fy g.

L) + 8] = F6) + ') Regla e suma.

d%,c[f(x) - g(x)] = f/(x) - g/(x) Regla de la diferencia.

DEMOSTRACION ) Una demostracion de la regla de la suma se sigue del teorema 1.2 (la de la
diferencia se demuestra de manera andloga).

d%[ 0 + g)] = Jim. [f(x + Ax) + glx +AxAx)] - [f) + gW)]
=l TE A g+ AY) — f(0) — g(o)
Ax—0 Ax
=i | SO A —f) L gl + Ax) — g(x)
- Aligo [ Ax * Ax ]

o JEEAY S0, gl AY) — g0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

=[x + g'x)

Las reglas de suma y diferencia pueden ampliarse en cualquier nimero finito de funcio-
nes. Por ejemplo, si F(x) = flx) + g(x) — h(x), entonces F'(x) = f'(x) + g'(x) — h'(x).

EJEMPLO 7 Aplicacion de las reglas de suma y diferencia

Funcion Derivada

a) f(x)=x3—4x+5 fx) =3x2— 4

4
b gx) = —% + 3x3 — 2x g'x) = —2x3+9x2 -2
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PARA MAYOR INFORMACION

El esbozo de una demostracién geomé-
trica de las derivadas de las funciones
seno y coseno puede consultarse en

el articulo “The Spider’s Spacewalk
Derivation of sin” and cos’” de Tim
Hesterberg en The College Mathema-
tics Journal.

ycreciente  ydecreciente y creciente

y’ positiva vy’ negativa v’ positiva
I

y

I I

I I I

I I I

I I I

1 1 1

1 1

| | x
T 2r
-1 ‘_
Yy =cCosx

La derivada de la funcion seno es la funcion
€0seno

:

Figura 2.18
=7 S sen x
y=2senx » y=3
T
—a ™
-
o
-2

y=senx y=%senx
i[asenx] = ac0sx
dx

Figura 2.19

Derivadas de las funciones seno y coseno

En la seccidn 1.3 se vieron los limites siguientes:

lfm senAx_1 lfm l—cosAx_O
Ax—0  Ax Y ao Ax

Estos dos limites pueden utilizarse para demostrar las reglas de derivacién de las funcio-
nes seno y coseno (las derivadas de las demds funciones trigonométricas se analizan en la
seccion 2.3).

TEOREMA 2.6 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES SENO'Y COSENO

—[cos x] = —senx

d
[senx] = cos x T

dx

DEMOSTRACION

+ —
% [senx] = lim sen(x + Ax) — senx

Definicién de derivada.
Ax—0 Ax

senx cos Ax + cos x senAx — senx

- Al)lcgo Ax
. cosxsenAx — (senx)(1 — cos Ax)
= lim

Ax—50 Ax

o (3] =2
= cos x< ) — senx< hmO w)

Ax
= (cos x)(1) — (senx (0)

= COS X

Esta regla de derivacion se ilustra en la figura 2.18. Observar que para cada x, la pendiente
de la curva seno es igual al valor del coseno. La demostracién de la segunda regla se deja
como ejercicio (ver el ejercicio 120).

I
EJEMPLO 8 Derivadas que contienen senos y cosenos
Funcion Derivada
a) y=2senx y' = 2cosx
b sen x lsen ’—1cos _ COos X
) YTy T e YT T
¢) y=x+cosx y'=1—senx
I

TECNOLOGIA Unaherramienta de graficacién permite visualizar la interpretacion de
una derivada. Por ejemplo, en la figura 2.19 se muestran las graficas de

y=asenx

paraa = 3, 1, 3 y 2. Estimar la pendiente de cada grafica en el punto (0, 0). Después
verificar los cédlculos de manera analitica mediante el calculo de la derivada de cada
funcién cuando x = 0.
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Exposicion fotografica de larga duracion de una
bola de billar en caida libre.
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Razén de cambio

Ya se ha visto que la derivada se utiliza para calcular pendientes. Pero también sirve para
determinar la razén de cambio de una variable respecto a otra, lo que le confiere utilidad
en una amplia variedad de situaciones. Algunos ejemplos son las tasas de crecimiento de
poblaciones, las tasas de produccidn, las tasas de flujo de un liquido, la velocidad y la
aceleracion.

Un uso frecuente de la razén de cambio consiste en describir el movimiento de un objeto
que va en linea recta. En tales problemas, la recta del movimiento se suele representar en
posicién horizontal o vertical, con un origen marcado en ella. Sobre tales rectas, el movi-
miento hacia la derecha (o hacia arriba) se considera de direccion positiva y el movimiento
hacia la izquierda (o hacia abajo) de direccién negativa.

La funcién s que representa la posicién (respecto al origen) de un objeto como funcién
del tiempo ¢ se denomina funciéon de posicién. Si durante cierto lapso de tiempo Af el
objeto cambia su posicién en una cantidad As = s(r + Ar) — s(¢), entonces, empleando la
consabida férmula:

__ distancia

Razén = —
tiempo

la velocidad media es

Cambio en distancia As
= Velocidad media.

Cambio en tiempo At

EJEMPLO 9 Velocidad media de un objeto en su caida

Si se deja caer una bola de billar desde una altura de 100 pies, su altura s en el instante 7 se
representa mediante la funcién posicion

s = —16+ 100 Funcién posicion.

donde s se mide en pies y t en segundos. Encontrar su velocidad media para cada uno de
estos intervalos.

a) [1,2] b) [1,1.5] c) [1,1.1]

Solucion

a) Enelintervalo [1, 2], el objeto cae desde una altura de s(1) = —16(1)* + 100 = 84 pies
hasta una altura de s(2) = —16(2)* + 100 = 36 pies. La velocidad media es
As 36 —84 —48
[ ——— _4 1 < .
At 1 | 8 pies por segundo
b) Enelintervalo [1, 1.5] el objeto cae desde una altura de 84 pies hasta una altura de 64
pies. La velocidad media es

As 64— 84 —20
At 15-1 05

¢) En el intervalo [1, 1.1] el objeto cae desde una altura de 84 pies hasta una altura de
80.64 pies. La velocidad media es

= —40 pies por segundo.

As _ 80.64 — 84  —3.36 _

At 11—1 0.1

—33.6 pies por segundo.

Observar que las velocidades medias son negativas, lo que refleja el hecho de que el objeto
se mueve hacia abajo. —
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Derivacion

Recta tangente

/

Recta secante

f f t
=1 t2\

La velocidad media entre z, y £, es igual a la
pendiente de la recta secante. La velocidad
instantanea en ¢, es igual a la pendiente de
la recta tangente

Figura 2.20

La velocidad es positiva cuando un objeto
se eleva, y negativa cuando desciende. Se
observa que el clavadista se mueve hacia
arriba durante la primera mitad de segun-
do, porque la velocidad es positiva para

0 < 7<3. Cuando la velocidad es de 0,

el clavadista ha alcanzado la altura maxima
del salto

Figura 2.21

Supongamos que en el ejemplo anterior se quisiera encontrar la velocidad instantdnea
(o simplemente de la velocidad) del objeto cuando ¢ = 1. Al igual que la pendiente de la
recta tangente puede aproximarse utilizando las pendientes de rectas secantes, se puede
aproximar la velocidad en r = 1 por medio de las velocidades medias durante un pequefio
intervalo [1, 1 + Af] (ver la figura 2.20). Se obtiene dicha velocidad calculando el limite
cuando At tiende a cero. Al intentar hacerlo se puede comprobar que la velocidad cuando
t = 1 es de —32 pies por segundo.

En general, si s = s(¢) es la funcién posicién de un objeto en movimiento rectilineo, su
velocidad en el instante 7 es

st + A —s(r)
O T A

s(2).

Funcién velocidad.

En otras palabras, la funcién velocidad es la derivada de la funcién posicién. La velocidad
puede ser positiva, cero o negativa. La rapidez de un objeto se define como el valor absoluto
de su velocidad, y nunca es negativa.

La posicién de un objeto en caida libre (despreciando la resistencia del aire) bajo la
influencia de la gravedad se obtiene mediante la ecuacién

Funcién posicion.

1
s(t) = Egt2 + vt + 5,

donde s, es la altura inicial del objeto, v, la velocidad inicial y g la aceleracion de la gravedad.
En la Tierra, el valor de g es de aproximadamente —32 pies.

EJEMPLO 10 Aplicacion de la derivada para calcular la velocidad

En el instante # = 0, un clavadista se lanza desde un trampolin que estd a 32 pies sobre el
nivel del agua de la piscina (ver la figura 2.21). La posicién del clavadista estd dada por

s(f) = =16 + 161 + 32

Funcién posicidn.

donde s se mide en pies y 7 en segundos.

a) (Cuanto tarda el clavadista en llegar al agua?

b) (Cual es su velocidad al momento del impacto?

Solucién

a) Para determinar el momento en que toca el agua hacemos s = 0 y despejamos .
=16 + 16t + 32 =0

—16(t+ 1)(r—2)=0
t=—-102

Igualar a cero la funcion posicién.
Factorizar.

Despejar t.

Como ¢t = 0, hemos de seleccionar el valor positivo, asi que el clavadista llega al agua
en t = 2 segundos.

b) Su velocidad en el instante ¢ esta dada por la derivada s'(f) = —32¢ + 16. En conse-
cuencia, su velocidad en r = 2 es

s'(2) = —32(2) + 16 = —48 pies por segundo.



SECCION 2.2

Iml Ejercicios

En los ejercicios 1y 2, utilizar la grafica para estimar la pendiente
de larecta tangente ay = x" en el punto (1, 1). Verificar la respuesta
de manera analitica.

1. a y=x"? by y=x3
y y
2 2 l
=
: 0.1 : (1)
X X
2 2
2. a) y=x1? by y=x""!
y y

(1,1 (1, 1)

En los ejercicios 3 a 24, usar las reglas de derivabilidad para
calcular la derivada de la funcion.

3. y=12 fx) = -9

y=x’ 6. y=x'°

1 1

7. y= 5 8. y= e
9. flx) = x 10. g(x) = x
11. fx)=x+11 12. glx) =3x—1
13. f()=—-22+3t—-6 4. y=12+2t—-3
15. glx) = x2 + 4x3 16. y=8—x3

17. s(t) =13+ 52—=3t+8 18. f(x) =2x3 — x2 + 3x

19. y:Esenﬂfcose

2
21. y=x2—%cosx 22. y=7+ senx
1 5
.y =——3: L Y= t2
23. vy . 3 senx 24,y 2P COs X

En los ejercicios 25 a 30, completar la tabla.

Funcion original ~ Reescribir  Derivar Simplificar
5
25. = —
e
2
26. =—
YT e
27. 0
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Funcion original ~ Reescribir ~ Derivar Simplificar
28. y= (3:)2
29. y= %
30. y= %

En los ejercicios 31 a 38, encontrar la pendiente de la grafica de la
funcion en el punto indicado. Utilizar la funcién derivative de una
herramienta de graficacion para verificar los resultados.

Funcion Punto
. 8
31. j(x) = ; (2, 2)
3

2 f0=3-3 (2)
B f)=—3+5 (0.-3)
34. y=3x*-10 (2, 14)
35. y=(4x + 1)? 0,1)
36. f(x) =305 —x)? (5,0)
37. f(6) =4senf — 0 (0,0)
38. g(t) = —2cost+5 (,7)

En los ejercicios 39 a 54, encontrar la derivada de cada funcién.

39. f(x) =x2+5—3x2 40. f(x) = x2 —3x — 3x72

4 1
41. gt) =12 — 3 2. fx)=x+ s
4x3 + 3x2 X —6
43. f(x) = Y 4. flx) = 2
3_ 3.2 2 _
45, flx) = X 3)2c + 4 46. nlx) = 2x 3x + 1
X X
47. y=x(x2+1) 48. y = 3x(6x — 5x?)
49. f(x) = Vx—6x 50. f(x) = Ix+ Ix
51. n(s) = s%/5 — §2/3 52. f) =1 —134+4

flx) = i-ﬁ- 3 cosx

53, f(x) =6 x+ 5cosx 54. i

I'dF En los ejercicios 55 a 58, a) encontrar la ecuacion de la recta

tangente a la grifica de f en el punto indicado, b) utilizar una
herramienta de graficacion para representar la funcion y su recta
tangente en el punto, y ¢) verificar los resultados empleando la
funcion derivative de su herramienta de graficaciéon.

Funcion Punto
55. y=x*—3x2+2 (1,0)
56. y=x+x (=1,-2)
2
57. flx) = VP (1,2
58. y=(x2+20)x+1) (1, 6)
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En los ejercicios 59 a 64, determinar los puntos (si los hay) donde
la grifica de la funcion tiene una recta tangente horizontal.

59. y=x*—2x2+3
60. y=x3+x

1
61. y=;
62. y=x>+9
63. y=x+senx, 0<x<27m
64. y:\/§x+ZCosx, 0<x<2mw

En los ejercicios 65 a 70, encontrar una k tal que la recta sea
tangente a la grafica de la funcién.

Funcion Recta
65. f(x) = x> — kx y=5x—4
66. f(x) =k —x? y=—6x+1
67. f(x):g y:—%x-l-?a
68. f(x) =kVx y=x+4
69. f(x) = kx* y=x+1
70.  f(x) = kx* y=4x—1

71. Bosquejar la grafica de una funcién f tal que f’ > 0 para todas
las x y cuya razén de cambio de la funcion sea decreciente.

Para discusion

72. Utilizar la gréfica para responder a las siguientes pre-
guntas.

y

a) (Entre qué par de puntos consecutivos es mayor larazén
de cambio promedio de la funcién?

b) (Larazénde cambio promedio de f entre A y B es mayor
o menor que la razén de cambio instantdneo en B?

¢) Trazar una recta tangente a la gréfica entre los puntos
Cy D cuya pendiente sea igual a la razén de cambio
promedio de la funcién entre C'y D.

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 73 y 74 se muestra la relacion que existe entre
f 'y g. Explicar la relaciéon entre f' y g'.

73. gx) = f(x) +6
4. g0 = =5 f(x)

Desarrollo de conceptos (continuacién)

En los ejercicios 75 y 76, se muestran las graficas de la funcion f
y de su derivada f’ en el mismo plano cartesiano. Clasificar las
grificas como fo f' y explicar en un breve parrafo los criterios
empleados para hacer tal seleccion.

75. 76.

77. Construir las grificas de las ecuaciones y = x>y y = —x> +
6x — 5, asf como las dos rectas que son tangentes a ambas gra-
ficas. Encontrar las ecuaciones de dichas rectas.

78. Demostrar que las graficas de y = x y y = 1/x tienen rectas
tangentes perpendiculares entre si en su punto de interseccion.

79. Demostrar que la grifica de la funcién

flx) = 3x + senx + 2
no tiene ninguna recta tangente horizontal.

80. Demostrar que la grifica de la funcién

flx) =x° + 3% + 5x
no tiene una recta tangente con pendiente de 3.

En los ejercicios 81 y 82, encontrar la ecuacion de la recta tan-
gente a la grafica de la funcion f que pasa por el punto (x,, y,), no
perteneciente a la grafica. Para determinar el punto de tangencia
(x,y) en la grafica de f, resolver la ecuacion

f’(x) =y0 _y.
Xy — X

81.  f(x)=x 82.

()CO, yo) = (_4’ O)

flx) =

(-x0$ yo) = (Ss 0)

=

H:- 83. Aproximacion lineal En una ventana cuadrada de la herramien-

ta de graficacion, aplicar el zoom para aproximar la grafica de
fo) =430

a fin de estimar f'(1). Calcular f'(1) por derivacién.

Fl:' 84. Aproximacion lineal En una ventana cuadrada de la herramien-

ta de graficacidn, aplicar el zoom para aproximar la gréfica de
Ff) =4Ux+ 1

a fin de estimar f'(4). Calcular f'(4) por derivacion.
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fﬂF 85. Aproximacion lineal Tomando en cuenta la funcién f(x) =

x*? con el punto de solucién (4, 8):

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
f. Usar el zoom para ampliar el entorno del punto (4, 8).
Tras varias ampliaciones, la grifica aparecerd casi lineal.
Utilizar la funcién trace para determinar las coordenadas
de un punto de la grafica préximo al (4, 8). Encontrar la
ecuacién de la secante S(x) que une esos dos puntos.

b) Encontrar la ecuacién de la recta

Tx) = f'($Hx —4) + f4)

tangente a la grafica de f que pasa por el punto dado. ;Por
qué las funciones lineales S'y 7 son casi iguales?

¢) Representar f y T en la misma ventana de la herramienta
de graficacion. Observar que T es una buena aproxima-
cién de f cuando x es cercano a 4. ;Qué ocurre con la
precision de esta aproximacién a medida que el punto de
tangencia se aleja?

d) Demostrar la conclusion obtenida en el apartado ¢) com-
pletando la tabla.

Ax -3/ -2 | -1 -05]| —-011]0

f(4 + Ax)

T4 + Ax)

Ax 0.1 | 05 1 2 3

@ + Ax)

T(4 + Ax)

I'dF 86. Aproximacion lineal Repetir el ejercicio 85 empleando ahora

la funcién f(x) = x°, donde T(x) es la recta tangente en el punto
(1, 1). Explicar por qué la precision de la aproximacion lineal
disminuye mds rdpido que en el ejercicio anterior.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 87 a 92, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es.

87. Si f/(x) = g’(x), entonces f(x) = g(x).

88. Si f(x) = g(x) + c, entonces f'(x) = g'(x).
89. Siy = 72, entonces dy/dx = 2.

90. Siy = x/m, entonces dy/dx = 1/m.

91. Si g(x) = 3f(x), entonces g’(x) = 3f"(x).
92.  Si f(x) = 1/x", entonces f'(x) = 1/(nx"~").

En los ejercicios 93 a 96, calcular la razon de cambio promedio
de la funcion en el intervalo dado. Compararlo con las razones de
cambio instantaneas en los extremos del intervalo.

93. f(r)=4r+5, [1,2] 9. f(nn=r-17, [3,3.1]

9. f(x):%l, [1,2] 96. f(x) =senx, [0%]
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Movimiento vertical En los ejercicios 97 y 98, utilizar la funcién
de posicién s(f) = —16£ + v,t + s, para objetos en caida libre.

97. Se deja caer una moneda desde lo alto de un edificio que tiene
una altura de 1 362 pies.

a) Determinar las funciones que describen la posicién y la
velocidad de la moneda.

b) Calcular su velocidad promedio en el intervalo [1, 2].

¢) Encontrar las velocidades instantaneas cuando t = 1y
t=2.

d) Calcular el tiempo que tarda en llegar al suelo.

e) Determinar su velocidad al caer en el suelo.

98. Desde una altura de 220 pies, se lanza hacia abajo una bola con
una velocidad inicial de —22 pies/s. (Cudl es su velocidad tras
3 segundos? ;Y luego de descender 108 pies?

Movimiento vertical En los ejercicios 99 y 100, utilizar la funcién
posicion s(f) = —4.9 + v,t + s, para objetos en caida libre.

99. Se lanza un proyectil hacia arriba desde la superficie terrestre
con una velocidad inicial de 120 m/s. ;Cuél es su velocidad a
los 5 segundos? (Y alos 10?

100. Con el fin de estimar la altura de un edificio, se deja caer una
piedra desde su parte mds alta en el agua de una piscina que
se encuentra al nivel del suelo. ;Cual es la altura del edificio, si el
chapoteo se observa 5.6 segundos después de soltar la piedra?

Para pensar En los ejercicios 101 y 102 se muestra la grafica de
una funciéon posicion, que representa la distancia recorrida en
millas por una persona que conduce durante 10 minutos para
llegar a su trabajo. Elaborar un boceto de la funcién velocidad
correspondiente.

101. 102.

[N S e I w)

Distancia (en millas)
Distancia (en millas)

0,0) 2 4 6 810
Tiempo (en minutos)

0,0) 2 4 6 810

Tiempo (en minutos)

Para pensar En los ejercicios 103 y 104 se muestra la grafica
de una funcién velocidad, que representa la velocidad, en millas
por hora, de una persona que conduce durante 10 minutos para
llegar a su trabajo. Elaborar un boceto de la funcién posicion
correspondiente.

103. 104.

<

Velocidad
(en millas por hora)

Velocidad

—_—N W s U
ocoococoo
1 1 : 1 1

A R e S :
8

246 810
Tiempo (en minutos)

246 810
Tiempo (en minutos)



118

#F 105.

CAPITULO 2 Derivacién

Modelado matemdtico Ladistancia de frenado de un automévil
que viaja a una velocidad v (kilémetros por hora), es la distancia
R (metros) que recorre durante el tiempo de reaccién del con-
ductor mas la distancia B (metros) que recorre una vez aplicados
los frenos (ver la figura). La tabla muestra los resultados de un
experimento al respecto.

Distancia
de frenado

Tiempo
de reaccion

1
1
1
( Y |
1 ! 1
1 ! 1
! 1
! !

~ A
t & & B ®

El conductor Aplica el freno  El automdévil

observa el se detiene

obstdculo
Velocidad, v 20 40 60 80 100
Distancia durante el | g 31169 1 950 | 333 | 417
tiempo de reaccion, R
Distancia durante el
tiempo de frenado, B 2.3 9.0 20.2 | 358 | 559

106.

107.

108.

a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de
graficacién para obtener un modelo lineal para el tiempo
de reaccion.

b) Utilizar las funciones de regresién de una herramienta
de graficacién para obtener un modelo cuadratico para la
distancia aplicando los frenos.

¢) Encontrar el polinomio que expresa la distancia total T’
recorrida hasta que el vehiculo se detiene por completo.

d) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
las funciones R, By T en una misma ventana.

e) Calcularladerivadade T'y el ritmo de cambio de la distancia
total de frenado parav = 40, v = 80y v = 100.

f) A partir de los resultados de este ejercicio, elaborar con-
clusiones acerca del comportamiento de la distancia total
de frenado a medida que se aumenta la velocidad.

Costo del combustible Un automdvil viaja 15 000 millas al aio
y recorre x millas por galén. Suponiendo que el costo promedio
del combustible es $2.76 por galdn, calcular el costo anual C
del combustible consumido como funcién de x y utilizar esta
funcién para completar la tabla.

x 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40

C

dCldx

(Quién se beneficiarfa mds con el aumento en 1 milla por galén
en la eficiencia del vehiculo: un conductor que obtiene 15 millas
por galén o uno que obtiene 35 millas por galén? Explicar la
respuesta.

Volumen El volumen de un cubo con lado s es V = s°. Calcu-
lar el ritmo de cambio del volumen respecto a s cuando s = 6
centimetros.

Area El drea de un cuadrado con lados s es A = s°. Encontrar
la razén de cambio del drea respecto a s cuando s = 6 metros.

109. Velocidad \Verificar que la velocidad media en el intervalo
[ty — At, t, + Ar] es la misma que la velocidad instantdnea en

t = t, para la funcién posicién

s(r) = —2ar® + c.

110. Gestion de inventario El costo anual de inventario C de un

fabricante es

C= 1 008 000

0 + 6.30

donde Q es el tamafio del pedido cuando se reponen existencias.
Calcular el cambio del costo anual cuando Q crece de 350a 351y
compararlo con la razén de cambio instantdneo para Q = 350.

111. Redaccion Laecuacién N = f(p) representa el nimero de ga-
lones N de gasolina normal sin plomo que vende una gasolineria

a un precio de p ddlares por galén.

a) Describir el significado de f'(2.979).

b) (f'(2.979) suele resultar positiva o negativa? Explicar la

respuesta.

112. Ley del enfriamiento de Newton Esta ley establece que la
razén de cambio o velocidad de la temperatura de un cuerpo es
proporcional a la diferencia entre su temperatura 7'y la tempe-

ratura ambiente 7. Elaborar una ecuacion para esta ley.

113. Encontrar la ecuacién de la pardbola y = ax® + bx + ¢ que pasa
por el punto (0, 1) y es tangente a larectay = x — 1 en el punto

(1,0).

114. Sea (a, b) un punto cualquiera de la grafica de y = 1/x, x > 0.
Demostrar que el drea del tridngulo formado por la recta tangente

que pasa por (a, b) y los ejes coordenados es 2.

115. Encontrar la recta o rectas tangentes a la curvay = x> — 9x en

el punto (1, —9).

116. Encontrar la ecuacién de la recta o rectas tangentes a la pardbola

y = x* en el punto dado.
a) 0, a) b) (a,0)

(Existe alguna restriccion para la constante a?

En los ejercicios 117 y 118, encontrar a y b tales que f sea derivable

en todos los puntos.

. ax3, x<2
. x) =
X2+b x>2

18, () = COS X, x<0

’ * ax+b, x>0
119. ;Doénde son derivables las funciones f,(x) = |sen x| y

f2(x) = sen |x|?
d

120. Demostrar que a[cos x] = —senx.

PARA MAYOR INFORMACION En el articulo “Sines and Cosi-

nes of the Times”, de Victor J. Katz, publicado en Math Horizons,
encontrard una interpretacién geométrica de las derivadas de las
funciones trigonométricas.
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Iml Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior

B Encontrar la derivada de una funcién por la regla del producto.
B Encontrar la derivada de una funcién por la regla del cociente.
B Encontrar las derivadas de las funciones trigonométricas.
B Encontrar las derivadas de orden superior de una funcién.

La regla del producto

Enlaseccion 2.2 se vio que la derivada de una suma de dos funciones es simplemente la suma
de sus derivadas. La regla para derivar el producto de dos funciones no es tan simple.

TEOREMA 2.7 LA REGLA DEL PRODUCTO

Algunas personas prefieren
la siguiente version de la regla del
producto

El producto de dos funciones derivables f y g también es derivable. Ademas, su de-
rivada es igual a la primera funcién por la derivada de la segunda més la derivada de
la primera por la segunda.

L] = W) + /g ). L Fg0)] = W) + g )

La ventaja de esta forma radica en

que se puede generalizar con facili- _ ) »
dad amultiplicaciones con tres o mds DEMOSTRACION ) Algunas demostraciones matemadticas, como en el caso de la regla de la

factores. B suma, son directas. Otras requieren pasos inteligentes cuyo motivo puede resultar imper-
ceptible para el lector. Esta demostracién presenta uno de esos pasos, sumar y restar una
misma cantidad, la cual se muestra en distinto color.

d e Je+ Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x)
a[f(X)g(X)] = lim Ax
= i Lo Ax)gl + Ax) — S+ Axgl) + flx + Ax)e() — f)gl)
Ax—0 Ax
_ Aljgo [f(x + Ax)g(x + AAXJ)C _ g(x) + g(x)f(x + AAxi _f(x)}
e v R L v
= Jim, e+ ) Jim S i - g S
= f(0)g'(x) + g)f (x) —

Observar que Al}g{l} f(x + Ax) = f(x) porque se considera que f es derivable y, por tanto,
continua.

La regla del producto es extensiva a multiplicaciones con mas de dos factores. Por
ejemplo, si f, g y h son funciones derivables de x, entonces

W] = PR + W WAC) + Fgh ().

Por ejemplo, la derivada de y = x* sen x cos x es

La prueba de la regla del d

producto para productos de més de dos 4 — oy senxcos x + x2cos x cos x + x2sen x(—senx)
factores se deja al lector como ejercicio dx

(ver el ejercicio 141). [ ] = 2xsenx cos x + x2(cos2x — senx).
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LA REGLA DEL PRODUCTO
Cuando Leibniz elaboro originalmente una
formula para la regla del producto, lo hizo
motivado por la expresion

(x + do)(y + dy) — xp

de la cual resto dx dy (considerandolos
despreciables) y calculando la forma
diferencial x dy + y dx. Esta derivacion tuvo
como resultado la forma tradicional de la
regla del producto.

(Fuente: The History of Mathematics de
David M. Burton)

Observar que en el ejemplo

3 se usa la regla del producto cuando
ambos factores son variables, y la del
multiplo constante cuando uno de ellos
es constante. |

En términos generales, la derivada del producto de dos funciones no estd dada por el
producto de sus derivadas. Para observarlo basta con comparar el producto de las derivadas
de f(x) = 3x — 2x*y g(x) = 5 + 4x con la derivada obtenida en el ejemplo 1.

EJEMPLO I Aplicacion de la regla del producto
Encontrar la derivada de h(x) = (3x — 2x%)(5 + 4x).

Solucion

Derivada Derivada
Primera  de la segunda Segunda  de la primera

h’(x) = (3x - 2x2) %[5 + 4x] =+ (5 + 4x)%[3x - 2x2] Aplicar la regla del producto.

=(Bx — 2x)@4) + (5 + 4x)(3 — 4x)
= (12x — 8x2) + (15 — 8x — 16x?)
= —24x% + 4x + 15 —

En el ejemplo 1 se cuenta con la opcién de calcular la derivada con o sin la regla del
producto. Sin ella se escribiria

D [(3x — 2x?)(5 + 4x)] = D [—8x3 + 2x2 + 15x]
= —24x2 + 4x + 15.

En el siguiente ejemplo, se debe utilizar la regla del producto.

EJEMPLO 2 Aplicacion de la regla del producto
Encontrar la derivada de y = 3x” sen x.

Solucion

d d d
$[3x2 senx] = 3x? a[sen x] + senx a[sz] Aplicar la regla del producto.
= 3x2cos x + (senx)(6x)
= 3x%2cosx + 6xsenx

= 3x(x cos x + 2 senx)

EJEMPLO 3 Aplicacion de la regla del producto

Encontrar la derivada de y = 2x cos x — 2 sen x.

Solucién
Regla del mdltiplo
Regla del producto constante
r N r I
dy

e (2x)<d%[cos x]) + (cos x)((%[bc]) -2 d%[senx]

= (2x)(—senx) + (cos x)(2) — 2(cos x)

= —2xsenx



TECNOLOGIA En una herra-
mienta de graficacién se pueden
comparar las grificas de una funcién
y de su derivada. Por ejemplo, en la
figura 2.22, la grifica de la funcién
del ejemplo 4 parece incluir dos pun-
tos con rectas tangentes horizonta-
les. ;Cudles son los valores de y” en
dichos puntos?

,_=5x%+4x+5

y = 2 2
x“+1) 6

7“ﬂ 8

Comparacion grafica de una funcion y
su derivada
Figura 2.22
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La regla del cociente

TEOREMA 2.8 LA REGLA DEL COCIENTE

El cociente f/g de dos funciones derivables f y g también es derivable para todos los
valores de x para los que g(x) # 0. Ademds, la derivada de f/g se obtiene mediante
el denominador por la derivada del numerador menos el numerador por la derivada
del denominador, todo dividido entre el cuadrado del denominador.

A1 gWfe) — fge)
cT[ ]‘g PO A

g(x)

DEMOSTRACION ) Al igual que en la demostracién del teorema 2.7, la clave radica en sumar
y restar una misma cantidad.

W] | Mran
dl| flx . x + Ax X
a’x[{gc(x)} = AI;QO & Ax & Definicion de derivada.
L s + A — el + A
Ax—0 Axg(x)g(x + Ax)
_ g 80+ AN — fW)gl) + f0)g() — flx)glx + Ax)
Ax—0 Axg(x)g(x + Ax)
LAY @] el + Ax) — g(w)]
A0 Ax Ax—0 Ax
- Jim [g(x)g(x + Ax)]
ot gim, P — o] i, B

Jim [g(0)g(x + Ax)]
_ g — fe'(x)

Observar que 1im g(x + Ax) = g(x) porque se considera que g es derivable y por tanto es
continua. 7’
EJEMPLO 4 Aplicacion de la regla del cociente
-2
Encontrar la derivada de y = 5)2c .
xs+ 1

Soluciéon

d d
2 Are 57 b2
i[Sx _ 2} . (2 + l)dx[Sx 2] — (5x Z)dx[x + 1]
dx| x2 + 1

Aplicar la regla del cociente.

(x2 4+ 1)2
_ @+ D) = (5x = 2)(2x)
(x%+ 1)
_ (5x2 + 5) — (10x2 — 4x)
(x2+1)2
_ =5xr+4x+ 5

o2+ 1)
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_1
X
fx) -

5 4

4 4

3 |-

y=1

Larectay = | es tangente a la grafica de
f(x)enel punto (—1, 1)
Figura 2.23

Para distinguir la ventaja de la
regla del multiplo constante en ciertos
cocientes, tratar de calcular las deriva-
das del ejemplo 6 mediante la regla del
cociente. Se llegard al mismo resultado,
pero con un esfuerzo mucho mayor. M

Observar el uso de los paréntesis en el ejemplo 4. Es recomendable utilizar paréntesis
en fodos los problemas de derivacién. Por ejemplo, cuando se usa la regla del cociente, es
conveniente encerrar todo factor y derivada en un paréntesis y prestar especial atencién a
la resta exigida en el numerador.

Al presentar las reglas de derivacién en la seccién precedente, se hizo hincapi€ en la
necesidad de reescribir antes de derivar. El ejemplo siguiente ilustra este aspecto en relacién
con la regla del cociente.

EJEMPLO 5 Reescribir antes de derivar

- (1
Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = %(S/X) en
X

(—1,1).

Soluciéon Comenzar por reescribir la funcion.

3—(1
f(x) = % Funcién original.
x<3 - l)
= (7_’_;5) Multiplicar por x a numerador y denominador,
X\X
3x — 1
= X2 + 5x¢ Reescribir.
2+ 5x)3) - Bx—D2x +5
f’(x) = (x X)( zxz _|(_ ;Cx)z )( - ) Regla del cociente.
_ (3x% + 15x) — (6x> + 13x — 5)
(x2 + 5x)2
—3x24+2x+ 5
= W Slmphﬁcar

Con objeto de encontrar la pendiente en (—1, 1), evaluar f(—1).
f(=1)=0

Luego, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuacién de una recta, se puede determinar
que la ecuacion de la recta tangente en ese punto es y = 1. Ver la figura 2.23.

Pendiente de la graficaen (—1, 1).

No todo cociente requiere ser derivado mediante la regla del cociente. Por ejemplo,
cada uno de los cocientes del ejemplo siguiente se puede considerar como el producto de
una constante por una funcién de x, de modo que es mds sencillo aplicar la regla del mul-
tiplo constante.

EJEMPLO 6 Aplicacion de la regla del multiplo constante

Funcion original Reescribir Derivar Simplificar
x% + 3x L, 1 2x + 3
= — = — + [Q——— + -
a Yy 6 y 6(x 3x) y 6(2x 3) y 5
_ 5 _ 5.4 r_ s =3
by v=7g y=3¥ y' =g (4xd) Y=o
_ —3(3x — 2x?) 3 ,_ 3 ,_6
) y= T y=-26-29 y=-2(-2) =7
9 9, ., 9 18
- — 2y /:,_273 /-
d y=35 y=35067 V=) oy 50
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Enlaseccion 2.2 se demostr6 la regla de la potencia sélo para exponentes n enteros ma-
yores que 1. En el ejemplo que sigue se amplia esa demostraciéon a exponentes enteros
negativos.

EJEMPLO 7 Demostracion de la regla de la potencia
(exponentes enteros negativos)

Si n es un entero negativo, existe un entero positivo k tal que n = —k. Por tanto, usando la
regla del cociente se puede escribir

g = 4] 1]
dx dx | x*
k(O) — k=1
= (0) (1)(kx ) Regla del cociente y regla de la potencia.
(&)
0 — kxk—1!
2k

X
= —fx k1

= px"— 1 n=—k.
De tal modo, la regla de la potencia
d o .
f[x”] = nx" Regla de la potencia.
dx

es vélida para todo entero. En el ejercicio 76 de la seccidn 2.5 se pide demostrar el caso en
el que n es cualquier nimero racional.

Derivadas de las funciones trigonométricas

Conocidas las derivadas de las funciones seno y coseno, la regla del cociente permite esta-
blecer las de las cuatro funciones trigonométricas restantes.

TEOREMA 2.9 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

i[tan x] = sec?x i[cot x] = —cscx
dx dx

d d
—/[sec x] = sec x tan x —/[csc x] = —csc x cot x
dx dx

DEMOSTRACION ) Considerando tan x = (sen x)/(cos x) y aplicando la regla del cociente,
se obtiene

_ (cos x)(cos x) — (senx)(—senx)

Aplicar la regla del cociente.

d
I [tan x]

cos?x + sen?x
cos?x
1
cos®x

= sec?x.

La demostracion de las otras tres partes del teorema se deja como ejercicio (ver el ejerci-
cio 89).
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Debido a las identidades
trigonométricas, la derivada de una
funcién trigonométrica puede adoptar
diversas formas. Esto complica la com-
paracién de las soluciones obtenidas
por el lector con las propuestas al final
del libro. |

EJEMPLO 8

Funcion

a) y=x—tanx

b) y=xsecx

Derivacion de funciones trigonométricas

Derivada
d
d% =1 —sec?x

v’ = x(sec x tan x) + (sec x)(1)

= (sec x)(1 + xtanx)

EJEMPLO 9 Diferentes formas de una derivada

Derivar ambas formas de y =

Soluciéon

Primera forma: Y =

Segunda forma:

1 — cosx
sen x

1 — cosx
senx

—

(senx)(senx) — (1 — cos x)(cos x)

sen?x

sen?x + cos?x — cos x

sen? x
1 —cosx
sen? x

y = CcSscx — cotx

[—

y’ = —cscxcotx + csc?x

= CcSCx — cotx.

Para demostrar que ambas derivadas son idénticas, basta escribir

1 — cosx

sen? x

El siguiente compendio muestra que gran parte del trabajo necesario para obtener la
forma simplificada de una derivada se debe hacer después de derivar. Observar que dos
caracteristicas de una forma simplificada son la ausencia de exponentes negativos y el

1 _( 1 ><cosx>
sen? x senx/\ senx

= csc2x — C€SC X cot X.

agrupamiento de términos semejantes.

f(x) tras derivar f/(x) tras simplificar

Ejemplo 1 (Bx —2x2)(4) + (5 + 4x)(3 — 4x) —24x> 4+ 4x + 15
Ejemplo 3 | (2x)(—senx) + (cos x)(2) — 2(cos x) —2x sen x

. (2 4+ 1)(5) — (5x — 2)(2x) —5x24+4x+5
E lo 4 _— =

Jempio 2+ 17 2+ 172
Ejemplo 5 (x% + 5x)3) — B3x — D(2x + 9) —3x*+2x+5

(x2 + 5x)2 (x2 + 5x)2

Ejemplo 9 (sen x)(sen x) — (1 — cos x)(cos x) 1 — cos x

’ sen? x sen? x




La segunda derivada de f es la
derivada de la primera derivada de f.

Seth Resnick/Getty Images

LA LUNA
La masa de la Luna es de 7.349 X 10 kg
yla de la Tierra 5.976 X 10* kg. El radio
dela Lunaes 1737 kmy el de la Tierra
6 378 km. Puesto que la fuerza de gravedad
de un planeta es directamente proporcional
a su masa e inversamente proporcional al
cuadrado de su radio, la razon entre las
fuerzas de gravedad en la Luna y en la
Tierraes

(5.976 x 1024)/63782 _
(7.349 x 102)/1 7372

6.0.
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Derivadas de orden superior

Asi como al derivar una funcién posicion se obtiene una funcién velocidad, al derivar esta
dltima se obtiene una funcion aceleracion. En otras palabras, la funcién aceleracion es la
segunda derivada de la funcién posicién.

S(t) Funcién posicién.
v(r) = s(1) Funcién velocidad.
Cl(l‘) = V/(t) = S”(t) Funcién aceleracion.

La funcién dada por a(z) es la segunda derivada de s(7) y se denota como 57 (7).

La segunda derivada es un ejemplo de derivada de orden superior. Se puede definir
derivadas de cualquier orden entero positivo. Por ejemplo, la tercera derivada es la deri-
vada de la segunda derivada. Las derivadas de orden superior se denotan como se muestra
a continuacion.

. . , , dy d
Primera derivada: ', fx), e a[f @], D [y]
: ” 1/, d2y dz 2
Segunda derivada: vy, f(x), e dxz[ F)l, D2[y]

. " 117, d3y d3 3
Tercera derivada: Yy, 1), s E[f ()], D[y]

d4 y d4
Cuarta derivada: Y%,  f¥(x), s @[f @], DIyl

dny dﬂ
e . ) (n) () "
n-ésima derivada: Y™,  f™(x), e dx"[f @l  DMy]

EJEMPLO 10 Aceleracion de la gravedad

Puesto que la Luna carece de atmdsfera, un objeto que cae en ella no encuentra resistencia
del aire. En 1971, el astronauta David Scott verific6 que una pluma de ave y un martillo caen
con la misma velocidad. La funcién posicién para cada uno de esos objetos es

s() = —0.812 + 2

donde s(7) es la altura en metros y ¢ el tiempo en segundos. ;Cudl es la relacién entre la
fuerza de gravedad de la Tierra respecto a la de la Luna?

Solucion Para calcular la aceleracion, derivar dos veces la funcién posicion.

s(1) = —0.8112 + 2 Funcién posicion.
s(H) = —1.62¢ Funcién velocidad.
s"(t) = —1.62 Funcidn aceleracion.

De esta forma resulta que la aceleracién de la gravedad en la Luna es de —1.62 m/s?. Puesto
que la aceleracion de la gravedad en la Tierra es de —9.8 m/s?, la fuerza de gravedad de la
Tierra respecto a la de 1a Luna es

Fuerza de gravedad en la Tierra _ —9.8
Fuerza de gravedad en la Luna —1.62
=~ 6.0.



126 CAPITULO 2 Derivacién

Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, utilizar la regla del producto para derivar
la funcién.

1. gx) = (& + 3)(x2 — 4x)
3. h() = Vi1 -7

5. f(x) = x3cos x

2. f(x) = (6x + 5)(x> —2)
4. g(s) = Vs(s> +8)
6. glx) = Jxsenx

En los ejercicios 7 a 12, utilizar la regla del cociente para derivar
la funcién.

x 2+ 4

T IW = 8. ) =53
__x _ s

9. h()c)—x3+1 10. h(s)—\/;_1
t
11 g(x):%c 2. f() =°‘;_;f

En los ejercicios 13 a 18, encontrar f”(x) y f'(c).

Funcion Valor de ¢
13. f(x) = (x* + 4x)(3x2 + 2x — 5) c=0
14. f)=Gx2—2x+ D> —1) c=1
x2—4
15. = =
f(x) T —3 c=1
x+5
16 f() =" c=4
17. f(x) = xcos x c=%
sen x T
18. flx) = " c= 6

En los ejercicios 19 a 24, completar la tabla sin usar la regla del
cociente.

Funcion Reescribir Derivar Simplificar
x% + 3x
19. y= 7
5x2 =3
20, y="72 =
Y 4
6
21. y= 2
10
22, y= 33
4 3/2
23. y= xx
5x2 — 8
24. y=
T

En los ejercicios 25 a 38, encontrar la derivada de la funciéon
algebraica.

3x — x2

4 — X +5x+3
5. (0 =""5 St

x2—1

26. f(x) =

El icono @@ indica que un ejercicio debe utilizarse con un sistema algebraico
por computadora.

f(x)=x4(l _ 2 )

27. flx) = x(l — i) 28. T 1

x+3

29, f(x) = 3"\/;1 30.  f(x) = Jx(Vx +3)
31, hs) = (s° — 2)2 32, h(x) = (x2—1)?
|
2 JE—
i R

35, flx) = (28 + 5x)(x — 3)(x + 2)
36. f() = 02 +2)x2+x—1)

x2 4+ c?

37, ) == 7> € €suna constante
x2—c
8. )= =L tant
. x) = , ces una constante
c? + x?

En los ejercicios 39 a 54 encontrar la derivada de la funcién
trigonométrica.

39. f(t) = t?sent 40. f(0) =(6+ 1)cos 6
cos 1 sen x
41. f(») = e 2. flx) = e
43. f(x) = —x + tanx 44, y=x + cotx
1
45. g(t) = ¥t + 6csct 46. h(x) = M 12 sec x
_ 3(1 — senx) _secx
47. = S cosx 48. y= .
49, y = —cscx — senx 50. y = xsenx + cosx
51. f(x) = x*tanx 52. f(x) = senxcosx

53. y = 2xsenx + x?cosx 54. h(0) = 560sec § + Otan 0

@D En los ejercicios 55 a 58, usar un programa de célculo para derivar

las funciones.

s5. 50— (S )er-9)

_(¥r-x—3) .,
56. f(x) = <7x2 1 )(x +x+1)
6 sen 0
57. g(6) = Y 58. f(0) = T~ cos

En los ejercicios 59 a 62, evaluar la derivada de la funcion en el
punto que se indica. Utilizar una herramienta de graficacion para
verificar su resultado.

Funcion Punto
5 _ 1 +escex (E _3)
- YT Tescx 6
60. f(x) = tanxcotx (1,1)
61. () =21 (m —l)
t T
62. f(x) = senx(senx + cos x) (g, 1)



SECCION 2.3

fq: En los ejercicios 63 a 68, a) encontrar la ecuacion de la recta
tangente a la grafica de f en el punto que se indica, b) utilizar
una herramienta de graficacion para representar la funciéon y su
recta tangente en ese punto, y ¢) utilizar la funcién derivative para
confirmar los resultados.

63. f(x) =03 +4x— Dx—2), (1,4
64. fx) = (x +3)(x2 - 2), (-2,2)

65. f(x) = (= 1) !

oo - E=D. (11)

68. f(x) = secx, (%T, 2)

X
x+ 4

(=5.5)

67. f(x) = tanx, (g, 1)

Curvas famosas En los ejercicios 69 a 72, encontrar la ecuacién
de la recta tangente a la grifica en el punto dado (las curvas de los
ejercicios 69 y 70 se conocen como Brujas de Agnesi. Las curvas
de los ejercicios 71 y 72 de denominan serpentinas).

y y
69. 70. 27
6 6+ f)=—
T f) = 8 + x°+9
4+ X244 LAt
T (53T
_/* 2D T
> = > x
4 2 L 2 4 4 2 L 2 4
_277 _2,,
71. " - 72. "
8+ =2 4+
T f(x) Bonile T ( )
4+ 2+ (2,2
T 2 (25)
A A
T4 8 11234
) !
> s) | - &> |
st o= el

En los ejercicios 73 a 76, determinar el punto o los puntos donde
la grafica tiene tangente horizontal.

3. flx) = 2’;2‘ ! T f0) = 5
2 —
75, flx) = xx_ ; 76.  f(x) = ;Cz _‘;

77. Rectas tangentes Encontrar las ecuaciones de las rectas tangen-
x+1
x—1
Después dibujar la gréfica de la funcién y las rectas tangentes.

tes a la grafica de f(x) = paralelas a larecta 2y + x = 6.

78. Rectas tangentes Encontrar las ecuaciones de las rectas

tangentes a la grafica de f(x) = que pasan por el punto

(—1, 5). Después dibujar la grafica de la funcién y las rectas
tangentes.

Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior 127

En los ejercicios 79 y 80, verificar que f'(x) = g’(x), y explicar la
relacion que existe entre fy g.

3x 5x + 4

. S0 =55 W =T
senx — 3x senx + 2x
80.  f) = S gy = SR

En los ejercicios 81 y 82, utilizar las graficas de f y g, siendo

P =fWel) ¥ g0) ={‘%

81. a) Encontrar p’(1). 82. a) Encontrar p’(4).
b) Encontrar ¢’(4) b) Encontrar ¢’(7)

y y

10 10

8 ) 8 Y

6
X g

, g 5

} > x Py
- 27 4+ 6 810 - 2+ 4 6 810

83. Area Lalongitud de un rectingulo estd dada por 67 + 5y su
altura es /7, donde 7 es el tiempo en segundos y las dimensio-
nes estan en centimetros. Encontrar el ritmo de cambio del drea
respecto al tiempo.

84. Volumen El radio de un cilindro recto circular estd dado por
Jt + 2 ysu altura por %\/?, donde ¢ es el tiempo en segundos
y las dimensiones se encuentran en pulgadas. Encontrar el ritmo
de cambio del volumen respecto al tiempo.

85. Reposiciondeinventario El costo C de pedido y transporte de
los elementos utilizados para la fabricacién de un producto es

200 X
= — + >
¢ 100( X2 x4+ 30)’ !

donde C se mide en miles de ddlares y x es el tamafio del pedi-
do, en cientos. Encontrar la razén de cambio de C respecto a x
cuando a) x = 10, b)) x = 15y ¢) x = 20. ;Qué implican estas
razones de cambio cuando el tamafio del pedido aumenta?

86. Leyde Boyle Estaley establece que sila temperatura de un gas
permanece constante, su presion es inversamente proporcional a
su volumen. Utilizar la derivada para demostrar que el ritmo de
cambio de la presion es inversamente proporcional al cuadrado
del volumen.

87. Crecimiento demogrdfico Una poblacion de 500 bacterias se
introduce en un cultivo y aumenta de nimero de acuerdo con la
ecuacion

4t
P(1) = 500(1 t 30y ;2>

donde ¢ se mide en horas. Calcular el ritmo de cambio al que
estd creciendo la poblacién cuando ¢ = 2.
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88. Fuerza gravitacional La ley de la gravitacion universal de
Newton establece que la fuerza F que existe entre dos masas,

m, 'y m,, es
_ Gm;ym,
F = 2

donde G es una constante y d es la distancia entre ambas masas.
Encontrar una ecuacién que calcule el ritmo de cambio instanta-
neo de F respecto a d (suponer que m, y m, representan puntos
moviles).

89. Demostrar las siguientes reglas de derivacion.

a) i[secx] =secx tanx b) i[cscx] = —cscx cotx
dx dx

c) i[cotx] = —csc?x
dx

90. Ritmo o velocidad de cambio Determinar si existe algtin va-
lor de x en el intervalo [0, 27r) tal que los ritmos de cambio de
fix) = sec x 'y de g(x) = csc x sean iguales.

HF 91. Modelo matemdtico Lasiguiente tabla muestra las cantidades

g (en millones) de computadoras personales embarcadas en
Estados Unidos y los valores v (en miles de millones de délares)
de estos embarques durante los afios 1999 a 2004. La t repre-
senta el afio, y t = 9 corresponde a 1999. (Fuente: U.S. Census
Bureau.)

Afo, ¢ 9 10 11 12 13 14

q 19.6 | 159 | 14.6 | 129 | 150 | 158

v 26.8 | 22.6 | 189 | 162 | 147 | 153

a) Utilizar una herramienta de graficacion para encontrar los
modelos cubicos para el nimero de computadoras perso-
nales embarcadas ¢(#) y su valor v(¢) correspondiente.

b) Representar graficamente cada uno de los modelos desa-
rrollados al responder el apartado a).

¢) Encontrar A = v(f)/q(f), para obtener la grafica A. ;Qué
representa esta funcion?

d) Interpretar A'(f) en el contexto de estos datos.

92. Satélites Cuando los satélites exploran la Tierra, s6lo tienen
alcance para una parte de su superficie. Algunos de ellos cuentan
con sensores que pueden medir el 4ngulo 6 que se muestra en
la figura. Si & representa la distancia que hay entre el satélite
y la superficie de la Tierra y r el radio de esta tltima:

a) Demostrar que i = r(csc 6 — 1).
b) Encontrar el ritmo al que cambia / respecto a 6 cuando
0 = 30°. (Suponer que r = 3 960 millas.)

En los ejercicios 93 a 100, encontrar la segunda derivada de la
funcion.

93. flx) =x*4+ 23 —3x —x 94. f(x) = 8x° — 10x° + 5x°

95. flx) = 43> 96. f(x) = x + 32x72
X x?+2x — 1

97. f) =7 98. f(x) = ,

99, f(x) = xsenx 100. f(x) = secx

En los ejercicios 101 a 104, encontrar la derivada de orden supe-
rior que se indica.

101 /() =x%  f7(x) 102, /() =2 — % 70

103. f7(x) = 2%, fO(x) 104 fO(x) =2x + 1, fO(x)

En los ejercicios 105 a 108, utilizar la informacion dada para
encontrar f'(2).

g2)=3 y g@2)=-2
r2)=-1y KR =4

105. f(x) = 2g(x) + h(x)

_g)
107. f(x) = el

Desarrollo de conceptos

109. Construir la grafica de una funcién derivable ftal que f(2) =
0,f" <0Opara —00 <x<2yf' >0 para?2<x< 0. Explicar
el razonamiento.

106. f(x) = 4 — h(x)

108. f(x) = g(x)h(x)

110. Construir la grafica de una funcién derivable f tal que f> 0
y f" <0 para todos los nimeros reales x. Explicar el razona-
miento.

En los ejercicios 111 y 112 se muestran las graficas de f, f' y
f” sobre el mismo plano cartesiano. ;Cual es cual? Explicar
el razonamiento.

111. y 112. y

N

En los ejercicios 113 a 116 se muestra la grafica de f. Construir
las graficasde f' y f”.

113. Y 114.
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117. Aceleracion Lavelocidad, en m/s, de un objeto es v(f) = 36
— 2,0 = t = 6. Calcular su velocidad y su aceleracién cuando
t = 3. (Qué se puede decir acerca de la rapidez del objeto
cuando velocidad y aceleracion tienen signos opuestos?

118. Aceleracion La velocidad de un automdvil que parte del
reposo es
100t
0= 1

donde v se mide en pies por segundo. Calcular su aceleracién
en a) 5 segundos, b) 10 segundos y ¢) 20 segundos.

119. Distancia de frenado Al momento de aplicar los frenos, un
vehiculo viaja a 66 pies/s (45 millas por hora). La funcién
posicién del vehiculo es s(f) = —8.25¢ + 66¢, donde s se mide
en pies y # en segundos. Utilizar esta funcién para completar la
tabla y encontrar la velocidad media durante cada intervalo.

t 101234
s(?)
()
a(t)

Para discusion

120. Movimiento de una particula En la figura se muestran las
gréficas de las funciones posicion, velocidad y aceleracion
de una particula.

y

-1 4567

a) Copiar las graficas de las funciones. Identificar cada
una de ellas. Explicar el razonamiento.

b) En la ilustracidn, identificar cudndo aumenta y dis-
minuye la velocidad de la particula. Explicar el ra-
zonamiento.

Biisqueda de un patron  En los ejercicios 121 y 122, desarrollar
una férmula general para f™(x), dada f(x).

121, f(x) = x" 122.

Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior 129

123. Biusquedade un patron Considerando la funcion fix) = g(x)
h(x).
a) Utilizar laregla del producto para elaborar una regla general
para encontrar f"(x), f"(x) y f*(x).
b) Empleando los resultados del apartado a), confeccionar
una regla general para f "(x).
124. Busquedade un patron Desarrollar una férmula general para
[xf(x)]™, donde f es una funcién derivable de x.

En los ejercicios 125 y 126, encontrar las derivadas de la funcién
fparan =1, 2,3y 4. Utilizar los resultados para elaborar una
regla general para f’(x) en términos de n.

cos X

x"

125. f(x) = x"senx 126.  f(x) =

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 127 a 130, verificar
que la funcion satisfaga la ecuacion diferencial.

Funcion

1
127. y=;,x>0

Ecuacion diferencial

X3y +2x%y'=0

128. y=2x*— 6x + 10
129. y =2senx + 3
130. y =3cosx + senx

_y/// . xy// . 2y/ — _24x2
y'ty=3

y'+y=0

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 131 a 136, determinar si
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es.

131. Siy = fix)g(x), entonces dy/dx = f'(x)g’ (x).

132. Siy = (x + D(x + 2)(x + 3)(x + 4), entonces d’y/dx’ = 0.
133. Sif'(c)y g'(c) son cero y h(x) = fix)g(x), entonces h'(c) = 0.

134. Si f(x) es un polinomio de n-ésimo grado, entonces

Fo0(x) = 0.
135. Lasegunda derivada representa la razén de cambio de la primera
derivada.

136. Sila velocidad de un objeto es constante, entonces su acelera-
cién es cero.

137. Encontrar un polinomio de segundo grado f(x) = ax* + bx + ¢
tal que su grédfica tenga una recta tangente con pendiente de 10
en el punto (2, 7) y una interseccion en x en (1, 0).

138. Tomando en cuenta el siguiente polinomio de tercer grado:
f)=a +bx*+cx+d, a#0.
determinar las condiciones de a, b, ¢ y d, si la grafica de f:
a) no tiene tangentes horizontales, b) tiene exactamente una
tangente horizontal, ¢) tiene exactamente dos tangentes hori-
zontales. Acompaiiar las respuestas con un ejemplo.

139. Calcular la derivada de f{x) = x |x|. ¢ Existe f"(0)?

140. Para pensar Seanfy g funciones cuyas respectivas primera
y segunda derivadas existen dentro del intervalo /. ; Cudl de las
siguientes formulas es verdadera?

a 8" —f"'¢=Us —f9
b) fg"+[f"g=(fg)"

141. Utilizar la regla del producto dos veces para demostrar que si

f. &'y h son funciones derivables de x, entonces

d%[f()f)g(X)h(X)] = f)g(0h(x) + f(x)g ()h(x) + flx)g(x)h(x).
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Iml La regla de la cadena

Eje 1: y revoluciones por minuto
Eje 2: u revoluciones por minuto
Eje 3: x revoluciones por minuto
Figura 2.24

® Encontrar la derivada de una funcién compuesta por la regla de la cadena.
® Encontrar la derivada de una funcién por la regla general de la potencia.

® Simplificar la derivada de una funcién por técnicas algebraicas.

® Aplicar la regla de la cadena a funciones trigonométricas.

La regla de la cadena

Ahora es tiempo de analizar una de las reglas de derivaciéon mds potentes: la regla de la
cadena. Esta se aplica a las funciones compuestas y afiade versatilidad a las reglas analizadas
en las dos secciones precedentes. Como ejemplo, comparar las funciones que se muestran
a continuacion; las de la izquierda se pueden derivar sin la regla de la cadena, mientras que
a las de la derecha conviene aplicarles dicha regla.

Sin la regla de la cadena Con la regla de la cadena
y=r y= JTF1

y = senx y = sen 6x

y=3x+2 y=03x+2)y
y=x+tanx y = x + tan x?

En esencia, la regla de la cadena establece que si y cambia dy/du veces mas rdpido que u,
mientras que u cambia du/dx veces mds rdpido que x, entonces y cambia (dy/du)(du/dx)
veces mds rapido que x.

EJEMPLO | La derivada de una funcion compuesta

Un juego de ruedas dentadas estd construido, como muestra la figura 2.24, de forma que la
segunda y la tercera giran sobre un eje comun. Cuando la primera gira, impulsa a la segunda
y ésta a su vez a la tercera. Sean y, u y x los niimeros de revoluciones por minuto del primero,
segundo y tercer ejes. Encontrar dy/du, du/dxy dy/dx, y verificar que

dy _dy du
dx du dx

Solucién Puesto que la circunferencia del segundo engranaje es tres veces mayor que la
de la primera, el primer eje debe dar tres vueltas para que el segundo complete una. Del
mismo modo, el segundo eje ha de dar dos vueltas para que el tercero complete una y, por
tanto, se debe escribir

dy du
- = — =2,
du 3y dx

Combinando ambos resultados, el primer eje debe dar seis vueltas para hacer girar una vez
al tercer eje. De tal manera:

ﬂ _ Razénde cambio del primer Raz6n de cambio del segundo
dx " eje con respecto al segundo eje con respecto al tercero
dy du
DA _3.5_¢
du dx

Razén de cambio del primer
eje con respecto al tercero

En otras palabras, la razén de cambio de y respecto a x es igual al producto de la razén de
cambio de y con respecto a # multiplicado por el de u con respecto a x.



EXPLORACION

Aplicacion de la regla de la
cadena Cada una de las funciones
que se encuentran a continuacion
se pueden derivar utilizando las
reglas de derivacion estudiadas en
las secciones 2.2 y 2.3. Calcular la
derivada de cada funcién utilizando
dichas reglas; luego encontrar la
derivada utilizando la regla de la
cadena. Comparar los resultados.
(Cudl de los dos métodos es mas
sencillo?
2

3x + 1

b) (x +2)°

¢) sen2x

SECCION 2.4 Laregla de la cadena 131

El ejemplo 1 ilustra un caso simple de la regla de la cadena. Su enunciado general es
el siguiente.

TEOREMA 2.10 LA REGLA DE LA CADENA

Siy = f(u) es una funcidn derivable de u y ademds u = g(x) es una funcién derivable
de x, entonces y =f(g(x)) es una funcién derivable de x y

dy _dy du
dx du dx

0 su equivalente

0] = Fel)g ().

DEMOSTRACION ) Sea h(x) = f{g(x)). Usando la forma alternativa de la derivada, es necesario
demostrar que, para x = c,

h'(c) = f'(8(c))g’ (o).

Un aspecto importante en esta demostracion es el comportamiento de g cuando x tiende a c.
Se presentan dificultades cuando existen valores de x, distintos de c, tales que g(x) = g(c). En
el apéndice A se explica como utilizar la derivabilidad de f y g para superar este problema.
Por ahora, supéngase que g(x) # g(c) para valores de x distintos de c. En las demostraciones
de las reglas del producto y del cociente se sumd y resté una misma cantidad. Ahora se recu-
rrird a un truco similar, multiplicar y dividir por una misma cantidad (distinta de cero). Ob-
servar que, como g es derivable, también es continua, por lo que g(x) — g(c) cuando x — c.

o £60) = 7(g(0)

h,(C) - x—c X —C
o [ F80) = Flsle) 50 = 560
il ey = RUAET

e flg) = flge) ][ .
B [li“ <0) — &(0) ][hm
= f"(g(c))g(c)

glx) — g(C)}

x—c X —C

Al aplicar la regla de la cadena, es ttil considerar que la funcién compuesta f © g estd
constituida por dos partes: una interior y otra exterior.

Funcidn exterior

/N

y = flglv) = flu)

N/

Funcién interior

La derivada de y = f(u) es la derivada de la funcién exterior (en la funcién interior u)
multiplicada por la derivada de la funcién interior.

y' =fu) - u
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El ejemplo 3 tam-
bién se puede resolver sin hacer uso de
la regla de la cadena, si se observa que

y=xt+3x+32+1
y, por tanto,
y' = 6x5+ 12x* + 6x.

Comprobar que esta derivada es la mis-
ma que la del ejemplo 3. ;Qué método
seria preferible para encontrar

d 2
— (2 + 1)°0?
ey

EJEMPLO 2 Descomposicion de una funcién compuesta

y = f(g(x) u = gx) y=fw)
a) y=71 u=ux+I yZi
b) y =sen2x u=2x y =senu
) y=V3x2—-x+1 u=73x*—x+1 y=u
d) y=tan’x u = tanx y=u’

EJEMPLO 3 Aplicacion de la regla de la cadena

Encontrar dy/dx paray = (x> + 1)

Solucion Para esta funcién, considerar que la funcién interior es u = x> + 1. Por medio
de la regla de la cadena, se obtiene

dy _ 3(x2 + 1)%(2x) = 6x(x2 + 1)
de
dy du

du dx —

La regla general de la potencia

La funcién del ejemplo 3 es uno de los tipos mds comunes de funciones compuestas,
y = [u(x)]". La regla para derivar tales funciones se llama regla general de la potencia, y
no es sino un caso particular de la regla de la cadena.

TEOREMA 2.11 LA REGLA GENERAL DE LA POTENCIA

Siy = [u(x)]", donde u es una funcién derivable de x y n es un nimero racional,
entonces

@ — n—1 @
L 1C0) s

0 su equivalente

d
a[u"] =nu""'u’

Puesto que y = ", aplicar la regla de la cadena para obtener
-
dx du)\dx
d du
du [u ]dx'
Por medio de la regla (simple) de la potencia estudiada en la seccidn 2.2, se tiene

D [u'] = nu"~ 'y se sigue que

184

L . =

dx



f) = Y2 -1)2

La derivada de f es 0 en x = 0 y no esta
definidaenx = = |
Figura 2.25

Derivar la funcién del ejemplo
6 usando la regla del cociente. El resul-
tado serd el mismo, pero el método es
menos eficiente que la regla general de
la potencia. |
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EJEMPLO 4 Aplicacion de la regla general de la potencia

Encontrar la derivada de f(x) = (3x — 2x?)%.

Solucion Sea u = 3x — 2x*. Entonces
fx) = Bx—2x)* =

y, mediante la regla general de la potencia, se deduce que

Aplicar la regla general de la potencia.

fx) = 303x — 2x2)2£ [3x — 2x2]

= 3(3x — 2x2)2%(3 — 4x).

Derivar 3x — 2x%

EJEMPLO 5 Derivacion de funciones con radicales

Encontrar los puntos de la grafica de f(x) = (x> — 1)> en los que f'(x) = 0 y aquellos en
los que f'(x) no existe.

Solucion Reescribir de nuevo la funcién como

£ = @ = 1P

Aplicar ahora la regla general de las potencias (con u = x> — 1); se obtiene

n ! u
| — "
/ 2 2 -1/3 : .
f ()C) = g (X - 1) - (2)6) Aplicar la regla general de las potencias.
4x
= 332 -1 Expresar en forma radical.

De tal manera, f'(x) = O en x = 0y f'(x) no existe en x = *£1, como se muestra en la
figura 2.25.

EJEMPLO 6 Derivacion de cocientes con numeradores constantes

-7
(2t — 3)2°

Solucién Para empezar, reescribir la funcién como

Derivar g(t) =

gty =-T7Q2t—3)%
Después, con la regla general de la potencia se tiene

n ! u

YT ™
g'(1) = (=7)(=2)2t = 3)73(2)
N

Aplicar la regla general de la potencia.

Regla del
multiplo constante
= 28(2t - 3)73 Simplificar.
28

Expresar con exponente positivo.

T (-3
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TECNOLOGIA  Las herramientas
de graficacion con derivacion simb6-
lica son capaces de derivar funciones
muy complicadas. No obstante, suelen
presentar el resultado en forma no
simplificada. Si se cuenta con una
de ese tipo, usarla para calcular las
derivadas de las funciones de los
ejemplos 7, 8 y 9, y comparar después
los resultados.

Simplificacion de derivadas

Los siguientes tres ejemplos ponen de manifiesto algunas técnicas para simplificar las de-
rivadas de funciones que involucran productos, cocientes y composiciones.

EJEMPLO 7 Simplificacion por factorizaciéon de la potencia minima

flx) =x2/1 - 22
= x2(1 — x2)1/2
) =

= 3029 [+ - ey

= —x3(1 — x)7V2 + 2x(1 — x?)1/2
=x(1 — x2)7 V2 =x2(1) + 2(1 — x?)]

_ x(2 = 3x?)
IV

» d _ 2)1/2 NV
22 [0 = )] (1= a2 ]

Funcién original.

Reescribir.

Regla del producto.

Regla general de la potencia.

Simplificar.

Factorizar.

Simplificar.

EJEMPLO 8 Simplificacion de la derivada de un cociente

_ X
10 = 55—
X
T (2t 4y

(x2 + H13(1) — x(1/3)(x2 + 4)72/3(2x)

fx) =

=%@2+4yw{

_ x2+ 12
3(x2 + 4)4/3

3(x2 + 4) — (2x3)(1)

Funcién original.

Reescribir.

Regla del cociente.

Factorizar.

Simplificar.

EJEMPLO 9 Simplificacion de la derivada de una potencia

_ <3x — 1\?
M PR
n Ml)*l

| "

e
Y x2+3)dx

_ [2(3x - 1)}[@2 +3)(3) — (3x — 1)(2%)

x4+ 3

_ 2(3x — 1)(3x2 + 9 — 6x2 + 2x)

(> + 3

C20Bx — 1)(=3x2+2x +9)
a (x2 + 3)3

Funcién original.

Regla general de la potencia.

Regla del cociente.

Multiplicar.

Simplificar.
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Funciones trigonométricas y la regla de la cadena

A continuacion se muestran las “versiones de la regla de la cadena” correspondientes a las
derivadas de las funciones trigonométricas:

4 4

T [senu] = (cos u) u T [cosu] = —(senu) u

d / d /
—[tan u] = (sec2u) u —[cotu] = —(csc?u) u

dx dx

i[sec u] = (sec utan u) u’ i[csc u] = —(cscucotu)u’
dx dx

EJEMPLO 10 Aplicacién de la regla de la cadena a funciones

trigonomeétricas
u cos u u’
/\ PR . e N,
d
a) y = sen2x y’ = cos 2x£ [2x] = (cos 2x)(2) = 2 cos 2x
b) y =cos(x — 1) y’ = —sen(x — 1)
¢) y =tan3x y’ = 3sec?3x —

Hay que asegurarse de entender los convenios matematicos que afectan a paréntesis y
funciones trigonométricas. Asi, en el ejemplo 10a, se escribe sen 2x que significa sen (2x).

EJEMPLO Il Paréntesis y funciones trigonométricas

a) y = cos 3x? = cos(3x?) vy’ = (—sen3x?)(6x) = —6x sen 3x?
b) y = (cos 3)x? vy’ = (cos 3)(2x) = 2x cos 3
Y/
¥’

¢) y = cos(3x)?> = cos(9x?) (—sen9x2)(18x) = — 18x sen 9x?

d) y = cos?x = (cos x)? = 2(cos x)(—senx) = —2 cos x senx
1 sen x

e = Jcosx = (cos x)1/2 "= —(cos x)"/2(—senx) = —————

) ¥ = Veosx = (cos ) v’ = 3leos )2 (=sen ) =~

Para calcular la derivada de una funcién con la forma k(x) = f(g(h(x))) es necesario
aplicar la regla de la cadena dos veces, como se ilustra en el ejemplo 12.

EJEMPLO 12 Aplicacion reiterada de la regla de la cadena

f(l) = sen’® 4t Funcién original.
= (sen 41‘)3 Reescribir.
f/(t) = 3(sen 42‘)2 %[sen 42‘] Aplicar la regla de la cadena por primera vez.
2 d .
= 3(sen 42‘) (COS 42‘) E [4t] Aplicar la regla de la cadena por segunda vez.
= 3(sen 4¢t)%(cos 4t)(4)
= 12 sen? 41 cos 4t Simplificar.
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y  f(x)=2senx+cos 2x

| (m 1) /
/ | | | >
/ T bid 3 2r

1 2 2

Figura 2.26

Para adquirir
mayor practica en la derivacion, se
deben aprender todas las reglas. Como
ayuda para la memoria, observar que
las cofunciones (coseno, cotangente y
cosecante) tienen un signo negativo en
sus derivadas.

EJEMPLO I3 Recta tangente a una funcién trigonomeétrica

Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de
f(x) = 2senx + cos 2x

en el punto (7, 1), como se muestra en la figura 2.26. A continuacién determinar todos los va-
lores de x en el intervalo (0, 277) en los que la grafica de f tienen una tangente horizontal.

Solucion Comenzar por encontrar f'(x).

f(x) = 2senx + cos 2x

f(x) = 2cos x + (—sen2x)(2)

=2cosx —2sen2x

Funcioén original.
Aplicar la regla de la cadena a cos 2x.

Simplificar.

Para encontrar la ecuacién de la recta tangente en (1, 1), evaluar f'(7r).

f/(m) = 2cos m— 2sen2

Sustituir.

Pendiente de la grafica en (m, 1).

Ahora, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta, escribir

y_Y1:m(x_x1)
y—l=*2(x—71')
y=1-—2x+2m.

Se puede determinar que f'(x)

. T
tangente horizontal en x = 3

)

Forma punto-pendiente.
Sustituir y , my x,.

Ecuacioén de la recta tangente en (7, 1).

T m ST T .
(?Sc;;]anc;%x— 62 6 y 2.De tal modo, f tiene una
9?5 }’7

Esta seccién concluye con un compendio de las reglas de derivacién estudiadas hasta

este momento.

Compendio de reglas de derivacion

Reglas generales de derivacion

Derivadas de funciones
algebraicas

Derivadas de funciones
trigonométricas

Regla de la cadena

Sean f, g y u funciones derivables de x.

Regla del muiltiplo constante:

Regla de la suma o de la diferencia:

Llefl = of”
Regla del producto:

d /7 4
S LEl=fe' + ef

Regla de la constante:

d

T [c] =0
% [senx] = cos x

d

- [cos x] = —senx

Regla de la cadena:

d /| /7
L] = ) u

d

A + = f' & o’
el =f*g
Regla del cociente:
i[[] _8f - fg
dx| 8 g2

Regla simple de la potencia:

i n| — —1 i —
dx[x]—nx” , dx[x] 1

i[tan x] = sec?x i[sec x] = sec x tan x
dx dx

d — _ep2 da - _

o [cot x] = —csc?x T [csc x] = —csc x cot x

Regla general de la potencia:

i n| — n—1,7
dx[u]—nu u




Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, completar la tabla.

y = flgx)) u = gx) y = fw)
1. y=(5x— 8
2. y= !

Va+l

Y

y = 3 tan(mx?)

y = cscix

5x

6. y= sen —

En los ejercicios 7 a 36, encontrar la derivada de la funcion.

oy = =1 8. y=2(6—x2°
9. glx) =3(4—9)?* 10. f() = (9 + 2)?/3
11. f()= V51t 12. gv) = V9 — 4x
13. y=J6x>+1 14, g)=/x2—2x+1
15. y=2¥9 —x? 16. f(x) = =342 — ox
17, y=—1 8 s =— 1
R 8. W=
12 5
19. f(t) - (m) 20. y = —m
20 y= 2 )= )t
R ) - 8 -2
23, f(x) =x(x — 2)* 24. f(x) = x(3x — 9)
25. y=xJ/1-x° 26. y=15x2/16 — x2
X X
27, y=—— 28, y=— %
y Vx2+ 1 J Jxt+ 4
+ 5 2 t2 2
29, glx) = (;2 - 2) 30. (1) = (m>
1 — 2v\? 3x2 — 2\3
31. f(V)f<1+v> 32. g(x)—(2x+3>

33, flx) = (62 + 3)° + x)? 34. gx) =2+ 2+ 1%

350 fl) = m 36. g =~/Vit1+1

En los ejercicios 37 a 42, utilizar un sistema algebraico por compu-
tadora para encontrar la derivada de la funcién. Utilizar el mismo
mecanismo para representar graficamente la funcion y su deri-
vada en el mismo plano cartesiano. Describir el comportamiento
de la funcién que corresponde a cualquier cero de la grafica de
la derivada.

CUx+ B 2x
3. y="513 Boy= T
+ 1
3. v=" 40. g = Vr— T+l
cosmx + 1 N 1
Y= . y=x%tan—
41. y . 42, y=x an
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En los ejercicios 43 y 44, calcular la pendiente de la recta tangente
ala funcion seno en el origen. Comparar este valor con el nimero
de ciclos completos en el intervalo [0, 277]. ;Cual es la conclusion
respecto a la pendiente de una funcién sen ax en el origen?

43.

En los ejercicios 45 a 66, encontrar la derivada de la funcién.

45. y = cos 4x 46. y = senmx

47. g(x) = 5tan3x 48. h(x) = sec x?

49. y = sen(mx)? 50. y = cos(l — 2x)?

51. h(x) = sen2x cos 2x 52. g(p) = sec(% 9) tan(%@)
cot x cos v

53. 1 = sen x 54. gl) = csc v

55. y=4sec’x 56. g(t) = 5cos? mt

57. f(6) = tan?56 58. g(6) = cos? 86

59. f(6) = §sen226 60. h(r) = 2 cotX(mt + 2)

61. f(r) = 3secX(mt — 1) 62. y = 3x — 5 cos(mx)?

63. y= x+ §sen(2x)? 64. vy =sen ¥x + ¥senx

65. y = sen(tan 2x) 66. y = cos~/sen(tan 7x)

En los ejercicios 67 a 74, evaluar la derivada de la funcion en el
punto indicado. Utilizar una herramienta de graficacion para
verificar los resultados.

Funcion Punto
67. s(t) = V12 +6t—2 (3,5)
68. y=3x>+ 4x (2,2)
5 1
. 0= <—2, —5>
O pp—— (455)
v (x2 — 3x)? 16
3t+ 2
M) = (0, —2)
x + 1
72. =
=2t L 2.3)
73. y =26 — sec’ 4x (0, 25)
74. y = 1 + J/cos x (E’ 2)
X 27
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FF En los ejercicios 75 a 82, a) encontrar la ecuacion de la recta tan-
gente a la grafica de f en el punto que se indica, b) utilizar una
herramienta de graficacién para representar la funcion y la recta
tangente en ese punto y c) verificar los resultados empleando la
funcién derivative de su herramienta de graficacion.

Funcion Punto
75. fx) = J2xZ -7 (4,5)
76. f(x) =xJ/xZ+5 2,2)
77. vy = (43 + 3)? (—1,1)
78. f(x) = (9 — x2)?/3 (1,4)
79. f(x) = sen2x (7, 0)
80. y = cos3x <g, —?)
81. f(x) =tanx <g, 1)
82. y=2tan’x (1—7 2)

FIF En los ejercicios 83 a 86, a) utilizar una herramienta de graficacion
para encontrar la derivada de la funcién del punto dado, b) en-
contrar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién
del punto dado y c) utilizar la herramienta de graficacion para
representar la funcion y su recta tangente en la misma ventana.

372 13
860 st (33)
84. f(x) = V/x(2—-x2% (4,98)
85. s(1) :%’ <0,§>

86. y=(?—9)Ji+2 (2,-10)

I IF Curvas famosas En los ejercicios 87 y 88, encontrar la ecuacion

de la recta tangente a la grafica del punto dado. Después utilizar
una herramienta de graficaciéon para dibujar la funcién y su recta
tangente en la misma ventana.

87. Semicirculo superior 88. Curva de bala

) =25 -2 f) = | x|
Y Y 2 —x?
8+ 4+
6 A 3+
G i
.l L da
Py e N
6-4-2 | 2 4 6 3-2-1 | 1 23
,4Ak _ZAV

89. Recta tangente horizontal Determinar el o los puntos en el
intervalo (0, 27) en los que la grifica de f(x) = 2 cos x + sen
2x tiene una tangente horizontal.

90. Recta tangente horizontal Determinar el o los puntos en

X
los que la gréfica de f(x) = ﬁ tiene una tangente
T —

horizontal.

En los ejercicios 91 a 96, encontrar la segunda derivada de la
funcién.

91. f(x) = 52 — Tx)* 92, f(x) = 4(x2 — 2)3

4

93. f(x) = ﬁ 9. f(x) = m

95. f(x) = senx? 96. f(x) = sec?mwx

En los ejercicios 97 a 100, evaluar la segunda derivada de la funcion
en el punto dado. Utilizar una herramienta de graficacion para
verificar los resultados.

97. h(x) = 5Gx + 1%, (1Y)

98. 1(x) = ﬁ (o, %)
99. f(x) = cos(x?), (0,1)

100. g(r) = tan 27, (g \/§)

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 101 a 104, se muestran las graficas de una
funcion f y su derivada f’. Clasificar las graficas segin co-
rrespondan a f o f' y escribir en un breve parrafo los criterios
utilizados para hacer la seleccion.

101. M 102. Y

103. y 104.

En los ejercicios 105 y 106, se da la relacion que existe entre f
y g. Explicar la relacion que existe entre f' y g’.

105. g(x) = f(3x) 106. g(x) = fix?)

107. Parapensar Latabla muestra algunos valores de la derivada
de una funcién desconocida f. Completar la tabla encontrando
(si es posible) la derivada de cada una de las siguientes trans-
formaciones de f.

a) glx) =flx) —2
b) h(x) =2f()
o) rlx) =f(=3x)
d) s(x) =flx+2)



x -2 | -1 0 1 2 3

fx) | 4 24 -1 -2 -4

g'(x)
h'(x)
r'(x)
s'(x)
Tabla para 107

Para discusion

108. Dado que g(5) = —3,¢'(5) =6, h(5) =3y h'(5) = -2,
encontrar f'(5) (si es posible) para cada una de las si-
guientes funciones. Si no es posible, establecer la infor-
macion adicional que se requiere.

O fW) =W b)) = (ko)
_ sl P
0 16 =55 &) 109 = 5]

En los ejercicios 109 y 110 se muestran las graficas de fy g. Sea
h(x) = f(g(x)) y s(x) = g(f(x)). Calcular las derivadas, si es que
existen. Si las derivadas no existen, explicar por qué.

109. a) Encontrar h'(1) 110. ) Encontrar h'(3)
b) Encontrar s'(5) b) Encontrar s'(9)
y
10
8 /,
\
\
X 2
X X
2747677 8710

111. Efecto Doppler La frecuencia F de la sirena de un carro de
bomberos oida por un observador en reposo estd dada por

_ 132400
331 £ v

donde = v representa la velocidad del carro de bomberos (ob-
servar la figura). Calcular la razén de cambio de F respecto de
v cuando

a) el carro se acerca a una velocidad de 30 m/s (usar —v).
b) el carro se aleja a una velocidad de 30 m/s (usar +v).

132400 132400

T 331+ T 331—y
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112. Movimiento armonico El desplazamiento de su posicién de

equilibrio para un objeto en movimiento armonico situado al
extremo de un muelle es

y = %cos 12t — isen 12t

donde y se mide en pies y ¢ en segundos. Determinar la posicién
y la velocidad del objeto cuando ¢ = /8.

113. Péndulo Un péndulo de 15 cm se mueve seglin la ecuacién

114.

115.

0 = 0.2 cos 8¢, donde 6 es el desplazamiento angular de la
vertical en radianes y ¢ es el tiempo en segundos. Calcular
el maximo desplazamiento angular y la razén de cambio de
0 cuando ¢ = 3 segundos.

Movimiento ondulatorio Una boya oscila con movimiento
armoénico simple dado por y = A cos wt, mientras las olas pasan
por ella. La boya se mueve verticalmente, desde el punto mds
bajo hasta el mds alto, un total de 3.5 pies. Cada 10 segundos
regresa a su punto de maxima altura.

a) Escribir una ecuacién que explique el movimiento de esa
boya si estd en su mdxima altura cuando ¢ = 0.
b) Calcular la velocidad de la boya en funcién de ¢.

Sistema circulatorio La velocidad S de la sangre que estd a
r cm del centro en una arteria estd dada por

S=CR—1r)

donde C es una constante, R es el radio de la arteria y S se mide
en cm/s. Suponer que se administra un farmaco y la arteria
empieza a dilatarse a un ritmo dR/dt. A una distancia cons-
tante r, encontrar el ritmo de cambio de S con respecto a ¢ para
C=176X10,R=12X 102y dR/dt = 107>,

HF 116. Modelado matemdtico En la siguiente tabla se muestra la

temperatura maxima promedio (en grados Fahrenheit) corres-
pondiente a la ciudad de Chicago, Illinois. (Fuente: National
Oceanic and Atmospheric Administration)

Mes Ene | Feb | Mar | Abr | May | Jun

Temperatura | 29.6 | 347 | 46.1 | 58.0 | 69.9 | 79.2

Mes Jul Ago | Sep Oct | Nov | Dic

Temperatura | 83.5 | 81.2 | 73.9 | 62.1 | 47.1 | 344

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
los datos y encontrar un modelo para esos datos con la
forma

T(t) =a + bsen (ct — d)

donde T es la temperatura y ¢ el tiempo en meses, con
t = 1 correspondiente al mes de enero.

b) Representar el modelo en la herramienta de graficacién.
(Ajusta bien a los datos?

¢) Encontrar 7" y utilizar la herramienta de graficacién para
representar la derivada.

d) Con base en la gréfica de la derivada, ;cuidndo cambia
la temperatura de manera mds rdpida? ;Y mds lenta?
(Coinciden las respuestas con las observaciones experi-
mentales? Explicar la respuesta.
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117. Modelado matemdtico El costo de produccién de x unidades
de un articulo es C = 60x + 1 350. Durante una semana, la
gerencia observé el nimero de unidades producidas a lo largo
de ¢ horas en un turno de 8 horas. En la tabla se muestran los
valores promedio de x para una semana.

x 0] 16 | 60 | 130 | 205 | 271 | 336 | 384 | 392

H: a) Utilizar una herramienta de graficacién para ajustar un
modelo ctibico para los datos.

b) Usar laregla de la cadena para encontrar dC/dt.

¢) Explicar por qué la funcién de costo no se incrementa con
un ritmo constante durante el turno de 8 horas.

118. Biisqueda de un patron Sea f(x) = sen Bx, donde 8 es una

constante.

a) Calcular las cuatro primeras derivadas de la funcién.

b) Verificar que la funcién y su segunda derivada satisfacen
la ecuacién f"(x) + B*f(x) = 0.

¢) Utilizar los resultados del apartado a) para desarrollar for-
mulas generales para las derivadas de orden par e impar.

S0y [ ).

[Sugerencia: (—1)* es positivo si k es par y negativo si k es
impar.]
119. Conjetura Sea funa funcién derivable de periodo p.
a) La funcidn f’ jes periddica? Verificar la respuesta.
b) Considerando la funcién g(x) = f(2x), la funcidén g'(x) ;es
periddica? Verificar la respuesta.

120. Para pensar Sean r(x) = f(g(x)) y s(x) = g(f(x)), confy g
tales como muestra la figura adjunta. Calcular

a) r'(1)
by s'(4)
y
7 (6, 6)
6
s g
4 /)
3 2.4 /5
2 /!
1 /
Tl 234s567

121. a) Encontrar la derivada de la funcién g(x) = sen® x + cos® x
de dos maneras distintas.
b) Para f(x) = sec’ xy g(x) = tan® x, demostrar que f'(x) =
g'(x).
122. a) Demostrar que la derivada de una funcién impar es par.
Esto es, si f(—x) = —f(x), entonces f'(—x) = f'(x).

b) Demostrar que la derivada de una funcién par es impar. Es
decir, si f(—x) = f(x), entonces f'(—x) = —f'(x).

123. Sea u una funcién derivable de x. Considerar que |u| = /12 para
demostrar que

d , U
dx[|u|] =u ] u # 0.

En los ejercicios 124 a 127, utilizar el resultado del ejercicio 123
para encontrar la derivada de la funcion.

124. g(x) = |3x — 5| 125.
126. h(x) = |x| cos x 127.

&) = [x* = 9]
f(x) = [senx]

HF Aproximaciones lineal y cuadrdtica Las aproximaciones lineal y

cuadratica de una funcion f en x = a son

P(x)=f(a)x—a)+ fla)y
P,x) = 3 f"(@(x — a)* + f'(a)x — a) + f(a).

En los ejercicios 128 y 129 a) calcular las aproximaciones lineal y
cuadratica de f que se especifican, b) utilizar una herramienta de
graficacion para representar f y sus aproximaciones, c) determinar
cudl de las dos, P, o P,, es mejor aproximacion y d) establecer cémo
varia la precision a medida que se aleja de x = a.

128. f(x) = tan x 129.  f(x) = sec x

a7
6

e

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 130 a 132, determinar si
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es.

130. Siy = (1 — x)"/?, entonces y’ = 3(1 — x)""/~.

131. Si f(x) = sen?(2x), entonces f'(x) = 2(sen 2x)(cos 2x).

132. Si y es una funcién derivable de u, u es una funcion derivable
de vy v es una funcién derivable de x, entonces:

dy _ dy dudv
dx  dudvdx

Preparacion del examen Putnam

133. Seaf(x) = a, sen x + a,sen 2x + - - - + a _sen nx, donde
a,, a, -+, a sonndimeros reales y n es un nimero entero
positivo. Dado que |f(x)| =< |sen x|, para todo x real, de-
mostrar que |a, + 2a, + -+ - + na | = 1.

134. Sea k un nimero entero positivo fijo. La n-ésima derivada

de tiene la forma

b
k=1
P (x)
(xk _ 1)n+1

donde P (x) es un polinomio. Encontrar P (1).

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize
Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos
reservados.
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Iml Derivacion implicita

EXPLORACION

Representacion grdfica de una
ecuacion implicita

(Como se podria utilizar una
herramienta de graficacién para
representar

x2 —2y° + 4y = 27

He aqui dos procedimientos
posibles:

a) Despejar x en la ecuacion.
Intercambiar los papeles de x
y y, y dibujar la gréfica de las
dos ecuaciones resultantes. Las
graficas combinadas presentardn
una rotacién de 90° con respec-
to a la grafica de la ecuacién
original.

b) Configurar la herramienta de
graficacion en modo parameétri-
co y representar las ecuaciones

x==J28 -4+ 2
y=t

y
x =2 — 4t +2
y=t

A partir de cualquiera de estos mé-
todos, ¢se puede decidir si la gréfica
tiene una recta tangente en el punto
0, 1)?

Explicar el razonamiento.

® Distinguir entre funciones explicitas e implicitas.
® Hallar la derivada de una funcién por derivacién implicita.

Funciones explicitas e implicitas

Hasta este punto, la mayoria de las funciones estudiadas en el texto se enunciaron de forma

explicita. Por ejemplo, en la ecuacion
y=3x2%-5 Forma explicita.

la variable y estd escrita explicitamente como funcién de x. Sin embargo, algunas funciones

s6lo se enuncian de manera implicita en una ecuacion. Asf, la funcién y = 1/x estd definida

implicitamente por la ecuacion xy = 1. Supongamos que se pide calcular la derivada dy/dx

para esta ecuacién. Podemos escribir y como funcién explicita de x, y luego derivar.

Forma implicita Forma explicita Derivada
1 dy 1
:1 :7:)671 —:—x72:——
Y YT dx x2

Esta estrategia funciona siempre que se pueda despejar y como funcién de x en la ecua-
cién, de lo contrario, este método no es viable. Por ejemplo, ;c6mo encontrar dy/dx para
la ecuacién

X2=2y+4y=2

donde resulta muy dificil despejar y como funcién explicita de x? En tales situaciones se
debe usar la llamada derivacion implicita.

Para comprender esta técnica, es preciso tener en cuenta que la derivacion se efecttia con
respecto a x. Esto quiere decir que cuando se tenga que derivar términos que s6lo contienen
a x, la derivacion serd la habitual. Sin embargo, cuando haya que derivar un término donde
aparezca y, serd necesario aplicar la regla de la cadena, ya que se estd suponiendo que y estd
definida implicitamente como funcién derivable de x.

EJEMPLO I Derivacion respecto de x

Las variables coinciden: usar la regla simple de las potencias.

a) dii[ﬁ] = 3x2
N

Las variables coinciden

n—1,7

" nu u

u

d — — f;
b) [)’3] = 3y2 244 Las variables no coinciden: usar la regla de la cadena.
dx dx
N
Las variables no coinciden
d d
c) a [x + 3y] =1+ 3d7§ Regla de la cadena: %[3\] = 3y/
d d d
d) a [xy 2l =x E [yz] + yza[x] Regla del producto.

Regla de la cadena.

{2 ®) + v

dy
- + 2
2xy It y

Simplificar.
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4 v +y?—5y—x?=—4

Puntosen la grafica  Pendiente de la grafica

2,0) -
(1,-3) 5

x=0 0

(1,1 No definida
La ecuacion implicita

PHy=5y—x=—4
tiene la derivada

dy 2x

d 32+ 2 -5
Figura 2.27

Derivacién

Derivacion implicita
Estrategias para la derivacion implicita

1. Derivar ambos lados de la ecuacién respecto de x.

2. Agrupar todos los términos en que aparezca dy/dx en el lado izquierdo de la
ecuacion y pasar todos los demds a la derecha.

3. Factorizar dy/dx del lado izquierdo de la ecuacion.

4. Despejar dy/dx.

Observar que en el ejemplo 2 la derivacion implicita puede producir una expresion para
dy/dx en la que aparezcan ala vez x y y.

EJEMPLO 2 Derivacion implicita

Encontrar dy/dx dado que y* + y* — 5y — x> = —4.
Solucién

1. Derivar los dos miembros de la ecuacién respecto de x.
di d
+ 2 _ — 2] = —
Sty = sy =] =4

L)+ 1y - S l5y] - 2] = S [-4]

D s p g

dy
222 4
3y Do T Vdx

dx

2. Agrupar los términos con dy/dx en la parte izquierda y pasar todos los demds al lado
derecho.

3y2dl + ZyQ — 5ﬂ

dx dx dx =

3. Factorizar dy/dx en la parte izquierda.
dy .,
- +2y—5)=2
P2y =5 =2

4. Despejar dy/dx dividiendo entre (3y> + 2y — 5).

dy _ 2x

dx 3y +2y—5

Para ver cémo usar la derivacion implicita, considerar la grafica de la figura 2.27. En

ella se puede observar que y no es una funcién de x. A pesar de ello, la derivada determi-
nada en el ejemplo 2 proporciona una férmula para la pendiente de la recta tangente en un
punto de esta gréfica. Debajo de la grafica se muestran las pendientes en varios puntos de
la grafica.

TECNOLOGIA Con la mayoria de las herramientas de graficacién es fécil repre-
sentar una ecuacién que expresa de manera explicita a y en funcién de x. Por el
contrario, representar las grificas asociadas a otras ecuaciones requiere cierto in-
genio. Por ejemplo, tratar de representar la grifica de la ecuacién empleada en el
ejemplo 2 configurando la herramienta de graficacion en modo paramétrico, a fin
de elaborar la gréfica de las representaciones paramétricas x =/ +# =5t + 4,y =1t
yx=—~+ =5t +4,y=t para —5 =t = 5. ;Como se compara el resultado
conla grafica que se muestra en la figura 2.27?



lAk
2 2
x“+y =0
0, 0)
} } x
-1 1
_lAk
a)
y
| y=v1-x?
(—1,0){ (1,0)
X
-1 1
-1 y=-— 1-x2
b)
y
\ y=v1-x
1
\\(1,0)
t 3 x
-1 1
-1l
y=—V1-x
c)

Algunos segmentos de curva pueden repre-
sentarse por medio de funciones derivables
Figura 2.28

Figura 2.29
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En una ecuacién que no tiene puntos solucion, por ejemplo, x> + y> = —4, no tiene
sentido despejar dy/dx. Sin embargo, si una porcién de una gréifica puede representarse
mediante una funcién derivable, dy/dx tendré sentido como pendiente en cada punto de esa
porcién. Recordar que una funcién no es derivable en a) los puntos con tangente vertical y
b) los puntos en los que la funcién no es continua.

EJEMPLO 3 Representacion de una grafica mediante
funciones derivables

Si es posible, representar y como funcién derivable de x.
a) ¥ +y'=0 b) ¥ +y =1 ¢) x+y' =1
Solucién

a) La gréfica de esta ecuacion se compone de un solo punto. Por tanto, no define y como
funcidén derivable de x. Ver la figura 2.28a.

b) La gréfica de esta ecuacion es la circunferencia unidad, centrada en (0, 0). La semicir-
cunferencia superior estd dada por la funcién derivable

y=Vv1—-x% —-1l<x<l1
y la inferior por la funcién derivable

y=—-J1—-x3 —-1l<x<l.

En los puntos (—1, 0) y (1, 0), la pendiente no esta definida. Ver la figura 2.28b.
¢) La mitad superior de esta pardbola estd dada por la funcién derivable

y=JV1l—x, x<1
y la inferior por la funcién derivable
y=—-J1—x x<l

En el punto (1, 0) la pendiente no estd definida. Ver la figura 2.28c¢.

EJEMPLO 4 Calculo de la pendiente de una grafica implicita
Calcular la pendiente de la recta tangente a la grafica de

X+ 4y =4
en el punto (ﬂ, - l/ﬂ) Ver la figura 2.29.

Solucion
x>+ 4y =4 Ecuaci6n original.
d
2x + 8yz§ =0 Derivar respecto de x.

-2 — ,
ﬂ S —— Despejar términos con &
dx 8y 4y dx

Por tanto, en (ﬂ -1/V2 ), la pendiente es
dy _ —J2 _1

= = dy _ oL
dx _4/7\5 2 Evaluaracuando x=2,yy= N

[([1)'W Para observar las ventajas de la derivacién implicita, intentar rehacer el ejemplo 4 manejando
la funcién explicitay = —3 /4 — x> [ |
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4

34

5

N (3. 1)
|

3(x? +y?)? = 100xy
Lemniscata
Figura 2.30
y
seny=x
T
0
} % X
-1 1
T
f-HC 5t
3
2
. dy 1
La derivadaes = = ———=
dx \/l —x2
Figura 2.31

EJEMPLO 5 Calculo de la pendiente de una grafica implicita

Calcular la pendiente de la gréfica de 3(x> + y*)> = 100xy en el punto (3, 1).

Solucion
d... d
_ + 221 = =
o [3(x* + y?)?] dx[100xy]
dy dy }
24 y?) 20 + 2y = 2
32)(x2 +y )<2x 2ydx> 100[}6 I y(1)
dy

)@ — 100x—= = 100y — 12x(x?> + y?)

12y(x2 + y2
y(x Y dx dx

[12y(x2 + y?) — IOOX]% = 100y — 12x(x2 + y?)

dy 100y — 12x(x> + ?)
dx  —100x + 12y(x% + y?)
25y — 3x(x? + y?)
—25x + 3y(x% + y?)

En el punto (3, 1), la pendiente de la gréfica es
dy ~ 25(1) =3(3)3*+1>) _ 25-90 _ —65_ 13

dc  —253) +3()(3*+ 1) -75+30 —45 9

como muestra la figura 2.30. Esta grafica se denomina lemniscata.

EJEMPLO 6 Determinacion de una funcion derivable

Encontrar dy/dx implicitamente para la ecuacion sen y = x. A continuacién, determinar
el mayor intervalo de la forma —a <y < a en el que y es una funcién derivable de x (ver la
figura 2.31).

Soluciéon

seny] = <[]

d
cosyszI

dy_ 1

dx cosy

El intervalo mds grande cercano al origen en el que y es derivable respecto de x es — /2
<y < ar/2. Para verlo, observar que cos y es positivo en ese intervalo y 0 en sus extremos.
Si se restringe a ese intervalo, es posible escribir dy/dx explicitamente como funcién de x.
Para ello, usar

cosy = /1 —sen’y

5 v o

= l—x, —§<y<§
y concluir que
dy_ 1
dx 1 —x%

Este ejemplo se estudia mds adelante cuando se definen las funciones trigonométricas
inversas en la seccion 5.6.
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Al usar la derivaciéon implicita, con frecuencia es posible simplificar la forma de la
derivada (como en el ejemplo 6) utilizando de manera apropiada la ecuacion original. Se
puede emplear una técnica semejante para encontrar y simplificar las derivadas de orden
superior obtenidas de forma implicita.

EJEMPLO 7 Calculo implicito de la segunda derivada

2
Dada x* + y* = 25, encontrar % Evaluar la primera y segunda derivadas en el punto
(=3,4).

Solucion Derivando ambos términos respecto de x se obtiene

The Granger Collection

2x + Zy? =0
x
Isaac Barrow (1630-1677)

La grafica de la figura 2.32 se conoce 2y =L = —2x
como la curva kappa debido a su dx

semejanza con la letra griega kappa, k. dy —2x
La solucion general para la recta dx = 2y =

tangente a esta curva fue descubierta
por el matematico inglés [saac Barrow.
Newton fue su alumno y con frecuencia
intercambiaron correspondencia
relacionada con su trabajo en el
entonces incipiente desarrollo del

X,
y

d -3) _3

En (=3,4): " = - ; ) ==

Derivando otra vez respecto de x vemos que

calculo. LZy = _(y)(l) — (x)(dy/dx) Regla del cociente.
dxz y2
_ Y- Wy oy 25
S Sy Y
2
En(-3.4): 2B _ .2

& 64

EJEMPLO 8 Recta tangente a una grafica

Encontrar la recta tangente a la grafica dada por x*(x> + y?) = y* en el punto (~/2/2,
V/2/2), como muestra la figura 2.32.

Solucion Reescribiendo y derivando implicitamente, resulta

x4+x2y2—y2=0

4x3 + x2<2y?> + 2xy? — 2;;? =0
x X

2y(x% — 1)% = —2x(2x%> + y?)

dy _ x(2x2 + y?)

La curva kappa
Figura 2.32 dx  y(1 —x?)
En el punto (~/2/2, +/2/2), 1a pendiente es

dy _ (V2/2)20/2) + (1/2) _3/2 _,
v (V2/2)1-(1/2] 12
y la ecuacioén de la recta tangente en ese punto es
Vi ( ﬂ)
y - 7 =3|lx— 7
y=3x — V2.
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 16, encontrar dy/dx por medio de la deriva-
cion implicita.

1. X*+y*=9 2. XX—y*=25
3. x2+y2=16 4. ¥ +y =64
5. ¥*—xy+y*=17 6. X’y +yx=-2
7. ¥y —y=x 8. \/)Ty:xzy—i-l
9. x3—3x%y + 22 =12 10. 4cosxseny = 1

11. senx + 2cos2y =1 12. (sen mx + cos my)2 =2
13. senx = x(1 + tany) 14. coty=x—1y
15. y =senxy 16. x = seci

En los ejercicios 17 a 20, a) encontrar dos funciones explicitas
despejando y en términos de x, b) construir la grafica de la ecua-
cion y clasificar las partes dadas por las respectivas funciones
explicitas, ¢) derivar las funciones explicitas y d) encontrar dy/dx
y demostrar que el resultado es equivalente al del apartado c).

17. X*+y* =064 18. ¥+ —4x+6y+9=0
19.  16x + 25y* = 400 20. 16y> —x*=16

En los ejercicios 21 a 28, encontrar dy/dx por medio de la deriva-
cion implicita y calcular la derivada en el punto indicado.

21. xy=6, (—6,—1)

22, x2—y¥*=0, (1,1)
x2 — 49
2 ¥4
23y X2 +49° (7.0)

24, x+yP=x+y, (-1,1)
25. x4+ 323 =5 (8,1)

26. ¥ +y =6xy+1, (2,3)
27. tan(x +y) =x, (0,0)

28. xcosy =1, (2,7{)

Curvas famosas En los ejercicios 29 a 32, calcular la pendiente
de la recta tangente a la grafica en el punto propuesto.

29. Bruja de Agnesi: 30. Cisoide:
@**+4)y=238 @4 —xy'=x
Punto: (2, 1) Punto: (2, 2)

y y

31. Bifolio:
(2 + )2 = 4dx?y
Punto: (1, 1)

32. Folio de Descartes:

X +y—6xy=0

Punto: (%’ %)

Curvas famosas En los ejercicios 33 a 40, encontrar la ecuacién
de la recta tangente a la grafica en el punto dado.

33. Pardbola

(V=37 =4(x-5)

10
g -
6
4
2

—2
—4
—6-

35. Hipérbola rotada

Y xy =1

37. Cruciforme

)czy2 —Ox% — 4y2 =0
y

34. Circunferencia

(x+2)2+(y—-3)2=37

36. Elipse rotada

7x% - 6~/3xy+ 13> - 16 =0

38. Astroide



39. Lemniscata 40. Curva kappa

3(x% + y%)? = 100(x* — y?)
y

Y02 +y?) =24

6Ak
N
2Ak
X X
-6 1 6
_4 —
_6 —_

41. a) Utilizar la derivacion implicita para encontrar la ecuacion

de la recta tangente a la elipse il len(1,?2).

2 8
b) Demostrar la ecuacién de la recta tangente a la elipse
oy XoX | VoY
;+ﬁ: len(xo,yo)es? +ﬁ =1

42. a) Utilizarla derivacién implicita para encontrar la ecuacion de
2 2

la recta tangente a la hipérbola % - yg = len (3, —2).

b) Demostrar que la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola

¥y XX Yo¥
22 - b2 = len(xo,yo)esafz—ﬁ= 1.

En los ejercicios 43 y 44, calcular dy/dx de manera implicita y
encontrar el mayor intervalo con la forma —a<y<ao0<y<
a tal que y sea una funcién derivable de x. Expresar dy/dx en
funcion de x.

43. tany =x 44, cosy =x

En los ejercicios 45 a 50, encontrar d? /dx? en términos de x y y.
45. > +y*=4 46. X}y —2x=3

47. x> —y* =136 48. 1 —xy=x-y

49. y*=x 50. y*= 10x

FlF En los ejercicios 51 y 52 usar una herramienta de graficacion

para representar la ecuacion. Encontrar la ecuacion de la recta
tangente en la grafica obtenida en el punto y la grafica en la recta

tangente.
x=1 (5
2+ 1 75

51, Ux+ Jy=35 (9,4  52. y2=

H‘“‘ En los ejercicios 53 y 54, encontrar las ecuaciones de las rectas

tangente y normal a la circunferencia en el punto indicado (la
recta normal en un punto es perpendicular a la tangente en ese
punto). Utilizar una herramienta de graficacion para representar
la ecuacion, la recta tangente y la normal.

53, 2 +y2=25
4,3),(=3,4)

54. X +y*=36
(6,0), (5, V11

55. Demostrar que la recta normal a cualquier punto de la circunfe-
rencia x> + y* = r? pasa por el origen.

56. Dos circunferencias de radio 4 son tangentes a la grifica de
y? = 4xen el punto (1, 2). Encontrar las ecuaciones de esas dos
circunferencias.
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En los ejercicios 57 y 58, localizar los puntos en los que la grafica
de la ecuacion tiene recta tangente horizontal o vertical.

57. 25x* + 16y* + 200x — 160y + 400 = 0
58. 4x>+y*—8x+4y+4=0

HT- Trayectorias ortogonales En los ejercicios 59 a 62, utilizar

herramienta de graficacién para representar las ecuaciones y
probar que en sus intersecciones son ortogonales. (Dos graficas
son ortogonales en un punto de interseccion si sus rectas tangentes
en ese punto son perpendiculares entre si.)

59. 2x>+y*=6 60. > =13
V2 =4dx 23+ 3y =5
61. x+y=0 62. X¥*=3>uy—1)
X =seny x(3y —29)=3

HF Trayectorias ortogonales En los ejercicios 63 y 64, verificar que

las dos familias de curvas son ortogonales, siendo C y K niimeros
reales. Utilizar una herramienta de graficacion para representar
ambas familias con dos valores de C'y dos valores de K.

63. xy=Cx -y =K 64. @ +y'=C,y=Kx

En los ejercicios 65 a 68, derivar: a) respecto a x (y es una funcién

de x) y b) respecto a ¢ (x y y son funciones de 7).

65. 2x* —3x*=0
67. cosmy —3sen mx = 1

66. x> —3xy* +y*=10
68. 4senxcosy=1

Desarrollo de conceptos

69. Describir la diferencia que existe entre la forma explicita de
una ecuacioén y una ecuacion implicita. Elaborar un ejemplo
de cada una.

70. Con sus propias palabras, establezca las estrategias a seguir
en la derivacién implicita.

71. Trayectorias ortogonales En la siguiente figura se muestra un
mapa topografico realizado por un grupo de excursionistas. Ellos
se encuentran en el drea boscosa que estd en la parte superior de
la colina que se muestra en el mapa y deciden seguir la ruta
de descenso menos empinada (trayectorias ortogonales a los
contornos del mapa). Dibujar la ruta que deben seguir si parten
desde el punto A y si lo hacen desde el punto B. Si su objetivo
es llegar a la carretera que pasa por la parte superior del mapa,
(cudl de esos puntos de partida deben utilizar?
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72.

A 7.
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Mapa climdtico El siguiente mapa climdtico muestra varias
curvas isobdricas (curvas que representan dreas con pre-
sién constante de aire); tres de alta presion H y una de baja
presion L. Puesto que la velocidad del viento es mayor a lo
largo de las trayectorias ortogonales de las curvas isobdricas,
utilizar el mapa para determinar las dreas con mayor velocidad
del viento.

Considerando la ecuacion x* = 4(4x* — y?):

a) Utilizar una herramienta de graficacion para represen-
tarla.

b) Encontrar y representar graficamente las cuatro rectas
tangentes a la curvaeny = 3.

¢) Calcular las coordenadas exactas del punto de interseccion

de las dos rectas tangentes en el primer cuadrante.

Para discusion

74. Determinar si el enunciado es verdadero. Si es falso,

explicar por qué y corregir. Para cada caso, suponer que
y es una funcién de x.

d > ) d
< = — b L 2) — 2
a) dxcos(x) 2x sen(x?) b) dycos(y) 2y sen(y?)

i 2y — 2
) dxCOS(y)— 2y sen(y?)

[FRovecro oe rons

75.

77.
78.

79.

80.

i 1.

Sea L unarectatangente ala curva \/;c + f = \/E Demostrar
que la suma de las intersecciones de L en los ejes x y y es c.

Demostrar (teorema 2.3) que:

d

—I[x"l = n xn*]

el

para el caso donde n es un nimero racional. (Sugerencia: Es-
cribir y = x?/9 en la forma y? = x” y derivar de forma implicita.
Suponer que p y g son enteros, con g > 0.)

Pendiente Encontrar todos los puntos de la circunferencia
x* + y? = 100 donde la pendiente es igual a §.

Tangente horizontal Determinar el (los) punto(s) en el (los)
que la grdfica de y* = y* — x? tiene una tangente horizontal.

Rectas tangentes Encontrar las ecuaciones de las dos rectas
2

2
% = 1 que pasa por el punto (4, 0).

tangentes a la elipse xz +
Normales a una pardbola En la grifica se mostraron las
rectas normales desde el punto (2, 0) a la gréfica de la pardbola
x = y% Encontrar cudntas rectas normales existen desde el
punto (x,, 0) a la grifica de la pardbola si @) x, = 1, b) x, = 3 y
¢) x, = 1. ;Para qué valor de x, existen dos rectas normales
perpendiculares entre si?

y

Rectas normales «) Encontrar la ecuacion de la recta normal

»

alaeli sei+
PS¢ Ty

rramienta de graficacién para representar la elipse y la recta
normal. c¢) {En qué otros puntos interseca esta recta normal a la
elipse?

= lenel punto (4, 2). b) Utilizar una he-

llusiones opticas

En cada una de las siguientes graficas se genera una ilusiéon éptica
por intersecciones de rectas con una familia de curvas. En todos los
casos, las rectas parecen ser curvas. Encontrar el valor de dy/dx
para los valores de x y y.

a)

Circunferencia: x> + y> = C> b) Hipérbolas: xy = C
x=3,y=4,C=5 x=1Ly=4,C=4

y y

S

c)

Rectas: ax = by d) Curvas coseno: y = C cos x

X \/g,)’ 35 x:E,y:iC:*

a=3b=1 378003
y y

\l/ §
%\@x :

PARA MAYOR INFORMACION  Para obtener més informa-
cién sobre las matemadticas de las ilusiones Opticas, leer el articulo
“Descriptive Models for Perception of Optical Illusions”, de David
A. Smith, en The UMAP Journal.
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Im Razones de cambio relacionadas

l— F —>|

El volumen esta relacionado con el radio y
con la altura
Figura 2.33

PARA MAYOR INFORMACION
Para aprender mas sobre la historia de
los problemas de razones de cambio
relacionadas, ver el articulo “The
Lengthening Shadow: The Story

of Related Rates”, de Bill Austin,
Don Barry y David Berman, en
Mathematics Magazine.

= Hallar una razén de cambio relacionada.
B Resolver problemas de la vida real con razones de cambio relacionadas.

Calculo de razones de cambio relacionadas

Ya se sabe cémo usar la regla de la cadena para encontrar dy/dx de manera implicita. Otra
aplicacion relevante de la regla de la cadena consiste en encontrar razones de cambio de dos
0 mads variables relacionadas que estdn cambiando respecto al tiempo.

Por ejemplo, cuando sale agua de un depdsito cénico (figura 2.33), el volumen V, el
radio r y la altura & del nivel del agua son funciones de 7. Sabiendo que estas magnitudes
variables se relacionan mediante la ecuacién

V=£r2h
3

Ecuacioén original.

se puede derivar implicitamente con respecto a ¢ a fin de obtener la ecuacién de razones
de cambio

dt
d_V = E 2 @ h(Zrﬂ) Diferenciar con respecto a .
dat 3 d dt
= E(rz ﬁ 2rh ﬂ)
3 d dt

Para esta ecuacion se puede ver que la razén de cambio de V estd relacionada con la razén
de cambiode hy r.

EXPLORACION

Cdlculo de una razon de cambio relacionada  Suponer que en el tanque conico que se
muestra en la figura 2.33, la altura estd cambiando a un ritmo de —0.2 pies por minuto
y el radio lo esta haciendo a un ritmo de —0.1 pies por minuto. ;Cudl es la razén de
cambio del volumen cuando el radio es » = 1 pie y la altura es 4 = 2 pies? ;La razén
de cambio del volumen depende de los valores de r y 2? Explicar la respuesta.

EJEMPLO I Dos razones de cambio relacionadas

Sean x y y dos funciones derivables de 7, y relacionadas por la ecuacién y = x* + 3. Calcular
dy/dt para x = 1, sabiendo que dx/dt = 2 parax = 1.

Solucién Derivar ambos lados con respecto a t, utilizando la regla de la cadena.

y=x>+3 Ecuacién original.
d d
E[y] = E[xz + 3] Derivar con respecto a t.
d dx
j}t] = QXE Regla de la cadena.

Cuando x = 1y dx/dr = 2, se tiene

dy _ _
i 2(1)(2) = 4.
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El area total se incrementa a medida que lo
hace el radio del circulo exterior
Figura 2.34

Al utilizar esta estrategia, hay
que cerciorarse de que el paso 4 no se
realiza hasta que el paso 3 esté termi-
nado. Sustituir los valores conocidos de
las variables antes de derivarlas tendria
como resultado final una derivada
inapropiada. |

Solucion de problemas con razones de cambio relacionadas
Enel ejemplo 1 se dio la ecuacidn que relaciona las variables x y y, y se pedia hallar el ritmo
de cambio de y para x = 1.

Ecuacion: y = x2+3

Ritmo dado: =2 cuandox =1

dx
dt
d
Hallar: — cuando x = 1

Yy
dt
En los ejemplos restantes de esta seccién, se debe crear un modelo matematico a partir de
una descripcion verbal.

EJEMPLO 2 Ondas en un lago

En un lago en calma se deja caer una piedra, lo que provoca ondas circulares, como se
muestra en la figura 2.34. El radio r del circulo exterior esta creciendo a una razon constante
de 1 pie/s. Cuando el radio es 4 pies, ;a qué razon estd cambiando el drea A de la region
circular perturbada?

Solucién Las variables r y A estdn relacionadas por A = 7%, La razén de cambio del
radio res dr/dt = 1.

Ecuacion: A = wr?
Ritmo dado: dr_ 1
Todt
Hallar: % cuando r = 4

Con esta informacion, proceder como en el ejemplo 1.

%[A] = %[77”2] Derivar con respecto a f.
A =27r dr Regla de la cadena.
dt dt
% =27(4)(1) = 87 Sustituir 4 por ry 1 por dr/dt.
Cuando el radio es de 4 pies, el drea cambia a razén de 87 pies®/s. ——

Estrategia para la solucion de problemas de razones de cambio
relacionadas

1. Identificar todas las cantidades dadas y por determinar. Hacer un esbozo y cla-
sificarlas.

2. Escribir una ecuacién que incluya las variables cuyas razones de cambio se en-
cuentran en la informacién dada o deben calcularse.

3. Utilizando la regla de la cadena, derivar de manera implicita ambos lados de la
ecuacion con respecto al tiempo t.

4. Después de terminar el paso 3, sustituir en la ecuacion resultante todos los valores
conocidos de las variables y sus razones de cambio. Luego se despeja la razén de
cambio requerida.
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La tabla siguiente contiene varios ejemplos de modelos matematicos que incluyen
razones de cambio. Por ejemplo, la razén de cambio del primer ejemplo es la velocidad
del automdvil.

Enunciado verbal Modelo matematico
La velocidad de un automdvil tras una hora x = distancia recorrida
de viaje es de 50 millas por hora. dx _ 50 cuando £ = 1
dt
Se introduce agua en una piscina a razén de V = volumen de agua en la piscina
10 metros ctibicos por hora. av _ 10 m3/h
dt
Una rueda gira a 25 revoluciones por minuto 0 = 4ngulo de giro
(1 revolucién = 27 radianes). de
i 25(27) rad/min

EJEMPLO 3 Inflado de un globo

Se bombea aire en el interior de un globo esférico (ver la figura 2.35) a razén de 4.5 pies
cubicos por minuto. Calcular la razén de cambio del radio del globo cuando el radio es de
2 pies.

Solucion  Sea V el volumen del globo y r su radio. Puesto que el volumen esta crecien-
do a razén de 4.5 pies ctibicos por minuto, se sabe que en el instante 7 la razén de cambio
del volumen es dV/dt = §. De tal modo que el problema se puede formular de la siguiente

manera:
Ritmo dado: av._9 (ritmo constante)
dat 2
dr
Calcular: Z cuando r =2

Para encontrar el ritmo de cambio del radio, encontrar una ecuacién que relacione el radio
r con el volumen V.

Ecuacion: V = g 3 Volumen de una esfera.

Derivar ambos lados de la ecuacién con respecto a ¢, para obtener:

% = 4712 % Derivar con respecto a t.
dr 1 (dV .
E = pp— <E> Despejar dr/dt.

Por ultimo, cuando r = 2 la razon de cambio del radio resulta ser

Inflando un globo dr = L(2) =~ (.09 pies por minuto
Figura 2.35 dt  167\2 o PSP )

Observar que en el ejemplo 3 el volumen esta creciendo a razén constante, pero el radio
cambia a razon variable. El hecho de que dos razones estén relacionados no implica que
sean proporcionales. En este caso en particular, el radio crece mds y mds lentamente con el
paso del tiempo. ;Por qué?
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u No estd dibujado a escala

Un avion vuela a 6 millas de altura y dista
s millas de la estacion de radar
Figura 2.36

<5000 pies ———— =
No estd dibujado a escala

Una camara de television, situada a ras

del suelo, esta filmando el despegue del
transbordador espacial, que se mueve
verticalmente de acuerdo con la ecuacion de
posicion s = 50£, donde s se mide en pies
y ten segundos. La camara esta a 2 000 pies
de la plataforma de lanzamiento

Figura 2.37

EJEMPLO 4 Velocidad de un aviéon detectado por radar

Un avién recorre una ruta de vuelo que le llevard directamente sobre una estacion de radar,
como se muestra en la figura 2.36. Si s estd decreciendo a razén de 400 millas por hora
cuando s = 10 millas, ;cudl es la velocidad del avién?

Soluciéon  Sea x la distancia horizontal al radar, como se ilustra en la figura 2.36. Observar

que cuando s = 10, x = /102 — 36 = 8.

Ritmo dado: ds/dt = —400 cuando s = 10
Encontrar:  dx/dt cuando s=10 y x =38

Encontrar la velocidad del avién de la siguiente manera:

Ecuacion: x?> + 62 = s? Teorema de Pitdgoras.
dx ds )
2x E =2s E Derivar con respecto a t.
dx s (ds> Despeiar dx/d
— =\ espejar dx/dt.
dt dt Pl
dx 10
E 3 ( 400) Sustituir s, x y ds/d.
= —500 millas por hora Simplificar.

Puesto que la velocidad es de —500 millas por hora, la rapidez (o “velocidad” en sentido
coloquial) es 500 millas/h.

(1 Observar en el ejemplo 4 que la velocidad es negativa porque x representa una distancia que
disminuye. |

EJEMPLO 5 Angulo de elevacion variable

Calcular la razén de cambio del dngulo de elevacion 6 de la cadmara que se muestra en la
figura 2.37, diez segundos después del despegue.

Soluciéon Sea 6 el dngulo de elevacion, como se muestra en la figura 2.37. Cuando ¢ = 10,
la altura s del cohete es s = 507 = 50(10)* = 5 000 pies.

Ritmo dado: ds/dtr = 100t = velocidad del cohete
Encontrar:  d0/dt cuando =10 y s = 5000

Utilizando la figura 2.37, relacionar s y # mediante la ecuacién tan 6 = s/2 000.

Ecuacion: tan = —— Ver la figura 2.37
J 2000 er la figura 2.37.
1
(SCC 29) Lj: m <%> Derivar con respecto a .
do ,, 1001 N
= CoS Sustituir 100z por ds/dt.

dr 2 000
- 2000 2 100t
- \Us% + 20002/ 2000

Cuando r = 10y s = 5 000, se tiene

do 2 000(100)(10) 2
- 50002+ 2000 — 29 — radianes por segundo.

cos = 2000/+/s>+ 20002.

De tal modo, cuando r = 10, 6 cambia a razon de 2—29 radianes por segundo.



c
Ley de los cosenos:
b= d*+ & — 2accos 6
Figura 2.39
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EJEMPLO 6 Velocidad de un piston

En el motor que se muestra en la figura 2.38, una varilla de 7 pulgadas estd conectada a un
cigiieial de 3 pulgadas de radio, que gira en sentido contrario al de las manecillas del reloj,
a 200 revoluciones por minuto. Calcular la velocidad del pistén cuando 6 = /3.

La velocidad de un piston esta relacionada con el angulo del cigiiefal
Figura 2.38

Solucién Nombrar las distancias como se muestra en la figura 2.38. Puesto que una revo-
lucién completa equivale a 27 radianes, se deduce que d6/dt = 200(27) = 400 7 radianes
por minuto.

Ritmo dado: % = 4007 (razén constante)
dx T
Encontrar: — cuando 0= —
dt 3

Usar la ley de los cosenos (figura 2.39) para encontrar una ecuacién que relacione a x y a 6.

Ecuacion: 72 =32+ x2 — 2(3)(x) cos 6
dx do dx
O—Zxdt 6( xsenﬂdt-kcosedt)
dx do
(6 cos 6 — 2x) i 6x sen 0 0

dx __ 6xsend (@)
dt 6cos 0 — 2x\dt

Cuando 0 = /3, se puede despejar x de la siguiente manera:

72 =32+ x2 - 203)(x) cos =

3
1
49 =9 + x2 — 6x<*>
2
0=x2-3x—40
0=(x—8x+5)
x =38 Elegir la solucién positiva.

De esta manera, cuando x = 8 y 6 = /3, la velocidad del pist6n es

dx _ 6(8)(v/3/2)
dr  6(1/2) — 16
_ 960073
—13
~ —4 018 pulgadas por minuto. —

(40077)

[Ii'W Observar que la velocidad en el ejemplo 6 es negativa porque x representa una distancia que
estd decreciendo. |
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, suponer que x y y son funciones derivables
de ¢ y encontrar los valores sefialados de dy/dt y dx/dt.

1.

2.

4.

Ecuacion Encontrar Dado
y=\/;c a) %cuandox=4 %=3
b) % cuandox = 25 % =2
y=4(x*—-5x) a) % cuandox = 3 % =2
b) % cuandox = 1 % =5
xy =4 a) %Cuandox =38 % =10
b) %cuandox: 1 %: —6
x2+y2=25 a) %cuandox=3,y=4 %=8
b) %cuandox:4,y:3 %: -2

En los ejercicios 5 a 8, un punto se esta moviendo sobre la grafica
de la funcién, de modo que dx/dt es 2 cm/s. Calcular dy/dt para
los valores de x que se indican.

5.

7.

8.

y=2x2+1 a) x=—-1 b)) x=0 o) x=1
y=1_:x2 a) x=—2 by x=0 c) x=2
y = tanx a)x=—7§7 b)x——’f ) x=0
y = COS X a)x:g b)x—g c)x=7§7

Desarrollo de conceptos

9.

10.

Considerando la funcién lineal y = ax + b, jsi x cambia
a razon constante, y también lo hace a razén constante?
De ser asi, ;lo hace con la misma razén que x? Explicar la
respuesta.

Con las propias palabras, mencionar la estrategia para resol-
ver problemas de razones de cambio relacionadas.

11.

12.

13.

Encontrar la razén de cambio de la distancia entre el origen
y un punto que se mueve por la grifica de y = x* + 1, si
dx/dt = 2 cm/s.

Encontrar la razén de cambio de la distancia entre el ori-
gen y un punto que se mueve sobre la grafica de y = sen x,
sidx/dt =2 cm/s.

Area El radio r de un circulo estd creciendo a razén de 4
centimetros por minuto. Calcular la razén de cambio del drea
cuandoa) r = 8cmy b) r =32 cm.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Area Sea A el drea de un circulo con un radio r variable con
el tiempo. Si dr/dt es constante, es constante dA/dr? Explicar
la respuesta.

Area El angulo entre los dos lados iguales, con longitud s, de
un tridngulo isésceles es 6.

a) Demostrar que el drea del tridngulo se obtiene mediante
A = %57 sen 6.

b) Si festd creciendo arazén de 3 radidn por minuto, encontrar
la raz6n de cambio del drea cuando 6 = /6y 6 = /3.

¢) Explicar por qué la razén de cambio del drea del tridngulo
no es constante, a pesar de que d6/dr es constante.

Volumen El radio r de una esfera esta creciendo a razén de 3
pulgadas por minuto.

a) Calcular la razén de cambio del volumen cuando r = 9y
r = 36 pulgadas.

b) Explicar por qué la razén de cambio del volumen de la
esfera no es constante, a pesar de que dr/dt es constante.

Volumen Se infla un globo esférico con gas a razén de 800
centimetros cibicos por minuto. ;A qué razén estd aumentando
su radio en el momento en el que éste estd a a) 30 centimetros
y b) 60 centimetros?

Volumen Todas las aristas de un cubo estdn creciendo a razén
de 6 centimetros por segundo. ;A qué ritmo estd aumentando el
volumen cuando cada arista mide @) 2 cmy b) 10 cm?

Superficie Bajo las condiciones del problema anterior, deter-
minar la razén a la que cambia el drea de la superficie cuando
cada arista mide @) 2 cm y b) 10 cm.

Volumen La férmula para calcular el volumen de un cono es
V = % ’h. Encontrar el ritmo de cambio del volumen si dr/dt
es de 2 pulgadas por minuto y & = 3r, cuando a) r = 6 pulgadas
y b) r = 24 pulgadas.

Volumen En una planta de arena y grava, la arena cae de una
cinta transportadora creando un monticulo de forma cénica, a
razén de 10 pies ctibicos por minuto. El didmetro de la base
del monticulo es de aproximadamente tres veces la altura. ;A
qué razén cambia la altura del montén cuando su altura es 15
pies?

Profundidad Un depdsito conico (con el vértice abajo) mide 10
pies de ancho en su parte mds alta y tiene 12 pies de profundidad.
Si se le vierte agua a razén de 10 pies® por minuto, calcular la
razén de cambio de la profundidad del agua cuando ésta es de
8 pies.

Profundidad Una piscina tiene 12 metros de largo, 6 de ancho
y una profundidad que oscila desde 1 hasta 3 m (ver la figura).
Se bombea agua en ella a razén de § de metro ctibico por minuto
y ya hay 1 m de agua en el extremo mds profundo.

a) (Qué porcentaje de la piscina estd lleno?
b) (A qué razén se eleva el nivel del agua?



24.

25.

12m

Figura para 23

Figura para 24

Profundidad Una artesa tiene 12 pies de largo y 3 de ancho
en su parte superior (ver la figura), sus extremos tienen forma
de tridangulo isésceles con una altura de 3 pies.

a) Si se vierte agua en ella a razén de 2 pies ctibicos por
minuto, ¢a qué razén sube el nivel del agua cuando hay 1
pie de profundidad de agua?

b) Si el agua sube a una razén de § de pulgada por minuto
cuando & = 2, determinar una razén al que se estd vertiendo
agua en la artesa.

Escalera deslizante Una escalera de 25 pies de longitud esta
apoyada sobre una pared (ver la figura). Su base se desliza por
la pared a razén de 2 pies por segundo.

a) (A quérazén estd bajando su extremo superior por la pared
cuando la base estd a 7, 15y 24 pies de la pared?

b) Determinar la razén a la que cambia el drea del tridngulo
formado por la escalera, el suelo y la pared, cuando la base
de la primera estd a 7 pies de la pared.

¢) Calcular la razén de cambio del dngulo formado por la es-
calera y la pared cuando la base estd a 7 pies de la pared.

Figura para 25

Figura para 26

PARA MAYOR INFORMACION  Para obtener mas informacién
sobre las matematicas relativas a las escaleras deslizantes, ver el
articulo “The Falling Ladder Paradox”, de Paul Scholten y Andrew
Simoson, en The College Mathematics Journal.

26.

Construccion Un obrero levanta, con ayuda de una soga, un
tablén de cinco metros hasta lo alto de un edificio en construccién
(ver la figura). Suponer que el otro extremo del tabl6n sigue una
trayectoria perpendicular a la pared y que el obrero mueve el
tabl6n a razén de 0.15 m/s. ;A qué ritmo desliza por el suelo el
extremo cuando estd a 2.5 m de la pared?

27.

28.

29.

Distancia (en millas)

Figura para 29

30.
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Construccion Unapolea situada en lo alto de un edificio de 12
metros levanta un tubo de la misma longitud hasta colocarlo en
posicién vertical, como se muestra en la figura. La polea recoge
la cuerda a razén de —0.2 m/s. Calcular las razones de cambio
vertical y horizontal del extremo del tubo cuandoy = 6.

y ds _ m
E = —O2T

No estd dibujado a escala

Figura para 27

Figura para 28

Navegacion Un velero es arrastrado hacia el muelle por medio
de una polea situada a una altura de 12 pies por encima de la
quilla del barco (ver la figura).

a) Sila cuerda se recoge a razén de 4 pies por segundo, de-
terminar la velocidad del velero cuando quedan 13 pies de
cuerda sin recoger. ; Qué ocurre con la velocidad del velero
a medida que el barco se acerca mds al muelle?

b) Suponiendo que el bote se mueve a un ritmo constante de 4
pies por segundo, determinar la velocidad a la que la polea
recoge la cuerda cuando quedan 13 pies de ella por recoger.
(Qué ocurre con la velocidad de la polea a medida que el
barco se acerca mds al muelle?

Control de trdfico aéreo Un controlador detecta que dos
aviones que vuelan a la misma altura tienen trayectorias perpen-
diculares y convergen en un punto (ver la figura). Uno de ellos
estd a 225 millas de dicho punto y vuela a 450 millas por hora.
El otro estd a 300 millas y se desplaza a 600 millas/h.

a) (A qué ritmo se reduce la distancia entre ellos?
b) (De cudnto tiempo dispone el controlador para modificar
la ruta de alguno de ellos?

100 200 400 » AR

Distancia (en millas) A No estd dibujado a escala
Figura para 30

Control de trdfico aéreo Un avion vuela a 5 millas de altura
y pasa exactamente por encima de una antena de radar (ver la
figura). Cuando el avién estd a 10 millas (s = 10), el radar de-
tecta que la distancia s estd cambiando a una velocidad de 240
millas/h. ;Cudl es la velocidad del avién?
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31.

Tercera
base
>

Figura para 31y 32
32.

33.

34.

CAPITULO 2 Derivacién

Deportes Un campo de beisbol tiene forma de un cuadrado con
lados de 90 pies (ver la figura). Si un jugador corre de segunda
a tercera a 25 pies por segundo y se encuentra a 20 pies de la
tercera base, ;a qué ritmo estd cambiando su distancia s respecto
a home?

Segunda base
o

Primera
base
[

N

90 pies

v}
Home

Figura para 33

Deportes En el campo de beisbol del ejercicio anterior, supo-
ner que el jugador corre desde primera hasta segunda base a 25
pies por segundo. Calcular la razén de cambio de su distancia
con respecto a home cuando se encuentra a 20 pies de la segun-
da base.

Longitud de una sombra Un hombre de 6 pies de altura camina
a 5 pies por segundo alejandose de una luz que estd a 15 pies de
altura sobre el suelo (ver la figura). Cuando este hombre estd a
10 pies de la base de la luz:

a) (aqué velocidad se mueve el extremo de su sombra?
b) (aqué razén estd cambiando la longitud de su sombra?

Longitud de una sombra Repetir el ejercicio anterior, supo-
niendo ahora que el hombre camina hacia la luz y que ésta se
encuentra situada a 20 pies de altura (ver la figura).

—

—

i
L2
©,
Im
Vi
X
(x,0) \
Figura para 34 Figura para 35
35. Diseiio de mdquinas Los extremos de una varilla mévil de

36.

1 m de longitud tienen coordenadas (x, 0) y (0, y) (ver la figura).
La posicién del extremo que se apoya en el eje x es

1 Tt
x(t) = 5 sene

donde ¢ se mide en segundos.

a) Calcular la duracién de un ciclo completo de la varilla.

b) (Cudl es el punto mds bajo que alcanza el extremo de la
varilla que estd en el eje y?

¢) Encontrar la velocidad del extremo que se mueve por el eje
y cuando el otro estd en (3, 0).

Diseiio de mdquinas Repetir el ejercicio anterior para una
funcién de posicion x(f) = £ sen 7rz. Utilizar el punto (5, 0) para
el apartado c).

37.

Evaporacion Al caer, una gota esférica alcanza una capa de
aire seco y comienza a evaporarse a un ritmo proporcional a su
drea superficial (S = 4m%). Demostrar que el radio de la gota
decrece a ritmo constante.

Para discusion

38.

Utilizando la grafica de f, @) determinar si dy/dr es positiva
o negativa dado que dx/dr es negativa y b) determinar si
dx/dr es positiva o negativa dado que dy/dt es positiva.

i)y i) y

4 67

5
kk 4A
2 39

39.

40.

41.

Electricidad La resistencia eléctrica combinada R de R, y R,,

conectadas en paralelo, es dada por
1 1 1
+ R

R™R R

donde R, R, y R, se miden en ohmios. R, y R, estdn creciendo a
razén de 1 y 1.5 ohmios por segundo, respectivamente. ;A qué
ritmo estd cambiando R cuando R, = 50y R, = 75 ohmios?

Expansion adiabdtica Cuando cierto gas poliatémico sufre
una expansion adiabdtica, su presion p y su volumen V satisfacen
la ecuacién pV'* = k, donde k es una constante. Encontrar la
relacion que existe entre las razones dp/dry dV/dt.

Disefio de autopistas En cierta autopista, la trayectoria de
los automdviles es un arco circular de radio r. Con el fin de no
depender totalmente de la fricciéon para compensar la fuerza
centrifuga, se construye un peralte con un dngulo de inclinacién
0 sobre la horizontal (ver la figura). Este dngulo satisface la ecua-
cién rg tan § = 12, donde v es la velocidad de los automéviles y
g = 32 pies por segundo al cuadrado es la aceleracién de la
gravedad. Encontrar la relacién que existe entre las razones de
cambio relacionadas dv/dt y d6/dt.

42,

Angulo de elevacion  Un globo asciende a 4 metros por segundo
desde un punto del suelo a 50 m de un observador. Calcular la
razén de cambio del dngulo de elevacién del globo cuando estd
a 50 metros de altura.



43. Angulo de elevacion El pescador de la figura recoge sedal
para capturar su pieza a razén de 1 pie por segundo, desde un
punto que estd a 10 pies por encima del agua (ver la figura). ;A
qué ritmo cambia el dngulo 6 entre el sedal y el agua cuando
quedan por recoger 25 pies de sedal?

Figura para 43

Figura para 44

44. Angulo de elevacion Un avién vuela a 5 millas de altitud y
a una velocidad de 600 millas por hora, hacia un punto situado
exactamente en la vertical de un observador (ver la figura). ;A
qué ritmo esta cambiando el dngulo de elevacién 6 cuando el
dnguloesa) 6 =30%b) 6 =60°yc) 8 =757

45. Velocidad lineal y velocidad angular La patrulla de la figura
estd estacionada a 50 pies de un largo almacén. La luz de su
torreta gira a 30 revoluciones por minuto. ;A qué velocidad se
estd moviendo la luz a lo largo del muro cuando el haz forma
angulos de a) 6 = 30°,b) 0 = 60°y ¢) 6 = 70°?

Figura para 45

Figura para 46

46. Velocidad lineal y velocidad angular Una rueda de 30 cm de
radio gira a razén de 10 vueltas por segundo. Se pinta un punto
P en su borde (ver la figura).

a) Encontrar dx/dt como funcién de 6.
Fh b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcién del apartado a).
¢) (Cudndo es mayor el valor absoluto del ritmo de cambio
de x?, ;y el menor?
d) Calcular dx/dt cuando 6 = 30°y 6 = 60°.

47. Control de vuelo Un avién vuela en condiciones de aire en
calma a una velocidad de 275 millas por hora. Si asciende con
un dangulo de 18°, calcular el ritmo al que estd ganando altura.

48. Cdmarade vigilancia Unacamara de vigilancia estd a 50 pies
de altura sobre un vestibulo de 100 pies de largo (ver la figura).
Es mds fécil disefiar la cdmara con una velocidad de rotacién
constante, pero en tal caso toma las imdgenes del vestibulo a
velocidad variable. En consecuencia, es deseable disefiar un
sistema con velocidad angular variable de modo tal que la velo-
cidad de la toma a lo largo del vestibulo sea constante. Encontrar
un modelo para la velocidad variable de rotacién adecuado si
‘dx/ dt‘ = 2 pies por segundo.
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y
}0.50)

o By IR T

100 pies
Figura para 48

49. Parapensar Describir larelacion que existe entre la razén de
cambio de y y el de x en los casos siguientes. Suponer que todas
las variables y derivadas son positivas.

dy _ s dy

0 dr T dr dr

dx
b =x(L—-x)—/, 0<x<L
) AL =2 x
Aceleracion En los ejercicios 50 y 51, calcular la aceleracion del
objeto especificado. (Sugerencia: Recordar que si una variable

cambia a velocidad constante, su aceleracion es nula.)

50. Calcular la aceleracion del extremo superior de la escalera del
ejercicio 25 cuando su base estd a 7 pies de la pared.

51. Calcular la aceleracion del velero del ejercicio 28a cuando faltan
por recoger 13 pies de cuerda.

52. Modelo matemdtico La siguiente tabla muestra el nimero de
mujeres solteras s (nunca casadas) y casadas m (en millones)
en el mundo laboral estadounidense desde 1997 hasta 2005.
(Fuente: U.S. Bureau of Labor Statistics)

Afio | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005

s 165171 | 17.6 | 17.8 | 18.0 | 18.2 | 184 | 18.6 | 19.2

m 33.8 1339 344|351 352355360 358|359

Hﬂl a) Utilizar las funciones de regresion de su herramienta
de graficaciéon para encontrar un modelo de la forma
m(s) = as® + bs* + cs + d para esos datos, donde 7 es el
tiempo en afios, siendo t = 7 el afio 1997.
b) Encontrar dm/dr. Después utilizar ese modelo para estimar
dm/dt para t = 10, si se supone que el nimero de mujeres
solteras s que forman parte de la fuerza de trabajo va a
crecer a razén de 0.75 millones al afio.

53. Sombra en movimiento Se deja caer una pelota desde una
altura de 20 m, a una distancia de 12 m de una ldmpara (ver la
figura). La sombra de la pelota se mueve a lo largo del suelo.
(A qué ritmo se estd moviendo la sombra 1 segundo después
de soltar la pelota? (Enviado por Dennis Gittinger, St. Philips
College, San Antonio, TX)

> Sombra
N
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Inl Ejercicios de repaso

En los ejercicios 1 a 4, encontrar la derivada de la funcién usando
la propia definicion de derivada.

L fx)=x2—4x+5 2. flo)=JSx+1
37w = 4 =12

En los ejercicios 5 y 6, buscar los valores de x en los que f es
derivable.

3x
5. = (x — 35 6.. f(x) =
fl) = (x = 3) ="
y y
5+ 38,,
4t e
3+ l
|4+
2+ ‘
T 2T
-1l 23 40 It N A

7. Construir la grifica de f(x) = 4 — |x — 2|.

a) (fescontinuaenx = 2?
b) (f es derivable en x = 2? Explicar la respuesta.

. . @+ A+ 2, x< -2
8. Construir la grafica de f(x) = {1 -2 x> -2
a) (fescontinuaenx = —2?
b) (f es derivable en x = —27? Explicar la respuesta.

En los ejercicios 9 y 10, encontrar la pendiente de la recta tangente
a la grifica de la funcién en el punto dado.

_2,_x (_.5
. g0 =20 -2 (-1.2)
10. h(x) = = — 2x2, <*2, *%)

FL‘- En los ejercicios 11 y 12, a) encontrar la ecuacion de la recta

tangente a la grafica de f en el punto dado, b) utilizar una herra-
mienta de graficacion para representar la funcién y su tangente
en el punto y ¢) usar la funcién derivative de una herramienta de
graficacion para confirmar sus resultados.

11. fx)=x*—-1, (-1,-2) 12. f(x) = , (0,2)

x + 1
Enlos ejercicios 13 y 14, utilizar la forma alternativa de la derivada
para calcular la derivada en x = ¢ (si existe).

1

13. = x(x — =
o) =X = 1), =2 —

4. flx) =

En los ejercicios 15 a 30, usar las reglas de derivaciéon para encon-
trar la derivada de la funcion.

c=3

15. y=25
17, f() =

16. y = —30
18, o) =

19. h(r) = 13¢* 20. f(r) = -8
21, f(x) = x3 — 11x2 22, g(s) = 4s* — 552
23, hx) = 6Vx +3¥x 24, f(x) = x1/2 = x~12
2 10

2. == 26. g L

g() 32 6. h(x) (72)2
27. f(6) =40 — 5sen 28. gla) =4cosa+6
B () =3cos0- 5T 30 ga) = 29y

Redaccion En los ejercicios 31 y 32, en la figura se muestran las
graficas de una funcion y su derivada. Nombrar las graficas como
Sy [y escribir un pequeiio parrafo estableciendo los criterios
utilizados al hacer la seleccion.

31. y 32.

33. Cuerda vibrante Cuando se pulsa la cuerda de una guitarra,
ésta vibra con una frecuencia F = 200\/7, donde F se mide en
vibraciones por segundo y la tensién 7 se mide en libras.
Encontrar las razones de cambio en F cuando a) T = 4y
b)yT =09.

34. Movimiento vertical Se deja caer una pelota desde una altura
de 100 pies. Un segundo después, se deja caer otra pelota desde
una altura de 75 pies. ;Cual de ellas llega primero al suelo?

35. Movimiento vertical Para estimar la altura de un edificio, se
deja caer una piedra desde su parte superior a una piscina que
se encuentra a nivel del suelo. ;Qué altura tiene el edificio si el
impacto en el agua ocurre 9.2 segundos después de lanzada la
piedra?

36. Movimiento vertical Se deja caer una bomba desde un aero-
plano que vuela a una altura de 14 400 pies. ;Cudnto tiempo
tardard la bomba en llegar al suelo? (Debido al movimiento del
avion, la caida no serd vertical, pero el tiempo serd el mismo.)
Si el avién viaja a 600 millas por hora, ;cudnto se moverd la
bomba de manera horizontal después de soltarla?

37. Movimiento de un proyectil Se lanza una pelota que sigue la
trayectoria descrita por y = x — 0.02x7.

a) Construir la gréafica de la trayectoria.

b) Encontrar la distancia horizontal total de la pelota.

¢) (En qué valor de x alcanzard la pelota la altura maxima?
(Utilizar la simetria de la ruta.)

d) Encontrar la ecuacién que sirve para calcular el ritmo de
cambio instantdneo para la altura de la pelota con respecto
al cambio horizontal. Evaluar la ecuacién en x = 0, 10, 25,
30y 50.

e) (Cudleslarazon de cambio instantdnea de la altura cuando
la pelota alcanza su altura maxima?



38.

B o

39.

£ 0.

Movimiento de un proyectil La trayectoria de un proyectil
lanzado con un dngulo de 45° con respecto al piso es

— 32 0,
y=x V02 (X )
donde la velocidad inicial es v, pies por segundo.

a) Encontrar la coordenada x del punto donde el proyectil
golpea al suelo. Utilizar la simetria de la trayectoria del
proyectil para localizar la coordenada x del punto en el que
alcanza su altura méxima.

b) (Cudleslarazén de cambio instantdneo de la altura cuando
el proyectil se encuentra a su altura maxima?

¢) Demostrar que duplicar la velocidad inicial del proyectil

multiplicarfa por 4 la altura mdxima y el alcance.

Calcular la altura médxima y el alcance de un proyectil

lanzado con una velocidad inicial de 70 pies por segundo.

Utilizar una herramienta de graficacién para representar la

trayectoria del proyectil.

Movimiento horizontal La funcién de posicién de una par-
ticula que se mueve a lo largo del eje x es:

x(t) = — 3t + 2 para —00 <t < 00,

a) Calcular la velocidad de la particula.

b) Encontrar el o los intervalos ¢ abiertos en los que la par-
ticula se mueve hacia la izquierda.

¢) Determinar la posicién de la particula cuando la velocidad
es 0.

d) Encontrar la velocidad de la particula cuando la posicién
es 0.

Modelado matemdtico En la siguiente tabla se muestra la
velocidad de un automdvil en millas por hora y la distancia de
frenado en pies:

Velocidad, x 20 | 30 | 40 | 50 | 60

Distancia de frenado,y | 25 | 55 | 105 | 188 | 300

a) Utilizar las funciones de regresion de la herramienta de grafi-
cacién para encontrar un modelo cuadratico para los datos.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
los datos y trazar el modelo.

¢) Utilizar una herramienta de graficacién para representar
dy/dx.

d) Utilizar el modelo para aproximar la distancia de frenado
para una velocidad de 65 millas por hora.

e) Utilizar la grafica de los apartados b) y c) para explicar el
cambio en la distancia de frenado a medida que aumenta
la velocidad.

En los ejercicios 41 a 54, encontrar la derivada de la funcién.

41.
42,
43.

45.

47.

49.

fx) = (522 + 8)(x2 — 4x — 6)
glx) = (& + Tx)(x + 3)

h(x) = Vxsenx 44. f(1) =21cost
e T L R
0= 5= 8.0 =5
y= x4 50. y— ser}t X
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51. y =3xsecx 52. y=2x—x’tanx

53. y = xcosx — senx 54. g(x) = 3xsenx + x> cosx

En los ejercicios 55 a 58, encontrar la ecuacion de la recta tangente
a la grafica de f en el punto dado.

2 — 1 x + 1 1
5. f0=""7— (L) %6 f()=""" (5, _3>
57. f(x) = —xtanx, (0,0) 58. f(x) = %’ <7§T, 1)

59. Aceleracion Lavelocidad de un objetoes v(f) =36 — £,0 =t
= 6, en metros por segundo. Calcular la velocidad y aceleracién
del objeto cuando ¢ = 4.

60. Aceleracion La velocidad inicial de un automévil que parte
del reposo es
90t
0= 4 10

donde v se mide en pies por segundo. Calcular la velocidad y
aceleracion del vehiculo una vez transcurridos los siguientes
tiempos:

a) 1 segundo b) 5 segundos ¢) 10 segundos
En los ejercicios 61 a 66, calcular la segunda derivada de la
funcién.

6l. (1) =—84—5r+12 62 h(x) =21x"3 + 3x

63. f(x) = 15x%2 64. f(x) =20%x
65. f(0) =3tan 6 66. (1) =10cost — 15sent

En los ejercicios 67 y 68, demostrar que la funcion que satisface
la ecuacién.

Funcion Ecuacion
67. y=2senx + 3cosx y'+y=0
10 —
68. y=& xy’ +y = senx
X

En los ejercicios 69 a 80, encontrar la derivada de la funcion.

5\? 1\s
69. . 70. _ < > ,)
h(x) <x2 i 3> fl) =(x2+ ;
Lo f(s) = (s = 1D)¥(s® + 5) T2 h(6) = (1 _0 0
73. y=5cos(9x + 1) 74. y=1—cos2x+ 2cos’x
75. y:ifm 76. y:m,sec%
2 4 7 5
71. y= %senyzx - %sen”zx 78. flx) = 773/:_ ;
79, y = sen mx 30. _cosx — 1)
x+2 x—1

En los ejercicios 81 a 84, encontrar la derivada de la funcion en
el punto dado.

8. f(x)=V1—-2, (-2.3)
82. f=¥x2—-1, (3.2
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1 1
83. y= chc2x, (4,2)

84. y = csc3x + cot 3x, (%T, 1)

@D En los ejercicios 85 a 88, utilizar un sistema algebraico compu-

tarizado para encontrar la derivada de la funcién. Utilizar una he-
rramienta de graficacion para representar la funcion y su derivada
en el mismo plano cartesiano. Describir el comportamiento de la
funcion que corresponda a todo cero de la grafica de la derivada.

8. 4= o 86. (1) = [(x = 2)(x + P

87. f=Vr+1¥+1 88 y= 3x(x+2)3

@D Enlos ejercicios 89 a 92, a) utilizar un sistema algebraico compu-

tarizado para encontrar la derivada de la funcién en el punto
dado, b) encontrar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de
la funcién en el punto y ¢) representar graficamente la funcién y
su recta tangente en el mismo plano cartesiano.

89. flo) =r(—1p, (2.4

90. g(x) = xJ/a%2+ 1, (3, 3\/5)
91. f(x) = tan m, (—2, tan \/§)
92. fx)=2 csc3(\/;c), (1,2 csc? 1)

En los ejercicios 93 a 96, encontrar la segunda derivada de la
funcion.

1
93. y = 7x%+ cos2x 94. y=Ftanx

95. f(x) = cotx 96. y = sen’x

En los ejercicios 97 a 100, utilizar un sistema algebraico compu-
tarizado para encontrar la segunda derivada de la funcién.

47 6x — 5
97. (1) = (1_’t)2 98. g(x)=x)2€+ :

99. 2(0) = tan30 —sen( — 1) 100. h(x) = 5x/x>— 16

101. Refrigeracion Latemperatura T en grados Fahrenheit de los
alimentos colocados en un congelador es

700
T=ya+ 10

donde ¢ es el tiempo en horas. Calcular la razén de cambio de
T con respecto a t en cada uno de los siguientes tiempos:

a) t=1 by t=3 c) t=5 dy t=10

102. Flujo de fluidos La velocidad de salida v de un liquido que
fluye por el orificio que se encuentra en la parte inferior de
un tanque estd dada por v = @ , donde g es la aceleracion
de la gravedad (32 pies por segundo al cuadrado) y % es la
profundidad del liquido dentro del tanque. Encontrar el ritmo
de cambio de v con respecto a h cuando a) h = 9y b) h =
4. (Observar que g = +32 pies por segundo al cuadrado. El
signo g depende de como se modele el problema. En este
caso, considerar una g negativa produciria un valor imaginario
parav.)

En los ejercicios 103 a 108, utilizar la derivacion implicita para
encontrar dy/dx.

103. x2+ 3xy +y3 =10 104, y2=(x—y)x2+y)

105. J/xy =x— 4y 106.  y/x —xJy =25
107. xseny = ycosx 108. cos(x +y) ==x

H: En los ejercicios 109 y 110, encontrar las ecuaciones de las rectas

tangente y normal a la grifica de la ecuacion en el punto dado.
Utilizar una herramienta de graficacion para representar la ecua-
cion, la recta tangente y la normal.

109. x2+y2=10, (3,1) 110. x2—y2=20, (6,4)

111.  Un punto se mueve sobre la curva y =+/x de manera tal que el
valor en y aumenta con un ritmo de dos unidades por segundo.
(A qué ritmo cambia x en cada uno de los siguientes valores?

by x=1 c) x=4
112. Superficie Las aristas de un cubo se expanden a un ritmo de

8 centimetros por segundo. ;A qué ritmo cambia el drea de su
superficie cuando sus aristas tienen 6.5 centimetros?

a) x=3

113. Profundidad La seccion transversal de un canal de 5 metros
es un trapezoide isdsceles con base menor de dos metros, base
mayor de tres metros y una altura de dos metros. El agua corre
por el canal a un ritmo de un metro ctbico por minuto. ;Con
qué rapidez aumenta el nivel del agua cuando ésta tiene un
metro de profundidad?

114. Velocidad lineal y angular Un faro giratorio se localiza a 1
kilémetro en linea recta de una playa (ver la figura). Si el faro
giraaunritmo de tres revoluciones por minuto, ; a qué velocidad
parece moverse el haz de luz (en kilémetros por hora) para un
espectador que se encuentra a medio kilémetro sobre la playa?

O

|<—%k1n—><

No estd dibujado a escala

115. Sombra en movimiento Se dejacaer un costal de arena desde
un globo aerostdtico que se encuentra a 60 metros de altura; en
ese momento el angulo de elevacion del Sol es de 30 grados (ver
la figura). Encontrar el ritmo al que se mueve la sombra sobre el
pisocuando el costal estd auna alturade 35 metros. [Sugerencia:
La posicién del costal estd dada por s(f) = 60 — 4.9¢%.]

Rayos
solares

Posicion: |
s(5)=60—4.9:% ! T

1
. A 60m
P o
1

.-\30° !

Trayectoria de la sombra



Iml Solucidn de problemas

A 1

Tomando en cuenta la gréfica de la pardbola y = x*:

a) Encontrar el radio rdel circulo mas grande posible centrado
sobre el eje x que es tangente a la pardbola en el origen, como
se muestra en la figura. Este circulo se denomina el circulo
de curvatura (ver la seccion 12.5). Encontrar la ecuacion
de este circulo. Utilizar una herramienta de graficacin para
representar el circulo y la pardbola en la misma ventana,
con el fin de verificar la respuesta.

b) Encontrar el centro (0, b) del circulo con radio 1 centrado
sobre el eje y que es tangente a la pardbola en dos puntos,
como se muestra en la figura. Encontrar la ecuacién de
este circulo. Utilizar una herramienta de graficacién para
representar el circulo y la pardbola en la misma ventana,
con el fin de verificar la respuesta.

-1 1

Figura para la Figura para 1
2. Representar las dos pardbolas y = x¥*yy = —x* + 2x — 5en
el mismo plano cartesiano. Encontrar las ecuaciones de las dos
rectas igualmente tangentes a ambas pardbolas.
3. a) Encontrar el polinomio P,(x) = a, + a,x cuyo valor y
pendiente concuerdan con el valor y la pendiente de f(x)
= cos x en el punto x = 0.
b) Encontrar el polinomio P,(x) = a, + a,x + a,x* cuyo valor
y primeras dos derivadas concuerdan con el valor y las dos
primeras derivadas de f(x) = cos x en el punto x = 0. Este
polinomio se denomina polinomio de Taylor de segundo
grado de f(x) = cosxenx = 0.
¢) Completar la siguiente tabla comparando los valores de
f(x) = cos xy P,(x). ;Qué es lo que se observa?
x —1.0 | —0.1 | —0.001 | 0 | 0.001 | 0.1 1.0
cos x
P z(x)
d) Encontrar el polinomio de Taylor de tercer grado de
f(x) =senxenx = 0.
4. a) Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la pardbola

y = x* en el punto (2, 4).

b) Encontrar la ecuacién de larectanormal a y = x* en el punto
(2, 4). (La recta normal es perpendicular a la tangente.)
(Dénde corta esta recta a la pardbola por segunda vez?

¢) Encontrar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a
y = x* en el punto (0, 0).

e s,
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d) Demostrar que para todo punto (a, b) # (0, 0) sobre la
pardbola y = x la recta normal corta a la grafica una
segunda vez.

Encontrar un polinomio de tercer grado p(x) tangente a la
recta y = 14x — 13 en el punto (1, 1), y tangente a la recta
y = —2x — 5enel punto (—1, —3).

Encontrar la funcién de la forma f(x) = a + b cos cx tangente
alarectay = 1 en el punto (0, 1) y tangente a la recta

+
NSRS
13

y=x

en el punto <E, é)
4’2

La gréfica de la curva ocho, en forma de pera,
x*=a?(x2 — y?),a # 0,

es la siguiente

a) Explicar cémo podria utilizarse una herramienta de grafi-
cacion para representar esta curva.

b) Utilizar una herramienta de graficacién para representar
la curva para diversos valores de la constante a. Describir
c6mo influye en la forma de la curva.

¢) Determinar los puntos de la curva donde la recta tangente
es horizontal.

La grifica de la curva cudrtica, en forma de pera,

¥y =xa—x), a,b>0,
es la siguiente

y

a) Explicar como podria utilizar una herramienta de grafica-
cion para representar esta curva.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
curva para diversos valores de las constantes a 'y b. Describir
c6émo influyen en la forma de la curva.

¢) Determinar los puntos de la curva donde la recta tangente
es horizontal.
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10.

11.

12.

EE 1.

CAPITULO 2 Derivacién

Un hombre que mide seis pies de estatura camina a un ritmo de
5 pies por segundo hacia una farola del alumbrado publico que
tiene 30 pies de altura (ver la figura). Su hijo, que mide 3 pies,
le sigue a la misma velocidad pero 10 pies detrds de €l. Por
momentos, la sombra que queda detrds del nifio es la producida
por el hombre, y en otros, es la del nifio.

a) Suponiendo que el hombre estd a 90 pies de la farola,
demostrar que su sombra se proyecta tras del nifio.

b) Suponiendo que el hombre estd a 60 pies de la farola,
demostrar que la sombra del nifio se extiende mas alld de
la del hombre.

¢) Determinar la distancia d desde el hombre hasta la farola
en la que los bordes de ambas sombras estdn exactamente
a la misma distancia de la farola.

d) Determinar a qué velocidad se mueve el borde de la sombra
en funcién de x, la distancia entre el hombre y la farola.
Analizar la continuidad de esta funcién de velocidad de la
sombra.

30
pies

a
. N
6 pies| ¢

N
N
N
3 pies i \
No estd dibujado =10 pies—>

a escala

Figura para 9

Figura para 10

3 3 37
Una particula se mueve sobre la graficade y = 4/ x (verla figura).
Cuando x = 8, la componente y de su posicién aumenta con un
ritmo de un centimetro por segundo.

a) (A qué velocidad se modifica la componente x en este
momento?

b) (A qué velocidad se modifica la distancia desde el origen
en este momento?

¢) (A qué velocidad cambia el dngulo de inclinacién 6 en este
momento?

Sea L una funcidn derivable para todo x. Demostrar que si L(a
+ b) = L(a) + L(b) paratodo a y b, entonces L'(x) = L'(0) para
todo x. (A qué se parece la grafica de L?

Sea E una funcién que satisface E(0) = E'(0) = 1. Demostrar que
si E(a + b) = E(a)E(b) paratodo ay b, entonces E es derivable
y E’(x) = E(x) para todo x. Encontrar un ejemplo de una funcién
que satisfaga E(a + b) = E(a)E(b).

El limite fundamental lim o> = | supone que x se mide en

radianes. ;Qué sucedexziox sxe midié en grados en vez de ra-

dianes?

a) Configurar una herramienta de graficacién en modo degree
y completar la tabla.

z (en grados) | 0.1 | 0.01 | 0.0001

senz
4

14.

15.

b) Utilizar la tabla para estimar

senz

Iim
z—0 Z
para z en grados. ;Cudl es el valor exacto de este limite?
(Sugerencia: 180° = 1 radianes).

¢) Utilizar la definicién por limite de la derivada para en-
contrar

d

e sen z
para z en grados.

d) Definir las nuevas funciones S(z) = sen(cz) y C(z) =
cos(cz), donde ¢ = 7/180°. Encontrar S(90) y C(180).
Utilizar la regla de la cadena para calcular

d
;ZS (2).

e) Explicar por qué el cdlculo es mas sencillo utilizando
radianes en lugar de grados.

Un astronauta que estd en la Luna lanza una roca. El peso de
dicha roca es

27 ,
= -2 427 +
s 10[ 7t + 6

donde s se mide en pies y  en segundos.

a) Encontrar expresiones para la velocidad y aceleracion de
la roca.

b) Encontrar el tiempo en que la roca estd en su punto mas
alto calculando el tiempo en el que la velocidad es igual a
0. (Cuadl es la altura de la roca en este momento?

¢) (Como se compara la aceleracion de la roca con la acele-
racion de la gravedad de la Tierra?

Si a es la aceleracion de objeto, la variacion de la aceleracion
Jj se define como j = a' (7).

a) Utilizar esta definicién para elaborar una interpretacion
fisica de j.

b) Encontrarj para el vehiculo que se menciona en el ejercicio
119 de la seccién 2.3 e interpretar el resultado.

¢) Enlafigura se muestra la grafica de las funciones de posi-
cion, velocidad, aceleracion y variacion de la aceleracion
de un vehiculo. Identificar cada gréfica y explicar el razo-
namiento.




|ﬂ Aplicaciones
e la derivada

En este capitulo se discutirdn diferentes
aplicaciones de la derivada de una fun-
cién. Estas aplicaciones se dividen en tres
categorias bésicas: trazado de curvas, op-
timizacion y técnicas de aproximacion.

En este capitulo, se aprendera:

B Cémo utilizar la derivada para loca-
lizar los valores maximos y mini-
mos de una funcién en un intervalo
cerrado. (3.1)

B Cémo un gran niimero de resultados
en este capitulo dependen de dos
importantes teoremas: el Teorema de
Rolle y el Teorema del valor medio.
(3.2)

B Coémo utilizar la primera derivada
para determinar si una funcion es
creciente o decreciente. (3.3)

B Como emplear la segunda derivada
para determinar si la grafica de una
funcién es concava hacia arriba o
céncava hacia abajo. (3.4)

B Coémo determinar las asintotas hori-
zontales de la grafica de una funcion.
(3.5)

B Como graficar una funcién con las
técnicas del capitulo P-3. (3.6)

© E.J. Baumeister Jr./Alamy

Una nave pequeiia inicia su descenso desde una altitud de 1 milla, 4 millas
al oeste de la pista de aterrizaje. Dada una funcién que modela la trayectoria

B Cémo resolver problemas de optimi- L S U . N .
zacion. (3.7) en la que planea el avion, ;cuando desciende el avion con la mayor razén de
B .. .
B Cémo utilizar técnicas de aproxima- cambio? (Ver la seccion 3.4, ejercicio 75.)
cién para resolver problemas. (3.8 y
3.9)
| 1 . |

1 1
1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

P ® > — & & > T T
1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

En el capitulo 3 se usara el calculo para analizar graficas de funciones. Por ejemplo, se puede usar la derivada de una
funcién para determinar sus valores maximos y minimos. Se usaran limites para identificar las asintotas de la grafica
de una funcién. En la seccién 3.6 se combinaran estas técnicas para trazar la grafica de una funcién.

163
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en un intervalo

Im Extremos

5 (2’ 5) _Miximo
4+ f) =x2+1
3 -+
\2:
(0, 1) ———Minimo
[ I I
-1 1 2 3

a) fescontinua [ 1, 2] es cerrado

_Noesun
maximo
f)=x2+1
(0, ) ———Minimo
A
-1 1 2 3

2
_Jx+1, x#0
g(x)_{z, x=0

< Noesun
minimo

e

} 1 f x
1 2 3

® Entender la definicion de extremos de una funcion en un intervalo.
® Entender la definicion de extremos relativos de una funcién en un intervalo abierto.
® Encontrar los extremos en un intervalo cerrado.

Extremos de una funcion

En el cédlculo, se dedica mucho esfuerzo para determinar el comportamiento de una funcién
f sobre un intervalo /. ; f tiene un valor mdximo en /? ; Tiene un valor minimo? ;D6nde es
creciente la funcién? ;Dénde es decreciente? En este capitulo se verd cémo las derivadas
se utilizan para responder estas preguntas. También por qué los planteamientos anteriores
son importantes en las aplicaciones de la vida real.

DEFINICION DE EXTREMOS

Sea f definida sobre un intervalo I que contiene a c.

1. f(c) es el minimo de f en I si f(c) < f(x) para toda x en 1.
2. f(c)es el maximo de fenIsi f(c)>= f(x) paratodaxen /.

Los minimos y maximos de una funcién en un intervalo son los valores extremos, o
simplemente extremos, de la funcién en el intervalo. El minimo y el maximo de una
funcién en un intervalo también reciben el nombre de minimo absoluto y maximo
absoluto en el intervalo.

Una funcién no siempre tiene un minimo o un mdximo en un intervalo. Por ejemplo,
en la figura 3.1a y b, es posible ver que la funcién f(x) = x> + 1 tiene tanto un minimo
como un maximo en el intervalo cerrado [—1, 2], pero no tiene un maximo en el intervalo
abierto (—1, 2). Ademds, en la figura 3.1c se observa que la continuidad (o la falta de la
misma) puede afectar a la existencia de un extremo en un intervalo. Esto sugiere el siguiente
teorema. (Aunque el teorema de los valores extremos es intuitivamente plausible, la prueba
del mismo no se encuentra dentro del objetivo de este libro.)

TEOREMA 3.1 EL TEOREMA DEL VALOR EXTREMO

Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f tiene tanto un minimo como
un maximo en el intervalo.

EXPLORACION

Determinacion de los valores minimo y mdximo El teorema del valor extremo (al
igual que el teorema del valor intermedio) es un teorema de existencia porque indica la
existencia de valores minimo y maximo, pero no muestra como determinarlos. Emplear la

) gnoes continua [-1, 2] es cerrado.

Los extremos pueden encontrarse en puntos
interiores o en puntos terminales de un

funcidén para valores extremos de una herramienta de graficacion con el fin de encontrar
los valores minimo y maximo de cada una de las siguientes funciones. En cada caso, ;los
valores de x son exactos o aproximados? Explicar.

intervalo. Los extremos que se presentan en

puntos terminales se denominan extremos

o terminales
Figura 3.1

a) flx) = x> — 4x + 5 en el intervalo cerrado [—1, 3]

b) flx) = x* — 2x> — 3x — 2 en el intervalo cerrado [—1, 3]



Cresta ¥ fx) =x3 = 3x2
0,00

]

—_—

T

-1 1 2

ftiene un maximo relativo en (0, 0) y un

minimo relativo en (2, — 4)
Figura 3.2

Valle

/2.4

y 2 _
Y Miximo  f) =2 . )
relativo 3
2 -4
(3.2)
} } } X
2 4 6
_2 -+
,4 -4
a) f'3)=0

y

f) =|x| 3

/ relativo
1 Il
T T

} T x
2 -1 N1 2
-1+ (0,0

b) f'(0) no existe

y

J(x) =sen x
2 .
(E’ ]) Maximo
14 2 relativo

} }
T 3
2

_l -+

o relativo

YERYCR

Figura 3.3
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Extremos relativos y puntos o nimeros criticos

En la figura 3.2, la gréfica de f(x) = x* — 3x? tiene un maximo relativo en el punto (0, 0) y
un minimo relativo en el punto (2, —4). De manera informal, para una funcién continua, es
posible que se piense que un maximo relativo ocurre en una “cima” de la grafica. Y que un
minimo relativo se presenta en un “valle” en la grafica. Tales cimas y valles pueden ocurrir
de dos maneras. Si la cima (o valle) es suave y redondeada, la grafica tiene una tangente
horizontal en el punto alto (o punto bajo). Si la cima (o valle) es angosta y picuda, la grafica
representa una funcién que no es derivable en el punto alto (o punto bajo).

DEFINICION DE EXTREMOS RELATIVOS

1. Sihay unintervalo abierto que contiene a ¢ en el cual f(c) es un mdximo, entonces
f(c) recibe el nombre de maximo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene
un maximo relativo en (c, f(c)).

2. Sihay unintervalo abierto que contiene a ¢ en el cual f(c) es un minimo, entonces
f(c) recibe el nombre de minimo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene
un minimo relativo en (c, f(c)).

El plural de maximo relativo es maximos relativos, y el plural de minimo relativo
es minimos relativos. Un médximo relativo y un minimo relativo algunas veces son
llamados maximo local y minimo local, respectivamente.

El ejemplo 1 examina las derivadas de una funcién en extremos relativos dados. (Se
habla bastante acerca de la determinacion de los extremos relativos de una funcion en la
seccion 3.3.)

EJEMPLO | El valor de la derivada en los extremos relativos

Encontrar el valor de la derivada en cada uno de los extremos relativos que se ilustran en
la figura 3.3.

Solucion
9(x? — 3)

3

a) Laderivadade f(x) = es

X

_ x3(18x) — (9)(x2 — 3)(3x?)

f’(x) (x3)2 Derivar utilizando la regla del cociente.

_ 909 = x?)

" Simplificar.

X
En el punto (3, 2), el valor de la derivada es f'(3) = 0 (ver la figura 3.3a).

b) Enx = 0,laderivadade f(x) = |x| no existe debido a que difieren los siguientes limites
unilaterales (ver la figura 3.3b).

lim f&) = 1(0) = lim |i| =—1 Limite desde la izquierda.
x—0~ x—0 x—0" X

lim f( ) —f(O) = lim |x| =1 Limite desde la derecha.
x—=0* x—0 x—=0" X

¢) Laderivada de f(x) = sen x es
f(x) = cos x.
En el punto (77/2, 1), el valor de la derivada es f'(7/2,) = cos (7/2) = 0. En el pun-
to (37/2, —1), el valor de la derivada es f'(37/2) = cos (37/2) = 0 (ver la figura
3.3¢).
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Mary Evans Picture Library

Pierre DE FErvaT (1601-1665)

Para Fermat, que estudio abogacia, las
matematicas eran mas una aficion que una
profesion. Sin embargo, Fermat realizo
muchas contribuciones a la geometria
analitica, la teoria de numeros, el calculo
y la probabilidad. En cartas a sus amigos,
escribio muchas de las ideas fundamentales
del calculo, bastante antes de Newton o
Leibniz. Por ejemplo, el teorema 3.2
algunas veces se atribuye a Fermat.

Notese que en el ejemplo 1 en los extremos relativos la derivada es cero o no existe. Los
valores de x en estos puntos especiales reciben el nombre de puntos criticos. La figura 3.4
ilustra los dos tipos de niimeros criticos. Obsérvese en la definicién que el nimero critico ¢
debe estar en el dominio de f;, pero ¢ no tiene que estar en el dominio de /.

DEFINICION DE UN NUMERO O PUNTO CRITICO

Sea f definida en ¢. Si f'(c) = 0 o si f no es derivable en ¢, entonces ¢ es un punto
critico de f.

f’(¢) no existe

f =0

Tangente
horizontal

Y R

L

/ N /

¢ es un punto critico de f
Figura 3.4

TEOREMA 3.2 LOS EXTREMOS RELATIVOS OCURREN SOLO EN NUMEROS
0 PUNTOS CRITICOS

Si f tiene un minimo relativo o un maximo relativo en x = ¢, entonces ¢ es un punto
critico de f.

DEMOSTRACION

Caso 1: Si f no es derivable en x = ¢, entonces, por definicion, ¢ es un punto critico de
fy el teorema es vélido.

Caso 2: Si f es derivable en x = ¢, entonces f'(c) debe ser positiva, negativa o 0. Suponer
que f'(c) es positiva. Entonces

7o) = tim T =10

x—c X —C
lo cual implica que existe un intervalo (a, b) que contiene a ¢ de modo tal que

x) — flc
f( ) f_( ) > 0, para todox # c en (a, b) (Ver el ejercicio 82b, seccion 1.2.)
x—c
Como este cociente es positivo, los signos en el denominador y el numerador deben coin-
cidir. Lo anterior produce las siguientes desigualdades para los valores de x en el intervalo

(a, b).
Izquierdadec: . < - y f(x) < f(c) —> f(c) noesun minimo relativo
Derechadec: - . y f(x) > fl¢) = f(c) noesun maximo relativo
De tal modo, la suposicion de que f'(c) > 0 contradice la hipétesis de que f(c) es un extre-
mo relativo. Suponiendo que f'(¢) <0 produce una contradiccion similar, sélo queda una

posibilidad, a saber, f'(c) = 0. En consecuencia, por definicion, ¢ es un punto critico de f
y el teorema resulta valido. ——



16

12

8 +

(2, 16)
Miximo

a1,-1 ?
Minimo

fx) =3x% — 4x3

En el intervalo cerrado [— 1, 2], f tiene
un minimo en (1, —1) y un maximo en

(2, 16)
Figura 3.5
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Determinacion de extremos en un intervalo cerrado

El teorema 3.2 sefiala que los extremos relativos de una funcién sélo pueden ocurrir en los
puntos criticos de la funcién. Sabiendo lo anterior, se pueden utilizar las siguientes estrategias
para determinar los extremos en un intervalo cerrado.

Estrategias para la determinacion de extremos en un intervalo cerrado

Para determinar los extremos de una funcion continua f en un intervalo cerrado
[a, b], se siguen estos pasos.

1. Se encuentran los puntos criticos de f en (a, b).

2. Seevalua f en cada punto critico en (a, b).

3. Seevalia f en cada punto extremo de [a, b].

4. El mas pequefio de estos valores es el minimo. El mas grande es el maximo.

Los siguientes tres ejemplos muestran como aplicar estas estrategias. Asegurarse de ver
que la determinacidn de los puntos criticos de la funcién sé6lo es una parte del procedimien-
to. La evaluacién de la funcién en los puntos criticos y los puntos extremos o terminales
corresponden a la otra parte.

EJEMPLO 2 Determinacion de los extremos en un intervalo cerrado

Determinar los extremos de f(x) = 3x* — 4x> en el intervalo [—1, 2].

Solucién Se empieza derivando la funcién

f(x) = 3x* — 453 Escribir la funcién original.
f’(x) = 12x3 — 12x2 Derivar.

Para determinar los puntos criticos de f, se necesitan encontrar los valores de x para los
cuales f'(x) = 0y todos los valores de x para los cuales f’(x) no existe.

f’(x) = 12x3 — 12x2 = Igualar f”(x) a cero.
12x2(x — 1) =0 Factor.
X = O, 1 Numeros criticos.

Debido a que f' se define para todo x, es posible concluir que estos niimeros son los tnicos
puntos criticos de f. Al evaluar f en estos dos puntos criticos y en los puntos extremos de
[—1, 2], es posible determinar que el maximo es f(2) = 16 y el minimo corresponde a f(1)
= —1, como se muestra en la tabla. La grafica de f se muestra en la figura 3.5.

Punto terminal Punto Punto Punto terminal
izquierdo critico critico derecho
f(=1) =17 fO)=0 | f(1)= -1 f(2) =16
Minimo Maximo
I

En la figura 3.5 nétese que el punto critico x = 0 no produce un minimo relativo o un
maximo relativo. Esto indica que el reciproco del teorema 3.2 no es vélido. En otras palabras,
los niimeros criticos de una funcion no necesitan producir extremos relativos.
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y

Minimo
(-1,-5)

fx)=2x—3x*3

En el intervalo cerrado [— 1, 3], f tiene
un minimo en (— 1, — 5) y un maximo
en (0, 0)

Figura 3.6

( %, 3) Miximo

w

f(x) =2 sen x — cos 2x

[}

|
[SIE R
TS
_
[\*]
A
|
X
L
=

1
0,-1

-2 [E _3) (m _3)
. 6\2, . 6/ 2
Minimo

En el intervalo cerrado, [0, 2 7], f tiene dos
minimos en (77/6, — 3/2)y (1171/6,

— 3/2) y un maximo en (77/2, 3)

Figura 3.7

Aplicaciones de la derivada

EJEMPLO 3 Determinacion de los extremos en un intervalo cerrado

Encontrar los extremos de f(x) = 2x — 3x*° en el intervalo [—1, 3].

Solucion  Se empieza derivando la funcién.

flx) = 2x — 3x%/3

, 2 X3 —1
f(x):z—WZZ( /3 )

X

Escribir la funcién original.

Derivar.

A partir de esta derivada, es posible advertir que la funcién tiene dos puntos criticos en
el intervalo [—1, 3]. El ndmero 1 es critico porque f'(1) = 0, y el punto O es un punto
critico debido a que f'(0) no existe. Al evaluar f en estos dos niimeros y en los puntos
extremos del intervalo, se puede concluir que el minimo es f(—1) = —5 y el maximo,
f(0) = 0, como se indica en la tabla. La grafica de f se muestra en la figura 3.6.

Punto terminal Punto Punto Punto terminal
izquierdo critico critico derecho

f(=1) = =5 f0)=0 f)=-1 | f3)=6-339~-024
Minimo Maximo

EJEMPLO 4 Determinacion de los extremos en un intervalo cerrado

Encontrar los extremos de f(x) = 2 sen x — cos 2x en el intervalo [0, 277].

Solucién  Esta funcién es derivable para todo x real, por lo que es posible determinar todos
los puntos criticos derivandola e igualando f'(x) a cero, como se indica.

f(x) = 2senx — cos 2x
f/(x) =2cosx + 2sen2x =0
2cosx + 4cosxsenx =0
2(cos x)(1 + 2senx) =0

Escribir la funcién original.
Igualar f”(x) a cero.
sen 2x = 2 cos X sen x.

Factor.

En el intervalo [0, 2], el factor cos x es cero cuando x = 77/2 y cuando x = 377/2. El factor
(1 4+ 2 sen x) es cero cuando x = 77/6 y cuando x = 117/6. Al evaluar f en estos cuatro
nimeros criticos y en los puntos extremos del intervalo, se concluye que el mdximo es
f(mw/2) = 3 y que el minimo se presenta en dos puntos, f(77/6) = —3/2y f(117/6) =
—3/2, como se indica en la tabla. La grafica se muestra en la figura 3.7.

Punto terminal Punto Punto Punto Punto Punto terminal
izquierdo critico critico critico critico derecho
T T 3 37 117 3
£(0) = ~1 f<2>—3 f<6>——2 f<2>——1 f(6>——2 fem = -1
Maximo Minimo Minimo




Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, determinar el valor de la derivada (si ésta
existe) en cada extremo indicado.

2

X T
1. f(x) = 21a 2. f(x) = cos -
y y
2+ 2+

N ©, 1)

#4 X /\ | / x

200 1 2 / \3/3
-1+ —1—+

2,-D

,ZA» ,ZAV
4
3. gl =x+ 2 4 flx) = —-3x/x+1
y y
6 (_2 M)2*
54+ 3 3
Al 1
3+ H—H%
P C o) -2 (-1,0) 1 2
14+ T
> x i
1 23 456
5. flo)=(x+2)¥ 6. flx)=4— |x|
y y
6Ak
0,4
. 0,4)
X 2Ak
} } x
4y AN
_2A» _2 —_

En los ejercicios 7 a 10, aproximar los puntos criticos de la fun-
cion que se muestra en la grafica. Determinar si la funcién tiene
un maximo relativo, minimo relativo, maximo absoluto, minimo
absoluto o ninguno de éstos en cada nimero critico sobre el in-
tervalo indicado.

7. y 8. y

5+
4+
3+

2+ % % x

1
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9 y 10. y

s 8

4+ 6L

3+ i
2 —

Pl
i

% L ; t— >
-1 12 3 4 5 2, 02 4 88

En los ejercicios 11 a 16, determinar cualesquiera de los puntos
criticos de la funcién.
11, f(x) = 23 — 3x2 12. g(x) = x* — 442

1B, g)=1/d—1,1<3 14, flr) = -2

x>+ 1
15. h(x) = sen®x + cos x 16. f(6) = 2sec 0 + tan 6
0<x<2m 0<0<2m

En los ejercicios 17 a 36, ubicar los extremos absolutos de la fun-
cion en el intervalo cerrado.

17. f(x) =3 —x, [-1,2]

18. f(x) =

+
2x3 5! [0, 5]

19. g(x) = x> — 2x, [0, 4]
20. h(x) = —x*> + 3x — 5, [-2,1]
22, f(x) = x3 — 12x, [0, 4]

24. glx) = ¥x, [-1,1]

12 2x

21. f(x) = x3 — %xz, [-1.2]

23. y =3x¥3 —2x, [ 1, 1]

25. g(t) = 213 [—1,1] 26. f(x) = 2171 [—2,2]
1 t
27. h(s) = P [0, 1] 28. h(t) = PR [3,5]
29.y=3—|t—3,[-1,5]
1
30. g(x) i E—— PESIE [-3.3]

31 f(x) = [+, [-2,2]

1
33. f(x) = cos mx, [O, 6]
35. y =3 cosx, [0,27]

32. h(x) =2 -, [-2,2]

T
34. g(x) = secx, [ o 3]

X

36. y = tan <7; >, [0, 2]

En los ejercicios 37 a 40, localizar los extremos absolutos de la
funcion (si existen) sobre cada intervalo.

37. f(x) =2x — 3 38. f(x) =5 —x
a) [0,2] b) [0,2) a) [1,4] b) [1,4)
o) (0,2] d) (0,2) o) (1,4] d) (1,4)
39. f(x) = 22 — 2x 40. f(x) = /4 — 22
a) [-1,2] b) (1,3] a) [-2,2] b)) [-2,0)
o) (0,2) d) [1,4) o (-2,2) d 1,2
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HF En los ejercicios 41 a 46, dibujar la grafica de la funcién. Luego

localizar los extremos absolutos de la misma sobre el intervalo
indicado.

_ 2x+2, 0<x<1
A 0= 10 l<rey 03
2—-x% 1<x<3
42. = ’
U {2—3x, 3ercy 07
3 2
43. f(x):xfl’ (1, 4] 44. f(x):ﬁ, [0,2)

45, fx)=x*—-23+x+1, [-1,3]

46. f(x) = Jx + cosg, [0, 2]

@D Enlos ejercicios 47 y 48, a) usar un sistema de algebra por compu-

tadora para representar la funcién y aproximar cualesquiera
extremos absolutos sobre el intervalo dado. b) Utilizar una herra-
mienta de graficacion para determinar cualesquiera puntos criti-
cos y emplear éstos para encontrar todos los extremos absolutos
no ubicados en los puntos extremos o terminales. Comparar los
resultados con los del apartado a).

47.  f(x) = 3.2x° + 5x3 — 3.5x, [0,1]

88, flx) = %x\/i?a — [0.3]

@ En los ejercicios 49 y 50, utilizar un sistema de dlgebra por

computadora para encontrar el valor maximo de |f”(x)| en el in-
tervalo cerrado. (Este valor se usa en la estimacion del error para
la regla del trapecio, como se explica en la seccion 4.6.)

9. f)=JT+2 [0,2] S0 f(x):)ﬁ’ B 3]

@ En los ejercicios 51 y 52, utilizar un sistema de algebra por

computadora para determinar el valor maximo de |f“(x)| en
el intervalo cerrado. (Este valor se emplea en la estimacion del
error correspondiente a la regla de Simpson, como se explica en
la seccion 4.6.)

5L f(x) = e+ D3, [0,2] 520 flx) =

S L

53. Redaccion Escribir un parrafo breve explicando por qué una
funcién definida sobre un intervalo abierto puede no tener un
maximo o un minimo. Ilustrar la explicacién con un dibujo de
la gréfica de tal funcién.

Para discusion

54. Decidir si cada uno de los puntos etiquetados es un maxi-
mo o un minimo absoluto, un maximo o un minimo rela-
tivo o ninguno.

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 55 y 56, dibuje la grafica de una funciéon sobre
el intervalo [—2, 5] que tenga las siguientes caracteristicas.
55. Maximo absoluto en x = —2, minimo absoluto en x = 1,
maximo relativo en x = 3.
56. Minimo relativo en x = —1, nimero critico en x = 0, pero
ningtin extremo, maximo absoluto en x = 2, minimo absoluto
enx = 5.
En los ejercicios 57 a 60, determinar a partir de la grafica si f
tiene un minimo en el intervalo abierto (a, b).
57. a) b)
y y
X X
a b a b
58. a) b)
y y
f f
a b " a b
59. a) b)
y y
f f
*
)
X X
a b a b
60. a) b)
y y
/ : !
X X
a b a b




61.

62.

Potencia Laférmulaparalasalidade potencia P de unabateria
es P = VI — RI* donde Ves la fuerza electromotriz en volts. R es
laresistencia e [ es la corriente. Determinar la corriente (medida
en amperes) que corresponde a un valor maximo de P en una
bateria para la cual V = 12 volts y R = 0.5 ohms. Suponer que
un fusible de 15 amperes enlaza la salida en el intervalo 0 = /
= 15. (Podria aumentarse la salida de potencia sustituyendo el
fusible de 15 amperes por uno de 20 amperes? Explicar.

Aspersor giratorio para césped Un aspersor giratorio para
césped se construye de manera tal que d6/dt es constante, donde
0 varia entre 45° y 135° (ver la figura). La distancia que el agua
recorre horizontalmente es

v2sen26
=—— 45°<6<135°
32
donde v es la velocidad del agua. Determinar dx/dt y explicar
por qué este aspersor no rocia de manera uniforme. ;Qué parte
del césped recibe la mayor cantidad de agua?

6=105° 7 6=75°
7 N 4N
4 A} 4 AY
1 \ 1 AY
0 =135°¢ N v 9 =45°
- A P i
SV L7 ~
*\\I,'\ﬁe &

4

m” [“/ lmm

Aspersor de agua: 45° <6< 135°

PARA MAYOR INFORMACION  Para mayor informacién acerca
de “célculo de un aspersor de riego para césped” consultar el articulo
“Design of an Oscillating Sprinkler” de Bart Braden en Mathematics
Magazine.

63.

Panal El drea de la superficie de una celda de un panal es

S = s + (Y3 —cost
2 sen 0

donde % y s son constantes positivas y 6 es el dngulo al cual las
caras superiores alcanzan la altura de la celda (ver la figura).
Encontrar el dngulo 0 (7/6 = 6 = 7r/2) que minimiza el drea
superficial S.

PARA MAYOR INFORMACION  Para mayor informacion acerca de
la estructura geométrica de una celda de un panal, consultar el articulo
“The Design of Honeycombs” de Anthony L. Peressini en UMAP
Moédulo 502, publicado por COMAP, Inc., Suite 210, 57 Bedford
Street, Lexington, MA.

64.

¢Verdadero o falso?

SECCION 3.1 Extremos en un intervalo 171

Diseiio de una autopista Para construir una autopista, es
necesario rellenar una parte de un valle donde los declives
(pendientes) son de 9 y 6% (ver la figura). La parte superior de
la regién rellenada tendrd la forma de un arco parabdlico que es
tangente a las dos pendientes en los puntos A y B. La distancia
horizontal desde el punto A haste el eje y y desde el punto B
hasta el eje y es de 500 pies en ambos casos.

y
=—500 pies —==— 500 pies—
S~ -A y Autoplsta * “
“fcj]";~~-"-------\"elge()%
Dech x
No estd dibujado a escala

a) Determinar las coordenadas de A 'y B.

b) Determinar una funcién cuadrdtica y = ax*> + bx + ¢,
—500 = x = 500 que describa la parte superior de la regién
rellenada.

¢) Construir una tabla en la que se indiquen las profundidades
del relleno parax = —500, —400, —300, —200, —100, O,
100, 200, 300, 400 y 500.

d) (Cudl serd el punto mas bajo de la autopista terminada?
(Estard directamente sobre el punto donde se juntan los
dos declives?

En los ejercicios 65 a 68, determinar si el

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o dar
un ejemplo que demuestre la falsedad.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

El méximo de una funcidén que es continua en un intervalo
cerrado puede ocurrir en dos valores diferentes en el intervalo.

Si una funcién es continua en un intervalo cerrado, entonces
debe tener un minimo en el intervalo.

Si x = ¢ es un punto critico de la funcién f, entonces también
es un nimero critico de la funcién g(x) = f(x) + k, donde k es
una constante.

Si x = ¢ es un punto critico de la funcién f, entonces también
es un ndmero critico de la funcién g(x) = f(x — k), donde k es
una constante.

Sea la funcién f derivable en un intervalo / que contiene c. Si
f tiene un valor mdximo en x = ¢, demostrar que —f tiene un
valor minimo en x = c.

Considerar la funcién cubica f(x) = ax® + bx*> + cx + d, donde
a # 0. Demostrar que f puede tener uno, dos o ningin punto
critico y dar un ejemplo de cada caso.

Preparacion del examen Putnam

71.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

Determinar todos los ntimeros reales a > 0 para los que
existe una funcion f(x) continua y no negativa definida
sobre [0, a], con la propiedad de que la region definida por
R={(xy);0=x=a,0=y=f(x)} tiene perimetro k
y drea k* para algiin nimero real k.
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Aplicaciones de la derivada

Iml El teorema de Rolle y el teorema del valor medio

TEOREMA DE ROLLE

Michel Rolle, matematico frances, fue el
primero en publicar en 1691 el teorema
que lleva su nombre. Sin embargo, antes
de ese tiempo Rolle fue uno de los mas
severos criticos del calculo, sefialando que
éste proporcionaba resultados erroneos y
se basaba en razonamientos infundados.
Posteriormente Rolle se dio cuenta de la
utilidad del calculo.

Maximo
relativo

I
1
1
1
1

a

I I

I I

I I

I I

1 1
c b

a) fescontinuaen [, b] y derivable en

(a, b)

Miximo
relativo

I
1
1
1
1

a

b) fes continua en [a, b]

Figura 3.8

® Comprender el uso del teorema de Rolle.
® Comprender el uso del teorema del valor medio.

Teorema de Rolle

El teorema del valor extremo (seccién 3.1) establece que una funcion continua en un intervalo
cerrado [a, b] debe tener tanto un minimo como un maximo en el intervalo. Ambos valores,
sin embargo, pueden ocurrir en los puntos extremos. El teorema de Rolle, nombrado asi en
honor del matemaético francés Michel Rolle (1652-1719), proporciona las condiciones que
garantizan la existencia de un valor extremo en el interior de un intervalo cerrado.

EXPLORACION

Valores extremos en un intervalo cerrado Dibujar un plano de coordenadas rec-
tangular en un pedazo de papel. Marcar los puntos (1, 3) y (5, 3). Utilizando un 14piz
o una pluma, dibujar la grafica de una funcién derivable f que empieza en (1, 3) y
termina en (5, 3). ;Existe al menos un punto sobre la grafica para el cual la derivada
sea cero? ¢ Seria posible dibujar la grifica de manera que no hubiera un punto para el
cual la derivada es cero? Explicar el razonamiento.

TEOREMA 3.3 TEOREMA DE ROLLE

Sea f continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b).
Si

fa) = f(b)

entonces existe al menos un nimero c¢ en (a, b) tal que f’(¢) = 0.

DEMOSTRACION

Caso 1: Si f(x) = d paratodo x en [a, b], fes constante en el intervalo y, por el teorema 2.2,
f'(x) = 0 para todo x en (a, b).

Sea f(a) = d = f(b).

Caso 2: Suponer que f(x) > d para algin x en (a, b). Por el teorema del valor extremo, se
sabe que ftiene un maximo en algin punto c en el intervalo. Ademds, como f(c) > d, este
maximo no puede estar en los puntos terminales. De tal modo, f tiene un maximo en el
intervalo abierto (a, b). Esto implica que f(c) es un maximo relativo y por el teorema 3.2,
¢ es un numero critico de f. Por tltimo, como f es derivable en c, es posible concluir que

f'(c)=0.

Caso 3: Si f(x) < d para algtin x en (a, b), se puede utilizar un argumento similar al del caso

2, pero implicando el minimo en vez del médximo. ——

De acuerdo con el teorema de Rolle, puede verse que si una funcion f es continua en
[a, b] y derivable en (a, b), y si f(a) = f(b), debe existir al menos un valor x entre a y b
en el cual la gréfica de ftiene una tangente horizontal, como se muestra en la figura 3.8a.
Si se elimina el requerimiento de derivabilidad del teorema de Rolle, f seguira teniendo un
ndmero critico en (a, b), pero quiza no produzca una tangente horizontal. Un caso de este
tipo se presenta en la figura 3.8b.



Ff) =x2-3x+2

10 /2,0

N
e N

3

Tangente
horizontal

El valor de x para el cual f”(x) = 0 esta
entre las dos intersecciones con el eje x

Figura 3.9

f-2)=8

F=D=0

) =x* - 2x2

o fi(H)=0

f'(x) = 0 para mas de un valor de x en el
intervalo (—2, 2)
Figura 3.10

Figura 3.11
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EJEMPLO | llustraciéon del teorema de Rolle

Encontrar las dos intersecciones en x de
fx)=x>—-3x+2

y demostrar que f’(x) = 0 en algin punto entre las dos intersecciones en x.
Solucién  Advertir que f'es derivable en toda la recta real. Igualando a 0 f(x) se obtiene

x2=3x+2=0
x—1Dkx—-—2)=0.

Igualar f(x) a cero.

Factor.

De tal modo, f(1) = f(2) = 0, y de acuerdo con el teorema de Rolle se sabe que existe al

menos una c en el intervalo (1, 2) tal que f’(¢) = 0. Para determinar una c de este tipo, es

factible resolver la ecuacién
fx)=2x—3=0

Igualar f’(x) a cero.

y determinar que f'(x) = 0 cuando x = 4. Advertir que el valor de x se encuentra en el in-
tervalo abierto (1, 2), como se indica en la figura 3.9. ——

El teorema de Rolle establece que si f satisface las condiciones del teorema, debe haber
al menos un punto entre a y b en el cual la derivada es 0. Es posible que exista mds de un
punto de estas caracteristicas, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2 llustracién del teorema de Rolle

Sea f(x) = x* — 2x% Determinar todos los valores de ¢ en el intervalo (—2, 2) tal que

f'(c)=0.

Solucién Para empezar, advertir que la funcién satisface las condiciones del teorema
de Rolle. Esto es, f'es continua en el intervalo [—2, 2] y derivable en el intervalo (—2, 2).
Ademads, debido a que f(—2) = f(2) = 8, es posible concluir que existe al menos una ¢ en
(=2, 2) tal que f’(c) = 0. Igualando a 0 la derivada, se obtiene

flx) =4x> —4x =0
dxx—1Dx+1) =0
x=0,1,—1.

Igualar f’(x) a cero.

Factor.

Valores de x para los cuales f’(x) es igual a cero.

De tal modo, en el intervalo (—2, 2), la derivada es cero en valores diferentes de x, como se

indica en la figura 3.10. ——

CONFUSION TECNOLOGICA Una herramienta de graficacién puede utilizarse para
indicar si los puntos sobre las graficas de los ejemplos 1 y 2 son minimos 0 maximos
relativos de las funciones. Sin embargo, al usar una herramienta de graficacién, se debe
tener presente que es posible obtener imdgenes o graficas equivocadas. Por ejemplo, usar
una herramienta de graficacion para representar
1
2
F === =y 1

Con la mayoria de las ventanas de vision, parece ser que la funcién tiene un maximo de
1 cuando x = 1 (ver la figura 3.11). No obstante al evaluar la funcién en x = 1, se obser-
vard que f(1) = 0. Para determinar el comportamiento de esta funcién cercade x = 1, es
necesario examinar la grafica de manera analitica para obtener la imagen completa.
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Y Pendiente de la recta tangente = f'(c)

Recta tangente

Recta secante

(a. fl@))

a ¢ b

Figura 3.12
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JOSEPH-LOUIS LAGRANGE (1736-1813)
El teorema del valor medio fue demostrado
por primera vez por el famoso matematico
Joseph-Louis Lagrange. Nacido en Italia,
Lagrange form6 parte de la corte de
Federico El Grande en Berlin durante 20
afios. Despueés, se traslado a Francia, donde
se reunid con el emperador Napoleon
Bonaparte, quien dijo lo siguiente:
“Lagrange es la clspide de las ciencias
matematicas”.

El teorema del valor medio

El teorema de Rolle puede utilizarse para probar otro teorema: el teorema del valor
medio.

TEOREMA 34 EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Si fes continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b),
entonces existe un nimero c en (a, b) tal que

fley=——

Hacemos refererencia a la figura 3.12. La ecuacién de la recta secante que
contiene los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) es

y:[f(b)—f(a)

P ](x—a)+f(a).

Sea g(x) la diferencia entre f{x) y y. Entonces
g)=flx)—y

= f(x)— [W]@c —a)- f(a).
—da

Evaluando gen ay b, se observa que g(a) = 0 = g(b). Como f'es continua en [a, b] se sigue
que g también es continua en [a, b]. Ademds, en virtud de que f'es derivable, g también lo
es, y resulta posible aplicar el teorema de Rolle a la funcién g. Asi, existe un niimero c en
(a, b) tal que g’(c) = 0, lo que implica que

0=g(c)

, b)—f(a
_ ey D= f@

b—a

De tal modo, existe un nimero c en (a, b) tal que

_ ) f@

fe="—

{1}/ El término “medio” en el teorema del valor medio se refiere al ritmo de cambio medio (o
promedio) de fen el intervalo [a, b]. |

Aunque es posible utilizar el teorema del valor medio de manera directa en la solucion de
problemas, se usa mas a menudo para demostrar otros teoremas. De hecho, algunas personas
consideran que éste es el teorema mds importante en el cdlculo (se relaciona estrechamente
con el teorema fundamental del calculo explicado en la seccién 4.4). Por ahora, es posible
obtener una idea de la versatilidad de este teorema considerando los resultados planteados
en los ejercicios 81 a 89 de esta seccidn.

El teorema del valor medio tiene implicaciones para ambas interpretaciones bésicas de
la derivada. Geométricamente, el teorema garantiza la existencia de una recta tangente que
es paralela a la recta secante que pasa por los puntos (a, f(a))y (b, f(b)), como se indica en
la figura 3.12. El ejemplo 3 ilustra esta interpretacién geométrica del teorema del valor
medio. En términos del ritmo o velocidad de cambio, el teorema del valor medio implica
que debe haber un punto en el intervalo abierto (a, b) en el cual el ritmo o velocidad de
cambio instantdnea es igual al ritmo o velocidad de cambio promedio sobre el intervalo
[a, b]. Esto se ilustra en el ejemplo 4.
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4 -4
4,4
(2,3)
3+ Recta secante
2 -+
_ 4
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La recta tangente en (2, 3) es paralela a la
linea secante que pasa por (1, 1)y (4, 4)
Figura 3.13

5 millas

= es

o ® 0

=4 minutos t=0
No estd dibujado a escala

En algun tiempo ¢, 1a velocidad instantanea
es igual a la velocidad promedio durante
los 4 minutos

Figura 3.14
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EJEMPLO 3 Determinacion de una recta tangente

Dada f(x) = 5 — (4/x), determinar todos los valores de c en el intervalo abierto (1, 4) tales
que

f&-f)

flle)= i1

Solucién La pendiente de la recta secante que pasa por (1, f(1)) y (4, f(4)) es

FA-fO) _4-1_
4-1 4-1

Notese que fsatisface las condiciones del teorema del valor medio. Esto es que fes continua

en el intervalo [1, 4] y derivable en el intervalo (1, 4). Entonces, existe al menos un nimero

cen (1,4) tal que f'(c) = 1. Resolviendo la ecuacién f’'(x) = 1, se obtiene

4

x2

1.

F=—5=1

que implica x = *2. De tal modo, en el intervalo (1, 4), se puede concluir que ¢ = 2, como
se indica en la figura 3.13.

EJEMPLO 4 Determinacion del ritmo de cambio instantaneo

Dos patrullas estacionadas equipadas con radar se encuentran a 5 millas de distancia sobre
una autopista, como se indica en la figura 3.14. Cuando pasa un camién al lado de la primera
patrulla, la velocidad de éste se registra en un valor de 55 millas por hora. Cuatro minutos
después, cuando el camidn pasa al lado de la segunda patrulla, el registro de velocidad corres-
ponde a 50 millas por hora. Demostrar que el camién ha excedido el limite de velocidad (de
55 millas por hora) en algiin momento dentro del intervalo de los 4 minutos sefialados.

Solucién Sea r = 0 el tiempo (en horas) cuando el camién pasa al lado de la primera
patrulla. El tiempo en el que el camién pasa al lado de la segunda patrulla es

t=i=i hora.
60 15

Si s(f) representa la distancia (en millas) recorridas por el camidn, se tiene que s(0) = 0y
s(f5) = 5. Por tanto, la velocidad promedio del cami6n sobre el trecho de cinco millas de
autopista es

5(1/15) = s(0)
1/15)-0
5

15

Suponiendo que la funcién de posicion es derivable, es posible aplicar el teorema del valor

medio para concluir que el camién debe haber estado viajando a razén de 75 millas por hora
en algin momento durante los 4 minutos. ——

Velocidad promedio =

=75 millas por hora.

Una forma alternativa ttil del teorema del valor medio es como sigue: si f es continua
en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe un nimero c en (a, b) tal que

f(b) = f(a) + (b — a)f’(c)_ Forma alternativa del teorema del valor medio.

{01 Al realizar los ejercicios de esta seccion tener presente que las funciones polinomiales, las
racionales y las trigonométricas son derivables en todos los puntos en sus dominios. |
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, explicar por qué el teorema de Rolle no se Flﬂ En los ejercicios 25 a 28, utilizar una herramienta de graficacién

aplica a la funcién aun cuando existan a y b tales que f(a) = f(b).

L flx)= E‘ 2. f(x) = cotg,
[-1.1] [, 3 7]

30 f=1-|x—1], 4. f(v) = J2 - 2P,
(0. 2] [-1,1]

En los ejercicios 5 a 8, determinar dos intersecciones con el eje x
de la funcién f y demostrar que f’(x) = 0 en algiin punto entre
las dos intersecciones.

5. fx)=x*—x—2
7. flx) =xJx+4

6. f(x) =x(x—-23)
8 flx)=—-3xs/x+1

Teorema de Rolle En los ejercicios 9 y 10, se muestra la grafica
de f. Aplicar el teorema de Rolle y determinar todos los valores de
¢ tales que f’(c) = 0 en algin punto entre las intersecciones mar-
cadas.

10. y
P f(x) = sen 2x

9. f)=x>+2x-3 y

En los ejercicios 11 a 24, determinar si es posible aplicar el teorema
de Rolle a f en el intervalo cerrado [a, b]. Si se puede aplicar el
teorema de Rolle, determinar todos los valores de ¢ en el intervalo
abierto (a, b) tales que f’(c) = 0. Si no se puede aplicar, explicar
por qué no.

11. f(x) = —x2 + 3x, [0, 3]

12. f(x) =x>—5x+4, [1,4]

13, f() =G - D —2)x—-3), [1,3]

4 f)=x-3)0+1?% [-13]

15. f(x) =x¥3—1, [-8,8]

16. f(x)=3—|x—3|, [0,6]
x2—2x—3
17. f(x):?s [-1,3]

2 _
18, ()= L e

19. f(x) =senx, [0,27]
20. f(x) =cosx, [0,27]

21. f(x) = 67: — 4 sen?x, [0, g]

22. f(x) =cos2x, [—m, ]
23. f(x) =tanx, [0, 7]
24. f(x) =secx, [m 27|

para representar la funcion en el intervalo cerrado [a, b]. Deter-

minar si el teorema de Rolle puede aplicarse a f en el intervalo y,

si es asi, encontrar todos los valores de ¢ en el intervalo abierto

(a, b) tales que f'(c) = 0.

5. () =|x ~ L[-L1] 26 f(3) =x—xV3[0,1]

27. f(x) = x — tan 7x, [—i, ﬂ

28. f(x) = % - sen%x, [—1,0]

29. Movimiento vertical La alturade una pelota ¢ segundos después
de que se lanz6 hacia arriba a partir de una altura de 6 pies y con

una velocidad inicial de 48 pies por segundo es f(f) = — 167 +
48t + 6.

a) Verificar que f(1) = f(2).

b) De acuerdo con el teorema de Rolle, ;cudl debe ser la ve-
locidad en algtin tiempo en el intervalo (1, 2)? Determinar
ese tiempo.

30. Costos de nuevos pedidos El costo de pedido y transporte C
para componentes utilizados en un proceso de manufactura se

1

aproxima mediante Clx) = 10(* + L), donde C se mide
x x+3

en miles de délares y x es el tamafio del pedido en cientos.

a) Verificar que C(3) = C(6).

b) De acuerdo con el teorema de Rolle, el ritmo de cambio
del costo debe ser 0 para algin tamafio de pedido en el
intervalo (3, 6). Determinar ese tamafio de pedido.

En los ejercicios 31y 32, copiar la grafica y dibujar la recta secan-
te a la misma a través de los puntos (a, f(@)) y (b, f(b)). Después
dibujar cualquier recta tangente a la grifica para cada valor de
¢ garantizada por el teorema del valor medio.

31. Y 3. Y
K/‘\f

1 ! X

a b

Redaccion Enlos ejercicios 33 a36 explicar por qué el teorema de
valor medio no se aplica a la funcién f en el intervalo [0, 6].

y y
33. 34.

6 6+

.l

4,,

3+ e

1

]

L 23456 1 23456

3. f() = — 36. f(x) = |x - 3|
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SECCION 3.2

Teorema del valor medio Considerar la grafica de la funcién
f(x) = —x* + 5. a) Determinar la ecuacién de la recta secante
que une los puntos (—1, 4) y (2, 1). b) Utilizar el teorema del
valor medio para determinar un punto c en el intervalo (—1, 2)
tal que la recta tangente en ¢ sea paralela a la recta secante.
¢) Encontrar la ecuacién de la recta tangente que pasa por c.
d) Utilizar después una herramienta de graficacion para repre-
sentar f, la recta secante y la recta tangente.

fx)=—x2+5

Figura para 38

Figura para 37

Teorema del valor medio Considerar la gréifica de la funcién
f(x) = x> — x — 12. a). Encontrar la ecuacién de la recta secan-
te que une los puntos (—2, —6) y (4, 0). b) Emplear el teore-
ma del valor medio para determinar un punto c en el intervalo
(=2, 4) tal que la recta tangente en ¢ sea paralela a la recta se-
cante. ¢) Determinar la ecuacién de la recta tangente que pasa
por c. d) Utilizar después una herramienta de graficacién para
representar f, la recta secante y la recta tangente.

En los ejercicios 39 a 48, determinar si el teorema del valor medio
puede aplicarse a f sobre el intervalo cerrado [a, b]. Si el teorema
del valor medio puede aplicarse, encontrar todos los valores de ¢

en el intervalo abierto (a, b) tal que f'(c) = f(b) — f(a) . Si no
puede aplicarse explicar por qué no.

39. flx)=x% [—-2,1] 40. f(x) =x%, [0,1]

41. fx)=x*+2x, [—1,1] 42. f(x) =x*— 8, [0,2]
43. f(x) =23, [0,1] 4. f(x) = x: L2
45. f(x) = [-1,3] 46. f() = V2 —x, [-72]
47. f(x) =senx, [0, ]

48. f(x) = cosx + tanx, [0, 7]

FL En los ejercicios 49 a 52, utilizar una herramienta de graficacién
para a) representar la funcion f sobre el intervalo, b) encontrar y
representar la recta secante que pasa por los puntos sobre la grafica
de f en los puntos terminales del intervalo dado y c¢) encontrar y
representar cualesquiera rectas tangentes a la grafica de f que sean
paralelas a la recta secante.

49.

51.
52.
53.

flx) = Tt 1 [—%, 2] 50. f(x) =x—2senx, [~

f) = Vx, [1,9]
flx) =x* —2x3 + x2, [0,6]
Movimiento vertical La altura de un objeto tres segundos

después de que se deja caer desde una altura de 300 metros es
s(1) = —4.97 + 300.

54.
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a) Encontrar la velocidad promedio del objeto durante los
primeros tres segundos.

b) Utilizar el teorema del valor medio para verificar que en
algin momento durante los primeros tres segundos de
la caida la velocidad instantdnea es igual a la velocidad
promedio. Determinar ese momento.

Ventas Una compafifa introduce un nuevo producto para el
cual el nimero de unidades vendidas S es
S(0) = 200(5 - L)
2+t
donde  es el tiempo en meses.

a) Encontrar el valor promedio de cambio de S(7) durante el
primer afio.

b) (Durante qué mes del primer afio S'(7) es igual al valor
promedio de cambio?

Desarrollo de conceptos

55.

56.

57.

58.

Sea f continua en [a, b] y derivable en (a, b). Si existe ¢
en (a, b) tal que f'(c) = 0, ;se concluye que f(a) = f(b)?
Explicar.

Sea f continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en
el intervalo abierto (a, b). Ademads, suponer que f(a) = f(b)
y que ¢ es un nimero real en el intervalo tal que f’(c) = 0.
Encontrar un intervalo para la funcién g sobre la cual pueda
aplicarse el teorema de Rolle y determinar el punto critico
correspondiente de g (k es una constante).

a) g(x) = f(x) + k b) gx) = f(x — k)
c) glx) = flkx)

La funcién
x=0

_0’
f(x)_{l—x, 0<x<1

es derivable en (0, 1) y satisface f(0) = f(1). Sin embargo,
su derivada nunca es cero en (0, 1). ;Contradice lo anterior
al teorema de Rolle? Explicar.

(Es posible encontrar una funcién f tal que f(—2) = —2,
f(2) =6y f(x) < | para toda x. ;Por qué si o por qué no?

59.

60.

61.

62.

Velocidad Un avién despega a las 2:00 p.m. en un vuelo de
2500 millas. El avién llega a su destino a las 7:30 p.m. Explicar
por qué hay al menos dos momentos durante el vuelo en los que
la velocidad del avién es de 400 millas por hora.

Temperatura Cuando se saca un objeto del horno y se pone a
temperatura ambiente constante de 90° F la temperatura de su
ntcleo es de 1500° F. Cinco horas después la temperatura del
nicleo corresponde a 390° F. Explicar por qué debe existir un
momento (o instante) en el intervalo en el que la temperatura
disminuye a un ritmo o tasa de 222° F por hora.

Velocidad Dos ciclistas empiezan una carrera a las 8:00 a.m.
Ambos terminan la carrera 2 horas y 15 minutos después. De-
mostrar en qué momento de la carrera los ciclistas viajan a la
misma velocidad.

Aceleracion A las 9:13 a.m., un automévil deportivo viaja a
35 millas por hora. Dos minutos después se desplaza a 85 millas
por hora. Demostrar que en algin momento durante este inter-
valo, la aceleracion del automdvil es exactamente igual a 1500
millas por hora al cuadrado.



FE 6.

178 CAPITULO 3 Aplicaciones de la derivada

Considerar la funcién f(x) = 3 cos? (%)

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
fyf.

b) (Es f una funcién continua? ;Es f’ una funcién conti-
nua?

c¢) ¢Se aplica el teorema de Rolle al intervalo [—1, 1]? ;Se
aplica en el intervalo [1, 2]? Explicar.

d) Evaluar si es posible, lin31,f’(x) y lim f’(x).
x> x—-3"

Para discusion

64. Razonamiento grdfico La figura muestra dos partes de
la gréfica de una funcidn derivable continua f en [—10, 4].
La derivada f’ también es continua.

/ E
I T T T R N

T

Il

T
-8 -4 -\
,4A»\

-8+

a) Explicar por qué f debe tener al menos un cero en
[—10,4].

b) Explicar por qué f” debe tener también al menos un
cero en el intervalo [—10, 4]. ;Cémo se llaman estos
ceros?

¢) Realizar un posible dibujo de la funcién con un cero
con f’ en el intervalo [—10, 4].

d) Realizar un posible dibujo de la funcién con dos ceros
de f” en el intervalo [—10, 4].

e) (Fueron necesarias las condiciones de continuidad de f
y f’ para efectuar las partes de la a) a la d)? Explicar.

Para pensar En los ejercicios 65 y 66, dibujar la grafica de una
funcién arbitraria f que satisface la condicion dada pero que no
cumple las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo
[-5, 5]

65. fescontinuaen[—5,5].

66. f noescontinuaen [—5, 5].

En los ejercicios 67 a 70, usar el teorema del valor intermedio y
el teorema de Rolle para demostrar que la ecuacion tiene exacta-
mente una solucion real.

67. x> +xX+x+1=0
69. 3x + 1 —senx =0

68. 2x° +7Tx — 1 =0
70. 2x — 2 —cosx =0

71. Determinar los valores a, b y c tales que la funcién f satisfaga
la hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 3].

1, x=0
f(x) = {ax + b, 0<x<
X+4x+c, 1<x<3

72. Determinar los valores a, b, ¢ y d de manera que la funcién f
satisfaga la hipdtesis del teorema del valor medio en el intervalo
[—1,2].

a, x=—1

2, —1<x<0
O =V te, 0<xcl

dx + 4, l<x<2

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 73 a 76, encontrar una
funcion f que tiene la derivada f'(x) y cuya grafica pasa por el
punto dado. Explicar el razonamiento.

73. f(x) =0, (2.5 74. f(x) =4, (0,1)
75. f(x) =2x, (1,0) 76. f(x) =2x+3, (1,0)

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 77 a 80, determinar si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o dar
un ejemplo que lo demuestre.

77. El teorema del valor medio puede aplicarse a f(x) = 1/xen el
intervalo [—1, 1].

78. Sila grafica de una funcidn tiene tres intersecciones con el eje x,
entonces debe tener al menos dos puntos en los cuales su recta
tangente es horizontal.

79. Sila gréfica de una funcién polinomial tiene tres intersecciones
con el eje x, entonces debe tener al menos dos puntos en los
cuales su recta tangente es horizontal.

80. Si f’(x) = 0 para todo x en el dominio de f, entonces f es una
funcién constante.

81. Demostrar que sia >0y n es cualquier entero positivo, entonces
la funcién polinomial p(x) = x*"*! + ax + b no puede tener dos
raices reales.

82. Demostrar que si f’(x) = 0 para todo x en el intervalo (a, b),
entonces f es constante en (a, b).

83. Seap(x) = Ax’ + Bx + C. Demostrar que para cualquier intervalo
[a, b], el valor ¢ garantizado por el teorema del valor medio es
el punto medio del intervalo.

84. a) Seaf(x)=x*yg(x)=—x"+x"+ 3x+ 2.Entonces f(—1)

= g(—1)y f(2) = g(2). Demostrar que hay al menos un
valor ¢ en el intervalo (—1, 2) donde la recta tangente a f
en (¢, f(c)) es paralela a la recta tangente g en (c, g(c)).
Identificar c.

b) Sea fy g lafuncidn derivable en [a, b] donde f(a) = g(a)
y f(b) = g(b). Demostrar que hay al menos un valor ¢ en
el intervalo (a, b) donde la recta tangente f en (c, f(c)) es
paralela a la recta tangente a g en (c, g(c)).

85. Demostrar que si f es derivable en (—00, 20) y f'(x) < 1 para todo
nimero real, entonces f tiene al menos un punto fijo. Un punto
fijo para una funcién f es un nimero real ¢ tal que f(c) = c.

86. Usar el resultado del ejercicio 85 para demostrar que f(x) =
3 cos x tiene al menos un punto fijo.

87. Demostrar que |Cos a — cos b| = |a — bl paratodaay b.
88. Demostrar que |sen a — sen b| = |a - b| paratodaay b.

89. Sea0<a<b. Utilizar el teorema del valor medio para demostrar
que
b—a
Vb~ Va <

2Va’
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Iml Funciones crecientes y decrecientes y el criterio
de la primera derivada

X

FE©<0 | FW=0" f©)>0

La derivada se relaciona con la pendiente de
una funcién
Figura 3.15

® Determinar los intervalos sobre los cuales una funcion es creciente o decreciente.
B Aplicar el criterio de la primera derivada para determinar los extremos relativos de una
funcion.

Funciones crecientes y decrecientes

En esta seccion se verd como se pueden utilizar las derivadas para clasificar extremos re-
lativos ya sea como minimos o como maximos relativos. En primer término, es importante
definir las funciones crecientes y decrecientes.

DEFINICION DE FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Una funcién f es creciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos nimeros x, y
x, en el intervalo, x, < x, implica f(x)) < f(x,).

Una funcion f es decreciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos niimeros x,
y x, en el intervalo, x, < x, implica f(x ) > f(x,).

Una funcidn es creciente si, cuando x se mueve hacia la derecha, su gréafica asciende,
y es decreciente si su gréfica desciende. Por ejemplo, la funcién en la figura 3.15 es decre-
ciente en el intervalo (—00, a), es constante en el intervalo (a, b) y creciente en el intervalo
(b, ©0). Como se muestra en el teorema 3.5, una derivada positiva implica que la funcién es
creciente; una derivada negativa implica que la funcién es decreciente, y una derivada cero
en todo el intervalo implica que la funcidn es constante en ese intervalo.

TEOREMA 3.5 CRITERIO PARA LAS FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Sea f una funcién que es continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el
intervalo abierto (a, b).

1. Si f'(x) > 0 para todo x en (a, b), entonces f es creciente en [a, b].
2. Si f'(x) <0 para todo x en (a, b) entonces f es decreciente en [a, b].
3. Sif'(x) = 0 para todo x en (a, b) entonces f es constante en [a, b].

Para probar el primer caso, supongamos que f'(x) > 0 para todo x en el
intervalo (a, b) y sean x, < x, cualesquiera dos puntos en el intervalo. Mediante el teorema
del valor medio, se sabe que existe un nimero c tal que x, <c <x,, y

_ )= fx)

Xy =X

f()

Como f'(c) >0y x, — x, >0, se sabe que

flx) = flx)) >0

lo cual implica que f(x,) < f(x,). De tal modo, f es creciente en el intervalo. El segundo caso
tiene una demostracion similar (ver el ejercicio 104), y el tercer caso se dio en el ejercicio
82 en la seccion 3.2. —

W Las conclusiones en los primeros dos casos del teorema 3.5 son vdlidas incluso si f'(x) = 0
en un nimero finito de valores de x en (a, b). |
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foy=x>- 322

Figura 3.16

fx) = x3

a) Funcion estrictamente monotona

y

Q
2 —_ '
%)
j9)
S
1 -4
t } }
Constante 2 3
B —x2, x<0
fx)=40, 0<x<1
L x—-1)2 x>1

b) No estrictamente monotona
Figura 3.17

Aplicaciones de la derivada

EJEMPLO | Intervalos sobre los cuales f es creciente y decreciente

Determinar los intervalos abiertos sobre los cuales f(x) = x> — 3x2 es creciente o decre-
ciente.

Solucién Notese que f es derivable en toda la recta de los nimeros reales. Para determinar
los puntos criticos de f, igualar a cero f'(x).

f(x) =x — §)C2 Escribir la funcion original
) S ginal.
fx) =3x2-3x=0 Derivar e igualar f'(x) a cero.
3(x)(x - 1) =0 Factorizar.
x=0,1 Puntos criticos.

Como no hay puntos para los cuales f’ no exista, es posible concluir que x = 0y x = 1
son los tUnicos puntos criticos. La tabla siguiente resume la prueba de los tres intervalos
determinados por estos dos puntos criticos.

Intervalo —o<x<0 0<x<l l <x< oo
Valor de prueba x=—-1 x = % x=2
Signodef'(x) | f(-1)=6>0 f})=-2<0| f2=6>0
Conclusion Creciente Decreciente Creciente

De tal modo, f es creciente en los intervalos (—90, 0) y (1, ©0) y decreciente en el intervalo

(0, 1), como se indica en la figura 3.16. ——

El ejemplo 1 muestra coémo determinar intervalos sobre los cuales una funcién es cre-
ciente o decreciente. La guia siguiente resume los pasos que se siguen en el ejemplo.

Estrategias para determinar los intervalos en los que una funcion
es creciente o decreciente

Sea f continua en el intervalo (a, b). Para encontrar los intervalos abiertos sobre los
cuales f es creciente o decreciente, hay que seguir los siguientes pasos.

1. Localizar los puntos criticos de f en (a, b), y utilizarlos para determinar intervalos

de prueba.

2. Determinar el signo de f'(x) en un valor de prueba en cada uno de los inter-
valos.

3. Recurrir al teorema 3.5 para determinar si f es creciente o decreciente para cada
intervalo.

Estas estrategias también son vdlidas si el intervalo (a, b) se sustituye por un intervalo
de la forma (—0, b), (a, ©@) o (—00, ©0).

Una funcién es estrictamente monétona sobre un intervalo si es creciente o decreciente
en todo el intervalo. Por ejemplo, la funcion f(x) = x* es estrictamente mondtona en toda
la recta de los nimeros reales porque es creciente siempre sobre ella, como se indica en la
figura 3.17a. La funcién que se muestra en la figura 3.17b no es estrictamente monétona en
toda la recta de los nimeros reales porque es constante en el intervalo [0, 1].
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Criterio de la primera derivada

Una vez que se han determinado los intervalos de crecimiento o decrecimiento, es facil lo-
calizar los extremos relativos de la funcién. Por ejemplo, en la figura 3.18 (del ejemplo 1),
la funcién

fx)=x* —%xz

tiene un médximo relativo en el punto (0, 0) porque f es creciente inmediatamente a la izquierda
de x = 0y decreciente inmediatamente a la derecha de x = 0. De manera similar, f tiene un
minimo relativo en el punto (1, —3) debido a que f decrece de inmediato a la izquierda de
x = 1y crece de inmediato a la derecha de x = 1. El siguiente teorema, denominado prueba
o criterio de la primera derivada, precisa més esta observacion.

TEOREMA 3.6  CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Sea ¢ un punto critico de una funcién f que es continua en un intervalo abierto / que
contiene a c¢. Si f es derivable en el intervalo, excepto posiblemente en ¢, entonces
f(c) puede clasificarse como sigue.

1. Si f’(x) cambia de negativa a positiva en ¢, entonces f tiene un minimo relativo
en (c, f(c)).

2. Si f'(x) cambia de positiva a negativa en ¢, entonces f tiene un mdximo relativo
en (c, f(c)).

3. Si f’(x) es positiva en ambos lados de ¢ o negativa en ambos lados de ¢, entonces
f(c) no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo.

‘ B e O
i(_) (+)i /\

Fx)<0 Fx)>0 Fx)>0 ) <0

I I I

I I I I I

I I I I I

I I I I I

. . . . .
a c b a c

b

Minimo relativo Maximo relativo

} -)

f x>0

|
1
1
1
L
a c

J'®>0

() <0

b a

Ni minimo relativo ni maximo relativo

DEMOSTRACION ) Supdngase que f'(x) cambia de negativa a positiva en ¢. Entonces ahi
existen a y b en [ tales que

f/(x) < 0 para todo x en (a, ¢

f/(x) > 0 para todo x en (c, b).

Por el teorema 3.5, f es decreciente en [a, c] y creciente en [c, b]. De tal modo, f(c) es un
minimo de f en el intervalo abierto (a, b) y, en consecuencia, un minimo relativo de f. Esto
demuestra el primer caso del teorema. El segundo caso puede demostrarse de una manera
similar (ver el ejercicio 105). ——
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Maéximo
relativo

fx) = %x —senx

I

1

I
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~e- T 4r St 2rm

Minimo 3 3
T relativo

Ocurre un minimo relativo donde f cambia
de decreciente a creciente, y un maximo
relativo donde f cambia de creciente a
decreciente

Figura 3.19

EJEMPLO 2 Aplicacion del criterio de la primera derivada

Determinar los extremos relativos de la funcién f(x) = 3x — sen x en el intervalo (0, 2).

Solucion Obsérvese que f es continua en el intervalo (0, 277). Para determinar los puntos
criticos de f en este intervalo, hacer f'(x) igual a 0.

1
f’(x) = 5 —cosx =20 Igualar f'(x) a cero.

COS X =

3 BI=

ek
373
Debido a que f’ existe en todos los puntos, se puede concluir que x = 7/3 y x = 57/3 son

los tinicos puntos criticos. La tabla resume valores prueba en cada uno de los tres intervalos
de prueba determinados por estos dos puntos criticos.

X = Puntos criticos.

T T 57 | 57
Intervalo 0<x<3 3<x<3 3<x<27r
T T
Valor de prueba X = X =1 X =—
4 4
. ., T , y T
Signo de f'(x) f(Z) <0 f(m) >0 f(T) <0
Conclusion Decreciente Creciente Decreciente

Aplicando el criterio de la primera derivada, es posible concluir que f tiene un minimo
relativo en el punto donde

X = o Valor de x donde ocurre el minimo relativo.
3
y un maximo relativo en el punto en el que
S . .
X = ? Valor de x donde ocurre el maximo relativo.

como se muestra en la figura 3.19.

EXPLORACION

Comparacion de los enfoques grdfico y analitico De la seccion 3.2, se sabe que
una herramienta de graficacién, por si misma, puede producir informacién equivoca-
da acerca de los extremos relativos de una grafica. Sin embargo, utilizada en conjun-
cion con un enfoque analitico una herramienta de graficacién tiene la posibilidad de
ofrecer una buena forma de reforzar sus conclusiones. Recurra a una herramienta
de graficacion para representar la funcion del ejemplo 2. Después utilizar las carac-
teristicas zoom y trace para estimar los extremos relativos. ; Coémo son de precisas las
aproximaciones graficas que se obtuvieron?

Nétese que en los ejemplos 1y 2 las funciones dadas son derivables en toda la recta
real. Para tales funciones, los tinicos puntos criticos son aquellos para los cuales f'(x) = 0.
El ejemplo 3 se relaciona con una funcién que tiene dos tipos de puntos criticos: aquellos
para los cuales f'(x) = 0y aquellos para los cuales f no es derivable.
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EJEMPLO 3 Aplicacion del criterio de la primera derivada

Encontrar los extremos relativos de
flx) = (x2 = 4)25,

Solucién Empezar observando que f es continua en toda la recta real. La derivada de f

2
fx) = §(x2 —4)"13(2x) Regla de la potencia general.
4x

- W Simplificar.

es 0 cuando x = 0 y no existe cuando x = *=2. De tal modo, los puntos criticos son
x = —2,x=0yx = 2.Latablaresume los valores prueba de cuatro intervalos determinados
por estos puntos criticos.

Intervalo —co<x<—2| 2<x<0| 0<x<2 2<x< oo
Valor de prueba x=-3 x=—1 x=1 x=3
Signo de f'(x) f(=3) <0 (=1 >0 (1) <0 f(3)>0
Conclusién Decreciente Creciente Decreciente Creciente

Aplicando el criterio de la primera derivada, se puede concluir que f tiene un minimo relativo
en el punto (—2, 0), un maximo relativo en el punto (0,3/16), y otro minimo relativo en el
punto (2, 0), como se ilustra en la figura 3.20. ——
CONFUSION TECNOLOGICA Cuando se utiliza una herramienta de graficacién para
representar una funcién que incluya radicales o exponentes racionales, hay que cercio-
rarse de entender la forma en que la herramienta de graficacidn evalia las expresiones
radicales. Por ejemplo, aun cuando

Fx) = (32 — 4P

g = [ = 4217

son los mismos algebraicamente, algunas herramientas de graficacién establecen una
distincion entre estas dos funciones. ;Cudl de las graficas que se muestran en la figura 3.21
es incorrecta? ;Por qué la herramienta de graficacién produce una gréfica incorrecta?

@) =2 -4H23 g = [(2- 42|15
5

-4 4 -4 4
|

- 1

(Cual de las graficas es incorrecta?
Figura 3.21
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Al usar el criterio de la primera derivada, es necesario asegurarse de que se considere
el dominio de la funcién. Por ejemplo, en el siguiente ejemplo, la funcién

X+

f)=

xZ
no esta definida cuando x = 0. Este valor de x debe utilizarse con los puntos criticos para
determinar los intervalos de prueba.

EJEMPLO 4 Aplicacion del criterio de la primera derivada

4

. . x +1
Determinar los extremos relativos de f(x) = ———.
X
Solucién
f(x) =x2+ x7? Reescribir la funcién original.
f’(x) =2x — 2x73 Derivar.
=2x — F Reescribir con exponente positivo.
20— ) -
== implificar.
x3 P
22 + Dx = Dx + 1)
= 3 Factorizar.

x3

De tal modo, f’'(x) es cero en x = =1. Ademds, como x = 0 no estd en el dominio de f, es

4 . . . e . .
fo)= % necesario utilizar este valor de x junto con los puntos criticos para determinar los intervalos
prueba.
¥
x = =1 Puntos criticos, f'(+1) = 0.
ST x=0 Cero no estd en el dominio de f.
4+ La tabla resume los valores prueba de los cuatro intervalos determinados por estos tres

valores de x.

2k Intervalo —o<x< -1 —-1<x<0 0<x<1 l <x<oo
-1,2) (1,2) | .
Minimo  1-  Minimo Valor de prueba x= -2 xX=—3 X =3 x=2
i i . . 1 1
relativo relativo. | Signo def'(x) =<0 | fA(-Hso0| sl)<o | f@>0
T T T T T
2 -l .. . . . .
! 2 3 Conclusion Decreciente Creciente Decreciente Creciente

Valores de x que no estdn en el dominio de
£, asi como los puntos criticos, determinan
los intervalos prueba de f”

Figura 3.22

Aplicando el criterio de la primera derivada, se puede concluir que f tiene un minimo relativo
en el punto (—1, 2) y otro en el punto (1, 2), como se muestra en la figura 3.22.

TECNOLOGIA El paso mds dificil al aplicar el criterio de la primera derivada es
determinar los valores para los cuales la derivada es igual a 0. Por ejemplo, los valores
de x para los cuales la derivada de

xt+1

X'+ 1

f) =

es igual a cero son x =0y x=*~2 —1. Si se tiene acceso a tecnologia que puede efec-
tuar derivacion simbdlica y resolver ecuaciones, utilizarla para aplicar el criterio de la
primera derivada a esta funcion.
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Si un proyectil se lanza desde el nivel

del suelo y se ignora la resistencia del
aire, el objeto viajara mas lejos con un
angulo inicial de 45°. Pero, si el proyectil
se lanza desde un punto sobre el nivel

del suelo, el angulo que produce una
distancia maxima horizontal no es 45°
(ver el ejemplo 5).
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EJEMPLO 5 La trayectoria de un proyectil

Ignorando la resistencia del aire, la trayectoria de un proyectil que se lanza a un angulo 6
es

2
=WX2+(tan0)x+h, 0=9g=2

2v; 2
donde y es la altura, x es la distancia horizontal, g es la aceleracion debida a la gravedad, v,
es la velocidad inicial y % es la altura inicial. (Esta ecuacién se obtuvo en la seccién 12.3.)
Sea g = —32 pies por segundo, v, = 24 pies por segundo y & = 9 pies por segundo. ;Qué
valor de 6 producird una maxima distancia horizontal?

Solucién Para encontrar la distancia que el proyectil recorre, sea y = 0, y utilizar la férmula
cuadrdtica para resolver con respecto a x.

2
%‘}Czeﬂ + (tanO)x + h =0
0
3 2
%xz + (tan O)x + 9 =0
2
—%’xz + (tan O)x + 9 =0
_ —tanf=+ Jtan? 6 + sec? 0

—sec? 0/18
x = 18 cos 0(sen0+ Vsen? 6 + 1), x=0

En este punto, se necesita determinar el valor de 6 que produce un valor mdximo de x. La
aplicacion del criterio de la primera derivada en forma manual resultaria tediosa. Sin em-
bargo, el uso de tecnologia para resolver la ecuacién dx/d6 = 0 elimina la mayoria de los
calculos engorrosos. El resultado es que el valor maximo de x ocurre cuando

6 = 0.61548 radianes, o 35.3°.

Esta conclusion se refuerza dibujando la trayectoria del proyectil para diferentes valores de
0 como se indica en la figura 3.23. De las tres trayectorias indicadas, notar que la distancia
recorrida es mayor para 6 = 35°.

La trayectoria de un proyectil con un angulo inicial 6
Figura 3.23 —
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1y 2, utilizar la grafica de f para determinar a)
el intervalo abierto mas grande sobre el cual f es creciente y b) el
intervalo abierto mas grande sobre el cual f es decreciente.

Loy 2. y
6 1
10 + |
4b\ y
8 f \ I
/\ 2 I
6 \

L

Z!
N e

4+
) 24
2 -2

2 4 6 8 10

En los ejercicios 3 a 8, utilizar la grafica para estimar los intervalos
abiertos sobre los cuales la funcion es creciente o decreciente. Pos-
teriormente determinar los mismos intervalos analiticamente.

=x2—6x+ 8 4. y=—(x+1)7?

—_ N W A
e T

5. y=7 - 6
,
4
H— >
- 2
-2
-4
1 X2
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— 2,,
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—4 -3 —

I
I
1
1
1
I
|
! X
i \‘N‘._\X ;71—— 123 4
|
7} 11 2 2+

13. f(x) =senx — 1, 0 < x <27
14. h(x) = cos%, 0<x<2m

15. y=x—2cosx, 0<x<2m

16. f(x) = cos?x —cosx, 0 <x <2

En los ejercicios 17 a 42, a) encontrar los puntos criticos de f (si los
hay), b) determinar el (los) intervalo(s) abierto(s) sobre los cuales la
funcion es creciente o decreciente, ¢) aplicar el criterio de la prime-
ra derivada para identificar todos los extremos relativos y d) utilizar
una herramienta de graficacién para confirmar los resultados.

17. f(x) = x? — 4x 18. f(x) = x>+ 6x + 10
19. f(x) = —2x2 4+ 4x + 3 20. f(x) = —(x2 + 8x + 12)
21. f(x) = 23 + 3x2 — 12x 22, fx) = x> —6x2 + 15
23. f(x) = (x — 1)*(x + 3) 24. f(x) = (x + 2)2(x — 1)
25. f(x) = x“;75x 26. f(x) = x* — 32x + 4
27. fx) = x'3 + 1 28. f(x) =x¥3 — 4
29. f(x) = (x + 2)?/3 30. f(x) = (x — 3)1/3
3L f(0) =5 — |x— 5| 32, f(0) =[x+ 3] — 1
1 X
33, f(x) = 2x + T 34. f(x) = i3
2 + 4
35. f(x) = xfi 5 36. f(x) = xe
x2—2x+1 x2—3x—4
00 ="0 B S0 ="
_4—x2, x=<0 O )2x+ 1, x= -1
39. f&x) = {—2x, x>0 40. f(x) = {xz -2, x>-—1

3x+1, x<1

41. f(x) = { 4. f(x) = {

5—x%, x>1

-3+ 1, x<0
—x2+2x, x>0

En los ejercicios 43 a 50, considerar la funcién sobre el intervalo (0,
2). Para cada funcion, @) encontrar el (los) intervalo(s) abierto(s)
sobre los cuales la funcién es creciente o decreciente, b) aplicar el
criterio de la primera derivada para identificar todos los extre-
mos relativos y ¢) utilizar una herramienta de graficacion para
confirmar los resultados.

43 flx) = % + cos x 44. f(x) = senxcosx + 5
45.  f(x) = senx + cosx 46. f(x) = x + 2senx
47, £(x) = cos?(2w) 48. f(x) = /3senx + cosx
49.  £(y) = con? 50. f(y) = —Senx

f(x) = sen®x + senx flx) T o’ x

@D En los ejercicios 51 a 56, a) utilizar un sistema de dlgebra por

En los ejercicios 9 a 16, identificar los intervalos abiertos sobre
los cuales la funcion es creciente o decreciente.

9. glx) =x>—2x — 8
11. y = xJ/16 — x?

10. h(x) = 27x — x°

4
12. y=x + —
X

computadora para derivar la funcion, b) dibujar las graficas de f
y f' en el mismo conjunto de ejes de coordenadas sobre el inter-
valo indicado, ¢) encontrar los puntos criticos de f en el intervalo
abierto y d) determinar el (los) intervalo(s) sobre el cual f’ es
positiva y el (los) intervalo(s) sobre el cual es negativa. Comparar
el comportamiento de f 'y el signo de f'.
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51, f(x) = 2xJ/9 — % [-3.3]
52. f(x) = 10(5 — /o2 = 3x + 16), [0,5]

53. f(r) = t?>sent, [0,2] 54. f(x) = 24 cosE, [0, 4]

2 2
55. f(x) = -3 seng, [0, 677]
56. f(x) = 2sen3x + 4cos3x, [0, 7]

En los ejercicios 57 y 58, utilizar la simetria, los extremos y
los ceros para dibujar la grafica de f. ;En qué difieren f'y g?

x> —4x3 + 3x
57. flx) = e

58. f(1) = cos’t —sen’t, g(t)=1— 2sen’t

g = x(x? = 3)

Para pensar En los ejercicios 59 a 64, 1a grafica de f se muestra
en la figura. Dibujar una grafica de la derivada de f.

59. M 60.

61. y 62. y
8
f 6 f
2 4
— } > x 2
-4 2 2 6 8 X
4 -6 -4 4 6
-6
63.

En los ejercicios 65 a 68, utilizar la grafica de f’ para a) identifi-
car el (los) intervalo(s) sobre el cual f es creciente o decreciente
y b) estimar los valores de x para los cuales f tiene un maximo o
minimo relativo.

65.
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67.

En los ejercicios 69 y 70, utilizar la grafica de f' para a) identifi-
car los puntos criticos de f y b) determinar si f tiene un maximo
relativo, un minimo relativo, o ninguno de los dos en cada punto
critico.

69. Y 70. Y

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 71 a 76, suponer que f es derivable para todo
x. Los signos de f' son como sigue.

f(x) >0en (—c0, —4)
f(x) < 0en (—4,6)
f(x) > 0en (6, 0)

Indicar la desigualdad apropiada para el valor de ¢ indicado.

Funcion Signo de g’(c)
71 gW) =f() +5 g'(0) 0
72, g) =3f(x) =3 g(=5 0
73, g) = —f(x) g'(=6) 0
74, glv) = —f(x) '(0) 0
75.  glx) = f(x — 10) £'(0) 0
76. g(x) = f(x — 10) g'(8) 0

77. Dibujar la grifica de la funcién arbitraria de f tal que

>0, x<4
f/(x) {indefinida, x = 4.
<0, x >4

Para discusion

78. Una funcién derivable de f tiene un punto criticoenx = 5.
Identificar los extremos relativos de f en el punto critico
sif'(4)=—-25yf'(6)=3.
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Parapensar Enlos ejercicios 79 y 80, la funcion f es derivable en el
intervalo indicado. La tabla muestra el valor de f'(x) para algunos
valores seleccionados de x. @) Dibujar la grifica de f, b) aproximar
los puntos criticos y c) identificar los extremos relativos.

79. f es derivable sobre [—1, 1].

x -1 —0.75 | —0.50 | —0.25

flx) | =10 | =32 —-0.5 0.8

x 0 0.25 0.50 0.75 1
) 5.6 3.6 —0.2 —-6.7 | —20.1

80. f es derivable sobre [0, 7].

x 0 /6 /4 /3 /2
fx) | 314 —023  -245 311 069
x 27/3 3mw/4 57/6 T
Sx) 3.00 1.37 —1.14 | —2.84
81. Rodamiento de un cojinete de bola Un cojinete de bola se
coloca sobre un plano inclinado y empieza a rodar. El 4ngulo de
elevacion del plano es . La distancia (en metros) que el cojinete

de bola rueda en 7 segundos es s(f) = 4.9(sen )7

a) Determinar la velocidad del cojinete de bola después de ¢
segundos.

b) Completar la tabla y utilizarla para determinar el valor
de 0 que produce la mdxima velocidad en un instante
particular.

0 0| w/4 | w/3 | w/2 | 2w/3 | 3w/4 | ™
s'(0)
82. Andlisis numérico, grdfico y analitico La concentracion C de

5

un compuesto quimico en el flujo sanguineo ¢ horas después
de la inyeccidn en el tejido muscular es

3t

O=m+e

t=0.

a) Completar la tabla y utilizarla para aproximar el tiempo en
el que la concentracién es mds grande.

t 005 1 152253

C()

Utilizar una herramienta de graficacién para representar
la funcién de concentracién y emplear la grafica para
aproximar el tiempo en el que la concentracién es mds
grande.

¢) Recurrir al calculo para determinar analiticamente el tiempo
en que la concentracion es mds grande.

83.

Andlisis numérico, grdficoy analitico Considerar las funcio-
nes f(x) = xy g(x) = sen x en el intervalo (0, ).

a) Completar la tabla y hacer una conjetura acerca de cudl es
la funcién mds grande en el intervalo (0, ).

x 05 1|15 2 25 3
f&)

g(x)

HF b) Utilizar la herramienta de graficacién para representar las

funciones y emplear las graficas para hacer una conjetura
acerca de cudl es la funcién mds grande en el intervalo
(0, m).

¢) Demostrar que f(x) > g(x) en el intervalo (0, 7). [Sugeren-
cia: Demostrar que h'(x) >0 donde h = f — g.]

84. Anadlisis numérico, grdfico y analitico Considerar las funcio-

nes f(x) = xy g(x) = tan x en el intervalo (0, 7/2).

a) Completar la tabla y realizar una conjetura acerca de cual
es la funcién més grande en el intervalo (0, 7/2).

x 02505
f&)

g(x)

075 | 1 ] 125 | 15

HF b) Utilizar una herramienta de graficacién para representar

85.

86.

87.

H:b)

las funciones y utilizar las gréificas para realizar una
suposicion acerca de cudl es la funcién mds grande en el
intervalo (0, 7/2).
¢) Demostrar que f(x) < g(x) en el intervalo (0, 7/2). [Suge-
rencia: Demostrar que h'(x) >0, donde h = g — f.]
Contraccion de la traquea La tos obliga a que la traquea (tubo
de viento) se contraiga, lo cual afecta la velocidad v del aire que
pasa a través de este conducto. La velocidad del aire cuando se
tosees v = k(R — r)r2, 0 < r < R donde k es una constante,
R es el radio normal de la traquea y r es el radio cuando se tose.
(Qué radio producird la maxima velocidad del aire?

Potencia La potencia eléctrica P en watts en un circuito de co-
rriente directa con dos resistores R, y R, conectados en paralelo es
_ _VRR,
(R, + R,)?
donde v es el voltaje. Si v y R, se mantienen constantes, ;qué
resistencia R, produce la potencia mdxima?

Resistencia eléctrica  Laresistencia R de cierto tipo de resistor
es

R = J0.001T* — 4T + 100

donde R se mide en ohms y la temperatura 7" se mide en grados
Celsius.

@ o) Utilizar un sistema algebraico por computadora para deter-

minar dR/dT y el punto critico de la funcién. Determinar
la resistencia minima para este tipo de resistor.

Utilizar una herramienta de graficacién para representar
la funcién R y usar la gréfica para aproximar la resistencia
minima de este tipo de resistor.
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qu 88. Modelado matemdtico Los activos al final del aflo para el Medi-
care Hospital Insurance Trust Fund (en miles de millones de
dolares) en los afios 1995 a 2006 se muestran a continuacion:

1995: 130.3; 1996: 124.9; 1997: 115.6; 1998: 120.4;
1999: 141.4; 2000: 177.5; 2001: 208.7; 2002: 234.8;
2003: 256.0; 2004: 269.3; 2005: 285.8; 2006: 305.4
(Fuente: U.S. Center for Medicare and Medicaid Services)

a) Utilizar las capacidades de regresion de la herramienta
de graficacién para encontrar un modelo de la forma
M = at* + bt3 + c* + dt + e paralos datos. (Dejar que
t = Srepresente a 1995.)

b) Utilizar una herramienta de graficacién para dibujar los
datos y representar el modelo.

¢) Encontrar en forma analitica el minimo del modelo y
comparar el resultado con los datos reales.

Movimiento a lo largo de una recta En los ejercicios 89 a 92,
la funcion s(f) describe el movimiento de una particula que se
mueve a lo largo de una recta. Para cada funcion, a) encontrar
la funcién de la velocidad de la particula en cualquier instante
t > 0, b) identificar el (los) intervalo(s) de tiempo cuando la par-
ticula se esta moviendo en la direccién positiva, ¢) identificar el
(los) intervalo(s) de tiempo cuando la particula se mueve en la
direccion negativa y d) identificar el instante en el que la particula
cambia su direccion.

89. s(t) =6r— 1>
91. s(t) =1 — 52+ 4t
92. (1) = 3 — 202 + 128t — 280

90. s(t) =2 —T7t+ 10

Movimiento a lo largo de una recta En los ejercicios 93 y 94, la
grafica muestra la posicion de una particula que se mueve a lo largo
de una recta. Describir como cambia la posicion de la particula
con respecto al tiempo.

93. s 94. s

36 9 1215 18

HF Creacion de funciones polinomiales En los ejercicios 95 a 98,

encontrar una funcién polinomial

f@)=ax"+a,_x"" '+ -+ayx?+ax+a,

que tiene inicamente los extremos especificados. @) Determinar
el grado minimo de la funcién y proporcionar los criterios que
se utilizaron para determinar el grado. b) Recurriendo al hecho
de que las coordenadas de los extremos son puntos solucion de la
funcion y al de que las coordenadas x son puntos criticos, deter-
minar un sistema de ecuaciones lineales cuya solucion produce los
coeficientes de la funcion requerida. ¢) Utilizar una herramienta de
graficacion para resolver el sistema de ecuaciones y determinar la
funcion. d) Utilizar la herramienta de graficacion para confirmar
su resultado.

95. Minimo relativo: (0, 0); maximo relativo: (2, 2)
96. Minimo relativo: (0, 0); maximo relativo: (4, 1000)
97. Minimo relativo: (0, 0), (4, 0); maximo relativo: (2, 4)
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98. Minimo relativo: (1, 2); maximo relativo: (—1, 4), (3, 4)
¢Verdadero o falso? En los ejercicios 99 a 103, determinar si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

99. Lasuma de dos funciones crecientes es creciente.
100. El producto de dos funciones crecientes es creciente.
101. Todo polinomio de grado n tiene (n — 1) puntos criticos.
102. Un polinomio de grado n tiene a lo mds (n — 1) puntos criticos.
103. Existe un maximo o minimo relativo en cada punto critico.
104. Demostrar el segundo caso del teorema 3.5.
105. Demostrar el segundo caso del teorema 3.6.

106. Utilizar las definiciones de funciones crecientes y decrecientes
para demostrar que f(x) = x° es creciente en (—eo, o).

107. Utilizar las definiciones de funciones creciente y decreciente
para demostrar que f(x) = 1/x es decreciente en (0, o).

Preparacion del examen Putnam

108. Encontrar el minimo valor de
|sen x + cos x + tan x + cot x + sec x + csc x|

con nimeros reales x.

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize
Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos
reservados.

[ FRovecro oe roasn

Arco iris

Los arco iris se forman cuando la luz incide sobre gotas de lluvia,
sufriendo reflexién y refraccién como se indica en la figura. (Esta
figura presenta una seccién transversal de una gota de lluvia esférica.)
La ley de la refraccion establece que (sen a)/(sen ) = k, donde
k =~ 1.33 (para el agua). El angulo de deflexion estd dado por D =
+ 2a — 46.
a) Utilizar una herramienta de graficacién para representar
D=m+20—4sen”(1/k sen ),
0<oa<nm/2.

b) Demostrar que el angulo minimo
de la deflexion ocurre cuando

K2 —1
3

CoS a =

Para el agua, (cudl es el dngulo minimo de deflexién, D ? (El
dngulo 7 — D__ recibe el nombre de dngulo de arco iris.) {Qué
valor de « produce este dngulo minimo? (Un rayo de luz solar
que incide sobre una gota de lluvia a este dngulo, «, se conoce
como un rayo de arco iris.)

PARA MAYOR INFORMACION  Para mayor informacién acerca
de las matematicas de los arco iris, consultar el articulo “Somewhere
Within the Rainbow” de Steven Janke en The UMAP Journal.
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Iml Concavidad y el criterio de la segunda derivada

=35 -x
3
) L+
COI’.ICaVa -~ m=0 Coéncava
hacia abajo i i
‘ hacia arriba
=-1
% 3 <~
-2 -1 1

I
! m=0,
I 71 T !
| I
| I
| I
| I
! |
1 y !
| I
| I
| I
| I
1 1+ !
| I
! l
| I

1 (=1, 0) (1,0)!

T

2 -1 1
0, -1)
f@=x-1

f” es decreciente

[’ es creciente

La concavidad de f'se relaciona con la

monotonia de la derivada
Figura 3.25

® Determinar intervalos sobre los cuales una funcién es céncava hacia arriba o céncava
hacia abajo.

= Encontrar cualesquiera puntos de inflexién de la grafica de una funcién.

B Aplicar el criterio de la segunda derivada para determinar extremos relativos de una
funcién.

Concavidad

Ya se ha visto que localizar los intervalos en los que una funcién f es creciente o decreciente
ayuda a describir su grafica. En esta seccidn, se verd como el localizar los intervalos en los
que f' es creciente o decreciente puede utilizarse para determinar donde la grafica de f se
curva hacia arriba o se curva hacia abajo.

DEFINICION DE CONCAVIDAD

Sea f derivable en un intervalo abierto /. La gréfica de f es céncava hacia arriba
sobre I si f' es creciente en el intervalo y céncava hacia abajo en I'si f' es decreciente
en el intervalo.

La siguiente interpretacion gréfica de concavidad es util. (Ver el apéndice A para una
prueba de estos resultados.)

1. Sea f derivable sobre un intervalo abierto /. Si la gréafica de f es concava hacia arriba
en /, entonces la grafica de f yace sobre todas sus rectas tangentes en /.
(Ver la figura 3.24a.)

2. Sea f derivable en un intervalo abierto /. Si la grafica de f es cdncava hacia abajo en
1, entonces la grafica de f yace debajo de todas sus rectas tangentes en .
(Ver la figura 3.24b.)

Concava hacia arriba,
[ es creciente. §

Coéncava hacia abajo,
f” es decreciente.

a) La gréfica de f'se encuentra sobre sus
rectas tangentes
Figura 3.24

b) La grafica de f'se encuentra debajo de sus
rectas tangentes

Para determinar los intervalos abiertos sobre los cuales la gréfica de una funcién f es
céncava hacia arriba o hacia abajo, se necesita determinar los intervalos sobre los cuales f’
sea creciente o decreciente. Por ejemplo, la gréfica de

fy=4x"-x

es concava hacia abajo en el intervalo abierto (—00, 0) debido a que f'(x) = x*> — 1 es ahi
decreciente. (Ver la figura 3.25.) De manera similar, la grafica de f es céncava hacia arriba
en el intervalo (0, ©0) debido a que f’ es creciente en (0, ).



Un tercer caso del teorema
3.7 podria ser que si f"(x) = 0 para
todo x en /, entonces fes lineal. Notar,
sin embargo, que la concavidad no se
define para una recta. En otras palabras
una recta no es ni céncava hacia arriba

ni concava hacia abajo. |
6
®)=——
} i x2+3
b3+ |
! |
f'@>0 L f0>0
Céncava . Concava
hacia arriba o hacia arriba
! 1-f"(x0)<0
H Coéncava
. hacia abajo
] Il ] ] X
T T T T
-2 -1 1 2
-1+

A partir del signo de f” se puede determi-
nar la concavidad de la grafica de f
Figura 3.26
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El siguiente teorema muestra cémo utilizar la segunda derivada de una funcién f
para determinar intervalos sobre los cuales la gréifica de f es céncava hacia arriba o hacia
abajo. Una prueba de este teorema sigue directamente del teorema 3.5 y de la definicion
de concavidad.

TEOREMA 3.7 CRITERIO DE CONCAVIDAD

Sea f una funcién cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto /.

1. Si f"(x) > 0 para todo x en I, entonces la grifica de f es concava hacia arriba
enl

2. Si f"(x) < 0 para todo x en I, entonces la gréafica de f es concava hacia abajo
enl

Para aplicar el teorema 3.7, se localizan los valores de x para los cuales f"(x) = 0o f”
no existe. Segundo, se usan los valores de x para determinar los intervalos de prueba. Por
ultimo, se prueba el signo de f"(x) en cada uno de los intervalos de prueba.

EJEMPLO I Determinacion de la concavidad

Determinar los intervalos abiertos en los cuales la grafica de

fx)=

2
X +3
es concava hacia arriba o hacia abajo.

Solucién Se empieza observando que f es continua en toda la recta real. A continuacion,
se encuentra la segunda derivada de f.

flx) = 6(* + 3)7! Reescribir la funcion original.
Fx) = (—6)(x> + 3)72(2x) Derivar.
—12x

= m Primera derivada.
oy = 2+ 3A=12) — (Z120)(2)(° + 3)(2x) .
fx) = (2 + 3)* Derivar.

36(x2 — 1) '
= m Segunda derivada.

Como f"(x) = 0 cuando x = =1y f” se define en toda la recta real, se debe probar f” en
los intervalos (—o0, —1), (—1, 1) y (1, ©0). Los resultados se muestran en la tabla y en la
figura 3.26.

Intervalo —o<x< —1 —l<x<1 l <x<oo
Valor de prueba x=-2 x=0 x=2

Signo de f"(x) f(=2)>0 f710) <0 f12) >0
Conclusion Coéncava hacia arriba| Concava hacia abajo | Céncava hacia arriba

La funcién dada en el ejemplo 1 es continua en toda la recta real. Si hay valores de x
en los cuales la funcién no es continua, dichos valores deben usarse junto con los puntos en
los cuales f"(x) = 0 o f"(x) no existe para formar los intervalos de prueba.
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Coéncava
hacia arriba

Coéncava
hacia arriba

Coéncava
hacia abajo

Figura 3.27

Céncava
hacia
arriba

Céncava

hacia abajo

Céncava
hacia arriba

Coéncava
hacia abajo

I
y

Céncava
hacia abajo

Céncava

hacia

arriba

7

La concavidad de f cambia en un punto
de inflexion. Notar que la grafica cruza su
recta tangente en un punto de inflexion

Figura 3.28

Aplicaciones de la derivada

EJEMPLO 2 Determinacion de la concavidad

2

. . . . x +1
Determinar los intervalos abiertos sobre los cuales la grafica de f(x)=—;
hacia arriba o hacia abajo.

es concava

Solucién Al derivar dos veces se obtiene lo siguiente

2
flx) = ; J_F ‘11 Escribir la funcién original.
2 _ — (42
f’(x) = (x 4)(%)2 ‘(:;2 * l)(Zx) Derivar.
2 —
= % Primera derivada.
X2 —
2 _ A)2(— _ (= 2 _
) = = 4R 10) (xz(_ L?i‘)(”(x ey L
2
= % Segunda derivada.
2 — 4)

No hay puntos en los cuales f”(x) = 0, pero en x = *2 la funcién f no es continua, por lo
que se prueba la concavidad en los intervalos (—0, —2), (=2, 2) y (2, @), como se ilustra
en la tabla. La gréfica de f se muestra en la figura 3.27.

Intervalo —o<x < —2 —2<x<?2 2<x<oo
Valor de prueba x= =3 x=0 x=3

Signo de f"(x) f1(=3)>0 f10) <0 f3) >0
Conclusion Coéncava hacia arriba | Céncava hacia abajo | Céncava hacia arriba

Puntos de inflexion

La gréfica en la figura 3.26 tiene dos puntos en los cuales cambia la concavidad. Si la recta
tangente a la gréfica existe en un punto de este tipo, ese punto es un punto de inflexion. Se
muestran tres tipos de puntos de inflexién en la figura 3.28.

DEFINICION DE PUNTO DE INFLEXION

Sea f una funcién que es continua en un intervalo abierto y sea ¢ un punto en ese
intervalo. Si la grdfica de f tiene una recta tangente en este punto (c, f(c)), entonces
este punto es un punto de inflexion de la gréfica de f si la concavidad de f cambia
de céncava hacia arriba a céncava hacia abajo (o de concava hacia abajo a concava
hacia arriba) en ese punto.

(01 La definicion de punto de inflexion dada en este libro requiere que la recta tangente exista
en el punto de inflexion. Algunos libros no requieren esto. Por ejemplo, en este libro no se considera
que la funcién

X3, x<0

x2+2x, x=0

) —{

tenga un punto de inflexién en el origen, aun cuando la concavidad de la grafica cambia de céncava
hacia abajo a céncava hacia arriba. |



foo) = x* — 4x3
18+
Puntos de
9 . L.
inflexion
f f f f
-1 2 3
_9 4
—18 +
=27 +
Concava Concava Céncava
hacia arriba  hacia abajo hacia arriba

Pueden ocurrir puntos de inflexion donde

f"(x) = 00f"no existe

Figura 3.29

flx) =x*

f"(x) = 0, pero (0, 0) no es un punto de

inflexion
Figura 3.30
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Para localizar los posibles puntos de inflexién, se pueden determinar los valores de x
para los cuales f”(x) = 0 o f"(x) no existe. Esto es similar al procedimiento para localizar
los extremos relativos de f.

TEOREMA 3.8 PUNTO DE INFLEXION

Si (¢, f(c)) es un punto de inflexion de la gréfica de f, entonces f"(¢) = 0 o f” no
existe en x = c.

EJEMPLO 3 Determinacion de los puntos de inflexion

Determinar los puntos de inflexién y analizar la concavidad de la grifica de f(x) =
x—4x3.

Solucion La derivacion doble produce lo siguiente.

f(x) = x4 — 4x3 Escribir la funcién original.
flx) = 4x3 — 1252

F(x) = 12x% — 24x = 12x(x — 2)

Encontrar la primera derivada.

Encontrar la segunda derivada.

Haciendo f"(x) = 0 es posible determinar que los puntos de inflexion posibles ocurren en
x = 0yx = 2. Al probar los intervalos determinados por estos valores de x, se puede concluir
que ambos producen puntos de inflexion. Un resumen de esta prueba se presenta en la tabla,
y la gréfica de f se ilustra en la figura 3.29.

Intervalo —co<x<0 0<x<?2 2<x<oo
Valor de prueba x=-1 x=1 x=3

Signo de f"(x) f(=1)>0 1) <0 f73) >0
Conclusion Concava hacia arriba | Céncava hacia abajo | Céncava hacia arriba

El reciproco del teorema 3.8 por lo general no es cierto. Esto es, es posible que la se-
gunda derivada sea 0 en un punto que no es un punto de inflexién. Por ejemplo, la grafica
de f(x) = x* se muestra en la figura 3.30. La segunda derivada es 0 cuando x = 0, pero el
punto (0, 0) no es un punto de inflexién porque la grafica de f es céncava hacia arriba en
ambos intervalos —0 <x <0y 0 <x <00,

EXPLORACION

Considerar una funcién cubica general de la forma
f(x)=ax’ +bx> +cx+d.

Se sabe que el valor de d tiene relacion con la localizacion de la grafica, pero no con
el valor de la primera derivada en los valores dados de x. Graficamente, esto es cierto
debido a que los cambios en el valor de d desplazan a la gréafica hacia arriba o hacia
abajo, pero no cambian su forma bésica. Utilizar una herramienta de graficacién para
representar varias funciones cubicas con diferentes valores de c. Después proporcio-
nar una explicacién grafica de por qué los cambios en ¢ no afectan los valores de la
segunda derivada.
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f©>0

Concava
hacia arriba

Sif'(c) =0y f"(c) >0, f(c) es un minimo
relativo

y

() <0

I
Concava
hacia abajo

I

I

I

I

I

I

1

1

L X
‘ \

Sif'(c) =0y f"(c) <0, f(c) es un maximo
relativo
Figura 3.31

f(x) = -3x> + 513

y Maiéximo
relativo
.l (1,2)

Aplicaciones de la derivada

Criterio de la segunda derivada

Ademas de un método para analizar la concavidad, es posible utilizar la segunda derivada para
efectuar una prueba simple correspondiente a los maximos y minimos relativos. Se basa en
el hecho de que si la grafica de una funcién f es concava hacia arriba en un intervalo abierto
que contiene a c y f'(c) = 0, f(c) debe ser un minimo relativo de f. De manera similar, si
la grafica de una funcion es céncava hacia abajo en un intervalo abierto que contiene a ¢ y
f'(c) = 0, f(c) debe ser un maximo relativo de f (ver la figura 3.31).

TEOREMA 3.9 CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Sea f una funcidn tal que f'(¢) = 0y la segunda derivada de f existe en un intervalo
abierto que contiene a c.

1. Si f"(c) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en (c, f(c)).
2. Si f"(c) <0, entonces f tiene un maximo relativo en (c, f(c)).

Si f"(c) = 0, entonces el criterio falla. Esto es, f quiza tenga un maximo relativo, un
minimo relativo o ninguno de los dos. En tales casos, se puede utilizar el criterio de
la primera derivada.

Sif'(c) = 0y f"(c) >0, existe un intervalo abierto / que contiene a ¢ para

el cual

F@-f© _fw_,

X—C

X—C

para todo x # cen I. Si x < ¢, entonces x — ¢ <0y f'(x) < 0. Ademads, si x > ¢, entonces
x—c¢>0y f'(x)>0. De tal modo, f'(x) cambia de negativa a positiva en c, y el criterio de
la primera derivada implica que f(c) es un minimo relativo. Una demostracién del segundo
caso se deja al lector.

EJEMPLO 4 Empleo del critero de la segunda derivada
Encontrar los extremos relativos correspondientes a f(x) = —3x° + 5x°.

Solucién Empezando con la determinacién de los puntos criticos de f.

)= —15x* + 15x2 = 15x*(1 — x) =0
x=-1,0,1

Igualar f"(x) a cero.

Puntos criticos.
Empleando
fx) = —60x3 + 30x = 30(—2x% + x)

se puede aplicar el criterio de la segunda derivada como se indica a continuacion.

0,0

LY 27
Minimo
relativo

(0, 0) no es ni un minimo relativo ni un

maximo relativo
Figura 3.32

Punto (—1,-2) (1,2) (0,0)
Signo de f”(x) f(=1) >0 (1) <o f70)=0
Conclusion Minimo relativo Maiximo relativo Falla de la prueba

Como el criterio de la segunda derivada no decide en (0, 0), es posible utilizar el criterio
de la primera derivada y observar que f aumenta hacia la izquierda y hacia la derecha de
x = 0. De tal modo, (0, 0) no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo (aun cuando
la grafica tiene una recta tangente horizontal en este punto). La grafica de f se muestra en la
figura 3.32.



SECCION 3.4

Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4 se muestra la grafica de f. Establecer los
signos de f’ y f” sobre el intervalo (0, 2).

1. v 2. Y
: /
[ f : [ }
} ; X | ; X
1 2 1 2
3. 4, v

o -
—_
N -

En los ejercicios 5 a 18, determinar los intervalos abiertos en lo
cuales la grafica es concava hacia arriba o concava hacia abajo.

6. y=—x>+3x>-2
8. h(x) =x>—5x+2

S5.y=x>—x—-2

7. glx) = 3x2 — ¥

9. flx) = —x* + 6x2 — 9x — 1
10. f(¥) = 5 + 5¢ — 4002

11 f(x) = 2 3_412 12. f(x) = %
13. f(x) = ﬁ f i 14, y = —3x% + 3%3 + 135x
15. glx) = fj ; 16. h(x) = ;‘i - 11
17. y = 2x — tanx, (—gg) 18. y=x+ seix’ (=, m

En los ejercicios 19 a 36, encontrar los puntos de inflexion y ana-
lizar la concavidad de la grafica de la funcion.

19. f(x) = 3x* + 253

20. f(x) = —x* + 24x2

21, f(x) = x3 — 652 + 12x

22, f(x) = 2x* = 3x>— 12x + 5
23, f(x) = 3x* — 222

25. f(x) = x(x — 4)°

27. fx) =xJ/x + 3

24. f(x) =2x* — 8x + 3
26. f(x) = (x —2)3(x — 1)
28. f(x) = xv9 — x

29. f(x) = xi . 30. f(x) = "}Cl
31. f(x) = sen%, [0, 47 32. f(x) = 2 csc % (0, 27m)
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33. f(x) = sec(x - g) (0, 4m)

34. f(x) = senx + cosx, [0,2m7]
35. f(x) = 2senx + sen2x, [0, 27]
36. f(x) = x + 2cosx, [0,2m]

Enlos ejercicios 37 a 52, encontrar todos los extremos relativos. Uti-
lizar el criterio de la segunda derivada donde sea conveniente.

37. f(x) = (x — 5) 38. f(x) = —(x — 5)2
39. f(x) = 6x — x* 40. f(x) = x> +3x — 8
4L f(x) = x* =32 +3 42. f(x) = 2 = 52 + Tx
43. f(x) = x* — 43 + 2 44, f(x) = —x* + 43 + 82
45. glx) = x%(6 — x)* 46. g(x) = —5(x + 2)°(x — 4P
47. f(0) = ¥ = 3 48. fv) = a2+ 1

4 X
49. fo) =x + 50. /() = ——

51. f(x) = cosx — x, [0, 4]
52. f(x) = 2senx + cos 2x, [0, 2]

s @ En los ejercicios 53 a 56, recurrir a un sistema algebraico por

computadora para analizar la funcion sobre el intervalo que
se indica. a) Encontrar la primera y la segunda derivadas de la
funcién. b) Determinar cualesquiera extremos relativos y puntos
de inflexion. ¢) Representar graficamente f, f' y f” en el mismo
conjunto de ejes de coordenadas y establecer la relacion entre el
comportamiento de f'y los signos de f’ y f”.

53. f(x) = 0.2x2(x — 3)3, [—1,4]
54. f(x) = x2V6 — x2, [— /6, \/6]
55. f(x) = senx — % sen3x + £ sen 5x, [0, 7]

56. f(x) = V/2xsenx, [0,27]

Desarrollo de conceptos

57. Considerar a una funcién f tal que f’ es creciente. Dibujar
grificas de f paraa) f' <0y b) f' >0.

58. Considerar a una funcion f tal que f’ es decreciente. Dibujar
graficas de f paraa) f' <0y b) f' >0.

59. Dibujar la grafica de una funcién f tal que no tenga un punto
de inflexidn en (c, f(c)) aun cuando f"(c) = 0.

60. Srepresenta las ventas semanales de un producto. ;Qué puede
decirse de S” y S” en relacion con cada uno de los siguientes
enunciados?

a) El ritmo de cambio de las ventas esta creciendo.

b) Las ventas estdn creciendo a un ritmo mads lento.

¢) Elritmo de cambio de las ventas es constante.

d) Las ventas estdn estables.

e) Las ventas estdn declinando, pero a una velocidad
menor.

f) Las ventas se han desplomado y han empezado a
crecer.
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En los ejercicios 61 a 64, se muestra la grafica de f. Representar gra-
ficamente f, f' y f” en el mismo conjunto de ejes de coordenadas.

61.

63.

Y 62. y

|
o -

;
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
T
2 3 4

Para pensar En los ejercicios 65 a 68, dibujar la grafica de una
funcién f que tenga las caracteristicas indicadas.

65.

67.

69.

f2)=f4)=0
f(x) <0six<3

66. f(0)=f(2) =0
f(x) >0six <1

£7(3) no existe. f(1)=0

f(x) >0six >3 fx) <0six > 1
fx) <0,x 3 fx) <0
f@)=f4) =0 68. f(0)=f(2)=0
fx) >0six <3 fx) < 0six < 1
f/(3) no existe. =0

fx) <0six >3 fx) > 0six > 1
fx) >0,x 3 f(x) >0

Para pensar La figura muestra la gréafica de f”. Dibujar una
gréfica de f. (La respuesta no es tnica.)

y P
6\
5 -
4 -
3+ —
) f
14 d
} T —+ X ¢
-1 12 N4 5 I
Figura para 69 Figura para 70

Para discusion

70.

Para pensar Se vierte agua en el florero que se muestra
en la figura a una velocidad constante.

a) Representar graficamente la profundidad d del agua
en el florero como una funcién del tiempo.

b) ;La funcion tiene algin extremo? Explicar.

¢) Interpretar los puntos de inflexion de la grafica de d.

71.

dea)

72.

Conjetura Considerar la funcion f(x) = (x — 2)".

Emplear una herramienta de graficacion para representar

fconrespecto an = 1, 2,3y 4. Utilizar las graficas para

realizar una conjetura acerca de la relacion entre n y cua-

lesquiera de los puntos de inflexién de la grafica de f.

b) Verificar la conjetura del apartado a).

a) Representar gréficamente f(x) = I/x eidentificar el punto
de inflexién.

b) (Existe f"(x) en el punto de inflexion? Explicar.

En los ejercicios 73 y 74, determinar a, b, ¢ y d tales que la funcién
cibica f(x) = ax® + bx> + cx + d satisfaga las condiciones que
se indican.

73.

75.

Maiximo relativo: (3, 3) 74.
Minimo relativo: (5, 1) Minimo relativo: (4, 2)
Punto de inflexion: (4, 2) Punto de inflexion: (3, 3)
Trayectoria de planeo de un avion Un pequefio avién empieza
su descenso desde una altura de 1 milla, 4 millas al oeste de la
pista de aterrizaje (ver la figura).

Maiximo relativo: (2, 4)

f f f x

-3 -2 =il

o

S
=

Encontrar la funcién cibica f(x) = ax® + bx*> + cx + den
el intervalo [—4, 0] que describe una trayectoria de planeo
uniforme para el aterrizaje.

b) Lafuncién del apartado @) modela la trayectoria de planeo
del avién. Cudndo descenderia el avién a la velocidad mas
rapida?

PARA MAYORINFORMACION  Paramayor informacién acerca de
este tipode modelacion, ver el articulo “How Not to Land at Lake Tahoe!”
de Richard Barshinger en The American Mathematical Monthly.

76.

Diseiio de autopistas Una seccion de autopista que conecta
dos laderas con inclinacién de 6 y 4% se va a construir entre
dos puntos que estdn separados por una distancia horizontal de
2000 pies (ver la figura). En el punto en que se juntan las dos
laderas, hay una diferencia de altura de 50 pies.

y

_A~u£0pista B(1000,90) _ ==" vﬁmm

B A1 - =& aciOn
i 6% jor ~.(. S50 o= " 8% {ponmact

______

X
No estd dibujado a escala

a) Disefiar una seccién de la autopista que conecte las lade-
ras modeladas por la funcién f(x) = ax’ + bx* + cx +d
(—=1000 < x <1000). En los puntos A y B, la pendiente
del modelo debe igualar la inclinacién de la ladera.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar el
modelo.

¢) Emplear una herramienta de graficacién para representar
la derivada del modelo.

d) Determinar la parte mas inclinada de la seccién de transi-
cion de la autopista.
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77. Deflexion de viga La deflexién D de una viga de longitud L es
D = 2x* — 5Lx* + 3L%?, donde x es la distancia a un extremo
de la viga. Determinar el valor de x que produce la maxima
deflexion.

78. Gravedad especifica Un modelo para el peso especifico del
agua S es

_ 5755, 8521, 6540

§ 108 106 103

T+ 099987, 0 < T < 25

donde T es la temperatura del agua en grados Celsius.

@Y o) Utilizar un sistema algebraico por computadora para de-
terminar las coordenadas del valor maximo de la funcién.
b) Dibujar una grafica de la funcién sobre el dominio especi-
ficado. (Utilizar un ajuste en el cual 0.996 < § <1.001.)
¢) Estimar el peso especifico del agua cuando 7' = 20°.

79. Costo promedio Un fabricante ha determinado que el costo
total C de operacion de una fabricaes C = 0.5x* + 15x + 5000,
donde x es el nimero de unidades producidas. ;En qué nivel de
produccién se minimizard el costo promedio por unidad? (El
costo promedio por unidad es C/x.)

80. Costo de inventario El costo total C para pedir y almacenar
x unidades es C = 2x + (300000/x). ;Qué tamafio de pedido
producird un costo minimo?

81. Crecimiento de ventas Las ventas anuales S de un nuevo

500072
8 + 12’

producto estdn dadas por § = 0 <t < 3, donde tes

el tiempo en afios.

a) Completar la tabla. Después utilizarla para estimar cuando
las ventas anuales se incrementan a ritmo mas alto.

t 105 1152253

ﬂ: b) Utilizar una herramienta de graficacion para represen-
tar la funcién S. Después emplear la grafica para estimar
cudndo las ventas anuales estdn creciendo mas rdpida-
mente.

¢) Encontrar el tiempo exacto en el que las ventas anuales
crecen al ritmo més alto.

i 82,

Modelado matemdtico La tabla muestra la velocidad media
S (palabras por minuto) a la que teclea un estudiante de meca-
nograffa después de ¢ semanas de asistir a clase.

t 5 110 1520 |25 30

S |38 56 79|90 | 93 | 94

10072
65 + 17
a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar

los datos y el modelo.
b) Utilizar la segunda derivada para determinar la concavidad
de S. Comparar el resultado con la gréfica del apartado a).
¢) (Cudles el signo de la primera derivada para t > 0? Com-
binando esta informacién con la concavidad del modelo,
(,qué se puede inferir sobre la velocidad cuando 7 crece?

Un modelo para los datos es § = t >

FE 87,
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FIF Aproximaciones lineal y cuadrdtica En los ejercicios 83 a 86,

utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcion. Representar después las aproximaciones lineal y
cuadratica

P,(x) = f(a) + fa)(x — a)

y

Pyx) = f(@) + f(@)x — a) + 3f"(@(x — a)?

en la misma ventana de observacion. Comparar los valores de

f, P,y P,y sus primeras derivadas en x = a. ;Cémo cambia la
aproximacion cuando se aleja de x = a?

Funcion Valor de a
83. f(x) = 2(senx + cos x) a= 11
84. f(x) = 2(senx + cos x) a=0
85. fly)=V1-x a=0
86. f(x) = Vx a=2

x— 1

Utilizar una herramienta de graficacién para representar y = x
sen(1/x). Demostrar que la gréfica es concava hacia abajo hacia
la derecha de x = 1/r.

88. Mostrar que el punto de inflexién de f(x) = x(x — 6)* se en-
cuentra a medio camino entre los extremos relativos de f.

89. Comprobar que toda funcién ctibica con tres distintos ceros reales
tiene un punto de inflexién cuya coordenada x es el promedio
de los tres ceros.

90. Mostrar que el polinomio cuibico p(x) = ax® + bx* + cx +d
tiene exactamente un punto de inflexién (x,, y,), donde
I R R
073, Y V0T 2 T 3 '
Utilizar esta féormula para determinar el punto de inflexién de
p(x) = x> —3x* + 2.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 91 a 94, determinar si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar la razon o
proporcionar un contraejemplo.

91. La grificade todo polinomio cibico tiene precisamente un punto
de inflexién.

92. La gréfica de f(x) = 1/x es c6ncava hacia abajo parax <0y
concava hacia arriba para x > 0, y por ello tiene un punto de
inflexién en x = 0.

93. Sif'(c) >0, entonces f es concava hacia arriba en x = c.

94. Si f"(2) = 0, entonces la gréfica de f debe tener un punto de
inflexién en x = 2.

En los ejercicios 95y 96, considerar que f'y g representan funciones
derivables tales que " # 0y g” # 0.

95. Demostrar que si 'y g son concavas hacia arriba en el intervalo
(a, b), entonces f + g es también concava hacia arriba en (a, b).

96. Demostrar que si f y g son positivas, crecientes y concavas hacia
arriba en el intervalo (a, b), entonces fg es también concava
hacia arriba en (a, b).



198

CAPITULO 3

Aplicaciones de la derivada

Im Limites al infinito

flx) >3
cuando x — —o

| | | |

fx) — 3

cuando x — oo

T T T T

-4 3 2 -1

El limite de f(x) cuando x tiende a —00 o

coes3
Figura 3.33

|
T

1

|
T

2

|
T

3

|
T

4

La afirmacién lim f(x)=L
o lim f(x) = L significa que el limite
|

existe y el limite es igual a L.

X

f (x) estd dentro de € unidades de L cuando

X — 00
Figura 3.34

® Determinar limites (finitos) al infinito.
® Determinar las asintotas horizontales, si las hay, de la grafica de una funcién.
® Determinar limites infinitos en el infinito.

Limites en el infinito

Esta seccion analiza el “comportamiento final (o asintdtico)”” de una funcién en un intervalo
infinito. Considerar la grafica de

3x2

x2+1

fx)=

como se ilustra en la figura 3.33. Graficamente, puede verse que los valores de f(x) parecen
aproximarse a 3 cuando x crece o decrece sin limite. Se puede llegar numéricamente a las
mismas conclusiones, como se indica en la tabla.

X — o0& — o0

f(x) -3

< D

La tabla sugiere que el valor de f(x) se aproxima a 3 cuando x crece sin limite (x — 00). De
manera similar, f(x) tiende a 3 cuando x decrece sin limite (x — —00). Estos limites en el
infinito se denotan mediante

lim f(x) =3

x decrece sin limite. x crece sin limite.

—100
2.9997

—10
2.97

10
2.97

100
2.9997

3¢ 1.5, 0 |15

f(x) se aproxima a 3. f(x) se aproxima a 3.

Limite en infinito negativo.

lim f(x) = 3. Limite en infinito positivo.
X—>00

Decir que un enunciado es cierto cuando x crece sin limite significa que para algin
ndmero real (grande) M, el enunciado es verdadero para fodo x en el intervalo {x: x > M}.
La siguiente definicion recurre a este concepto.

DEFINICION DE LIMITES AL INFINITO

Sea L un nimero real.
1. Elenunciado lim f(x)= L significa que para cada € > 0 existe un M > 0 tal que
X—>—oco

|f(x) - L| < €siempre que x > M.

2. Elenunciado lim f(x)= L significa que para cada £ > 0 existe un N < 0 tal que

|f(x) - L| < esiempre que x < N.

La definicién de un limite al infinito se muestra en la figura 3.34. En esta figura, se
advierte que para un nimero positivo dado € existe un ndimero positivo M tal que, para x >
M, la grafica de f estard entre las rectas horizontales dadas pory =L+ eyy =L — &



EXPLORACION

Utilizar una herramienta de grafica-
cién para hacer la representacion

_ 2x*+4x-6

f@= 3x+2x—16"

Describir todas las caracteristicas
importantes de la gréfica. ;Se
puede encontrar una sola ventana
de observacion que muestre con
claridad todas esas caracteristicas?
Explicar el razonamiento.

(Cudles son las asintotas horizon-
tales de la grafica, de manera que
ésta se encuentre dentro de 0.001
unidades de su asintota horizontal?
Explicar el razonamiento.
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Asintotas horizontales

En la figura 3.34, la grafica de f se aproxima a la recta y = L cuando x crece sin limite. La
recta y = L recibe el nombre de asintota horizontal de la grifica de f.

DEFINICION DE UNA ASINTOTA HORIZONTAL

Larecta y = L es una asintota horizontal de la gréfica de f si

lim f(x) =L o lim f(x) = L.

x——o0 X—00

Noétese que a partir de esta definicion se concluye que la grafica de una funcion de
x puede tener a lo mucho dos asintotas horizontales (una hacia la derecha y otra hacia la
izquierda).

Los limites al infinito tienen muchas de las propiedades de los limites que se estudiaron
en la seccidn 1.3. Por ejemplo, si existen tanto lgn f)y 11’_r)n g(x), entonces

lim [f(x) + g(&)] = lim f(x) + lim g(x)

Tim [f()g(0)] = [ lim f(x)][ lim g(x)]

Se cumplen propiedades similares para limites en —co0.
Cuando se evalian limites al infinito, resulta de utilidad el siguiente teorema. (Una
prueba de este teorema se da en el apéndice A.)

TEOREMA 3.10  LIMITES AL INFINITO

Si r es un nimero racional positivo y ¢ es cualquier nimero real, entonces

Ademas, si x” se define cuando x < 0, entonces

3 c
lim — =0.
x—>—0 X

EJEMPLO | Determinacion del limite al infinito

L . 2
Encontrar el limite: lim |5 — —|.
X—00 X

Solucién Utilizando el teorema 3.10, es posible escribir

2
Iim (5—7>— lim 5 — lim —
xX—00 X X—00 xX—0 X

=5-0
=5.

Propiedad de limites.
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EJEMPLO 2 Determinacion de un limite al infinito

2x — 1

Determinar el limite: lim .
x—ooo x + 1

Solucion  Advertir que tanto el numerador como el denominador tienden a infinito cuando
x tiende a infinito.

/rh’m (2x—1) > o0
X—00
. 2x—1
lggax+1
T~ im (x+1) = oo

X—0C0

(e o)
NUTA Cuandp se encuentra una Esto produce una forma indeterminada — . Para resolver este problema, es posible dividir
forma indeterminada tal como la del oo

ejemplo 2, se debe dividir el numerador  tanto el numerador como el denominador entre x. Después de eso, el limite puede evaluarse
y el denominador entre la potencia mds  como se muestra.

alta de x en el denominador. |
2x — 1
I 2x— 1 I X
x‘j{}o x+ 1 - ngo x+1 Dividir el numerador y el denominador entre x.
X
1
-
Y . X
| B )E{}o 1 Simplificar.
L eT 1+ =
L5 X
L ad . .1
! Do 1l Iim 2 — lim —
1 3 S = a1l x> X—00 X
1 - 1 Tomar limites del numerador y el denominador.
7777777777777 R R lim 1 + lfm —
| x—00 x—0 X
1 ] —
1 / ~2-0
_; _i _i _; ? / i ; g * T+ 0 Aplicar el teorema 3.10.
-1
: /Z =2

De tal modo, larecta y = 2 es una asintota horizontal a la derecha. Al tomar el limite cuando

J = 2es unaasintota horizontal x — —oo, puede verse que y = 2 también es una asintota horizontal hacia la izquierda. La

Figura 3.35 grafica de la funcién se ilustra en la figura 3.35.
TECNOLOGIA Se puede verificar que el limite del ejemplo 2 es razonable evaluando
f(x) para unos pocos valores positivos grandes de x. Por ejemplo,
3 f(100) = 1.9703, f(1000) = 1.9970 'y f(10000) =~ 1.9997.
Otra forma de verificar que el limite obtenido es razonable consiste en representar la gra-
fica con una herramienta de graficacion. Por ejemplo, en la figura 3.36, la grafica de
2x — 1
0 : 80 flx) = T 1

Cuando x aumenta, la grafica de fse mueve
més y mas cerca a la recta y = 2 se muestra con la recta horizontal y = 2. Notar que cuando x crece, la grafica de f se
Figura 3.36 mueve mds y mds cerca de su asintota horizontal.
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24 = 1
i P+l
/\
-2 -1 1 2
lim f{x) =0 lim f{x) =0
X = —o0 X — o0

ftiene una asintota horizontal en y = 0
Figura 3.37

X
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EJEMPLO 3 Una comparacion de tres funciones racionales

Determinar cada limite.

. 2x+5 o 2x*+5 23+ 5
a) xlggo 3x2+ 1 b) xlggo 3x2+ 1 2 Xlggo 3x2 41

Solucién En cada caso, el intento de evaluar el limite produce la forma indeterminada

a) Dividir tanto el numerador como el denominador entre x°.

. 2 +5 @2 +36B/x) 0+0 0
l _— = 1 = = — =
e TS ) T3s0 3 0

b) Dividir tanto el numerador como el denominador entre x*.

22+5 2+ (5/x) 2+0 2

lim 2212 = =
w31 a3+ (1/x) 340 3

¢) Dividir tanto el numerador como el denominador entre x*.

I 23 +5 it 2x + (5/x%) oo
m-———=1Ilm————" 5= —
oo 3x2+ 1 e 34 (1/x2) 3
Es posible concluir que el limite no existe porque el numerador aumenta sin limite mientras
el denominador se aproxima a 3. ——

Estrategia para determinar limites en = de funciones racionales

1. Si el grado del numerador es menor que el grado de denominador, entonces el
limite de la funcién racional es 0.

2. Siel grado del numerador es igual al grado de denominador, entonces el limite
de la funcién racional es el cociente de los coeficientes dominantes.

3. Si el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, entonces el
limite de la funcién racional no existe.

Recurrir a esta estrategia para verificar los resultados del ejemplo 3. Estos limites parecen
razonables cuando se considera que para grandes valores de x, el término de la potencia
mads alta de la funcién racional es lo que mds “influye” en la determinacién del limite. Por
ejemplo, el limite cuando x tiende a infinito de la funcién

1
x2+1

fl) =

es 0 porque el denominador supera al numerador cuando x aumenta o disminuye sin limite,
como se muestra en la figura 3.37.

La funcién que se muestra en la figura 3.37 es un caso especial de un tipo de curva
estudiado por la matemadtica italiana Maria Gaetana Agnesi. La férmula general de esta
funcioén es

8a’
x2 + 4q?

flx) =

Bruja de Agnesi.

y, a través de la traduccién erronea de la palabra italiana vertéré, la curva ha llegado a co-
nocerse como la bruja (o hechicera) de Agnesi. El trabajo de Agnesi con esta curva aparecié
por primera vez en un amplio libro de célculo que se publicé en 1748.
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3
y I
y V2
4l Asintota
horizontal

hacia la derecha

ek
Asintota
horizontal

hacia la izquierda

—4 4

Las funciones que no son racionales pueden
tener diferentes asintotas horizontales

derecha e izquierda

Figura 3.38
2
N
-1
La asintota horizontal parece ser la recta
y = 1 pero en realidad es la recta y = 2
Figura 3.39

Aplicaciones de la derivada

En la figura 3.37 se puede observar que la funcién f(x) = 1/(x* + 1) tiende a la misma
asintota horizontal hacia la derecha que hacia la izquierda. Esto siempre es cierto para las
funciones racionales. Las funciones que no son racionales, sin embargo, pueden tender a
diferentes asintotas horizontales hacia la derecha y hacia la izquierda. Esto se demuestra
en el ejemplo 4.

EJEMPLO 4 Una funcion con dos asintotas horizontales

Determinar cada limite.

-2 -2
a) lim X2 b) lim N
x—o /2x2 + 1 x—-o /2x2 4+ 1
Solucion

a) Para x > 0, es posible escribir x = Vx?. De tal modo, dividiendo tanto el numerador
como el denominador entre x, se obtiene

-2 2 2
3x 3_7 2

2x2+1 /

y se puede tomar el limite de la manera siguiente.
2

1, =2 — Iim X

o /22 + 1 x#ﬁ\/ 1 210 2

3x — 2
2x2 + 1 Jn2+1

3-0 3

b) Parax <0, puede escribirse x = —/x*. De manera que al dividir tanto el denominador
como el numerador entre x, se obtiene

3x—2 2

2
3-- 3-=

X
B2+1 n2+1 1
_f 2+;

y es posible tomar el limite de la manera siguiente.

3x —2 _
2x2 + 1

5 2

I 3x—2 lim X __3-0 _ 3

xo-0 Jf2x2 + 1 xo-oe | —J2+0 V2
-2+

La graficade f(x)=(3x- 2)/\/ 2x”+ 1 se presenta en la figura 3.38.

CONFUSION TECNOLOGICA Si se utiliza una herramienta de graficacién para
auxiliarse en la estimacion de un limite, cerciorarse de confirmar también la estimacion
en forma analitica (las imdgenes que muestra una herramienta de graficacion pueden ser
erréneas). Por ejemplo, la figura 3.39 muestra una vista de la gréfica de

2x3 + 1000x2 + x
x3 + 1000x2 + x + 1000°

De acuerdo con esta imagen, seria convincente pensar que la gréafica tiene ay = 1 como
una asintota horizontal. Un enfoque analitico indica que la asintota horizontal es en
realidad y = 2. Confirmar lo anterior agrandando la ventana de la observacién de la
herramienta de graficacion.
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En la seccién 1.3 (ejemplo 9) se vio como el teorema del encaje se puede utilizar para
evaluar limites que incluyen funciones trigonométricas. Este teorema también es valido

para limites al infinito.

EJEMPLO 5 Limites que implican funciones trigonomeétricas

Encontrar cada limite.

, . senx
y a) lim senx b) lim
x—00 x—oo X
Solucion

a) Cuando x tiende a infinito, la funcién seno oscila entre 1 y —1. De tal manera, este

limite no existe.
b) Como —1 <sen x < 1, se concluye que para x > 0,

senx

- <

<

o=

X

==

T y= —% donde lim (-1/x) =0y lim (1/x) = 0. De tal modo, por el teorema del encaje, es posible
obtener
Cuando x aumenta sin limite f(x) tiende a
cero lim 50X _
Figura 3.40 x—ooo X
como se muestra en la figura 3.40.
EJEMPLO 6 Nivel de oxigeno en un estanque
Suponga que f(¢) mide el nivel de oxigeno en un estanque, donde f(¢) = 1 es el nivel normal
(no contaminado) y el tiempo ¢ se mide en semanas. Cuando ¢ = 0, se descarga desperdicio
orgdnico en el estanque, y como el material de desperdicio se oxida, el nivel de oxigeno en
el estanque es
P?—r+1
1) = 2+ 1
(Qué porcentaje del nivel normal de oxigeno existe en el estanque después de una semana?
(Después de dos semanas? ;Después de 10 semanas? ;Cual es el limite cuando ¢ tiende a
infinito?
fio) ) .
Solucion Cuando t = 1, 2y 10, los niveles de oxigeno son como se muestra.
1.00
o Z—-1+1 1
\§o (2,0.6) m f(l) = 12+ 1 = 5 = 50% 1 semana.
g 075
o 22-241 3
= 1 _ P+l f(Z) = > =2 =60% 2 semanas.
% 0.50 0% o= 2 22 + 1 5
102—-10+1 _ 91
0.25 f(l()) = W = ﬁ =~ 90.1% 10 semanas.
f f f f F—1
2 4 6 8 10 Para encontrar el limite cuando 7 tiende a infinito, dividir el numerador y el denominador
Semanas entre £ con el fin de obtener
El nivel de oxigeno en el estanque se o=t +1 1=/ + 1/ 1-0+0
aproxima a nivel normal de 1 cuando ,11323 2+1 ,llg‘o 1+ (1/1) “ T 1+0 1 = 100%.
t tiende a 00

Figura 3.41 Ver la figura 3.41.
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La determinacién de si una
funcién tiene un limite infinito al infini-
to es util al analizar el “comportamien-
to asintdtico” de la grafica. Se verdn
ejemplos de esto en la seccién 3.6 sobre
dibujo de curvas.

Figura 3.42

Figura 3.43

Aplicaciones de la derivada

Limites infinitos al infinito

Muchas funciones no tienden a un limite finito cuando x crece (o decrece) sin limite. Por
ejemplo, ninguna funcién polinémica tiene un limite finito en infinito. La siguiente definicién
se usa para describir el comportamiento de funciones polinomiales y de otras funciones al
infinito.

DEFINICION DE LIMITES INFINITOS AL INFINITO

Sea f una funcion definida en el intervalo (a, ©0).

1. Elenunciado lim f(x) =% significa que para cada nimero positivo M, existe
x——o
un ndmero correspondiente N > 0 tal que f(x) > M siempre que x > N.
2. FElenunciado lim f(x)=—00 significa que para cada nimero negativo M, existe
X——%©

un nimero correspondiente N > 0 tal que f(x) < M siempre que x > N.

Pueden darse definiciones similares para los enunciados lim f(x) =%y lim f(x)=—o00.
X——® X——%°

EJEMPLO 7 Determinacion de limites infinitos al infinito

Determinar cada limite.

a) lim x3 b) lim x°
x—00 x——0o0
Solucion
a) Cuando x crece sin limite, x* también crece sin limite. De tal modo, es posible escribir
lim x* = o0.

X%

b) Cuando x decrece sin limite, x* también decrece sin limite. En consecuencia, se puede
escribir lim x* = —oo0.

x——%
La grifica de f(x) = x’ en la figura 3.42 ilustra estos dos resultados, los cuales concuerdan
con el criterio del coeficiente dominante para las funciones polinomiales que se describen
en la seccién P.3.

EJEMPLO 8 Determinacion de limites infinitos al infinito

Encontrar cada limite.

o 2x?2 — 4x o 2x? — 4x
a) lim ———— b) lim ——
x—oo  x + 1 x—-0 x + 1
Solucion Una manera de evaluar cada uno de estos limites consiste en utilizar una division
larga para rescribir la funcién racional impropia como la suma de un polinomio y de una
funcion racional.

2
a) 1fmu=1fm<2x—6+i)=oo
X—00 X+1 X—00 )C+1
2
by 1m 2 11'm<2x—6+ 6 >=—oo
X——00 )C+1 X— —00 )C+1

Los enunciados anteriores pueden interpretarse diciendo que cuando x tiende a =00, la fun-
cién f(x) = (2x* — 4x)/(x + 1) se comporta como la funcién g(x) = 2x — 6. En la seccién
3.6 esto se describe en forma gréfica afirmando que la recta y = 2x — 6 es una asintota
oblicua de la gréfica de f, como se muestra en la figura 3.43. ——



Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, hacer que corresponda la funcion con
una de las graficas [a), b), ¢), d), €) o f)] utilizando como ayuda
asintotas horizontales.

a) y b)
3Ak
A&
]Ak
} } } } X
-2 -1 1 2
_lAk
c) y d) y
3+ 3
,,,,,,, Ao 2
1+ 14
—+— +—t+— X St —— X
32-1/ 123 L1203
,,,,,,, Ao oL
34 3L
e) hH y
4Ak
3Ak
,,,,,, 2Ak,,,,,,,
X
x -3 -2-1 1 2 3
_zak
L) = 2% 2 f) =
x2 42 x4+ 2
3. = d 4. [ N R S—
&) x2+2 fl) =2 x4+ 1
4 senx 2x2—3x+5
5. = 6. XTI
&) x2+1 &) x2+1

BE Andiisis numérico y grafico En los ejercicios 7 a 12, utilizar una

herramienta de graficacion para completar la tabla y estimar el
limite cuando x tiende a infinito. Utilizar después una herramienta
de graficacion para representar la funcién y estimar graficamente
el limite.

X 10° 10! 102 103 104 10° 10°
fx)
4x + 3 2x?
7 W =0 8. W=7
—6x 20x
9. = — 10. =

9x2 — 1

! 2. f() =4+

11. —5_ L
fl) =5 x2+1 x2+2
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En los ejercicios 13 y 14, determinar lim A(x), si es posible.

13.  f(x) = 5x% — 3x2 + 10x

0 =10y =LY
o o = L2

4. f(x) = —4x +2¢— 5
@ hewy =1y = L
o ho = L2

En los ejercicios 15 a 18, encontrar cada limite, si es posible.

ox2+2 . 3 —2x

15 o g 16 0 i35
) x2 + 2 . 3 —2x
by lim "o by lim 3

2 +2 _ 2
s o i
L5 =232 P

7. o) lim =5 18- o) lim oy
5 —2x3 3 5x3/2

D M Ser g P aer

o) 1im 522 o) lim 502

x—oo 3x — 4 x%oo4\/;c+ 1

En los ejercicios 19 a 38, encontrar el limite.

19. lim (4 + 5) 20.  lim <§ - f)
X—00 X X—>—00 X 3
. I 2x — 1 2. lim X2+ 3
C ok 3kt 2 Camee 202 — |
X 5x3 + 1
. lim e
23, lim -5 4 Im e — 32+ 7
2
X X
27.  lim ——— 28.  lim ————
w00 52 — x oo Jx2 4 1
2x + 1 —3x + 1
29.  lim —— 30. lim ———
x—iEnOO /x2 — x x—}IEIOC /x2 + x
2 _ 4 _
3L qm X1 2. am YX 1
xX—>00 2x - 1 xX—>—00 x3 - 1
. x+1 B 2x
S e D Mo dim s
. 1 . 1
35. xlggo 2x + senx 36. xlglolo cos
37. lim 2 38, qim X

x—00 X xX—0 X
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FIFE los ejercicios 39 a 42, utili h ienta d ficacié . oz
n los ejercicios 39 a 42, utilizar una herramienta de graficacién Para discusién
para representar la funcién e identificar cualquier asintota ho-

rizontal. 58. La gréfica de una funcién se muestra a continuacion.
_ o _ 32|
39. flx) = Tr1 40. f(x) = o y
3 o2 =2 e
4. fl) = ——— Q. f)=Y""° +
Jx2+2 2x + 1 4
En los ejercicios 43 y 44, determinar el limite. (Sugerencia: Sea | =~ ;j 7777777
x = 1/t y encontrar el limite cuando ¢t — 0*.) L /7
. 1 . 1 4 2 A A
43. lim xsen— 44, lim xtan— T
x—>00 X xX—>o0 X 2+

En los ejercicios 45 a 48, encontrar el limite. (Sugerencia: Tratar
la expresion como una fraccion cuyo denominador es 1 y racio-
nalizar el numerador.) Utilizar una herramienta de graficacion

a) Dibujar f".
b) Utilizar las graficas para estimar lim f(x) y lim f"(x).

para verificar su resultado. ¢) Explicar las respuestas que se obtuvieron en el
apartado b).
45. 1im (x + Vx2+ 3) 46. lim (x - Vx*+ x)
X—>— 00 X—>00
{ /Oy2 — 7 — / 2
47. JBI;HOO (3x /0% x) 48. }E{.L (4x 16x x) En los ejercicios 59 a 76, dibujar la grafica de la funcion utilizando

extremos, intersecciones, simetria y asintotas. Emplear después

' I Andlisis numérico, grifico y analitico En los ejercicios 49 a 52, una herramienta de graficacion para verificar el resultado.

utilizar una herramienta de graficacion para completar la tabla

y estimar el limite cuando x tiende a infinito. Emplear después 59 . x 60 x—4
una herramienta de graficacion para representar la funcion y YT YT 3
estimar el limite. Por dltimo, encontrar el limite analiticamente 1 2x
y comparar los resultados con las estimaciones. 61. y = P 62. y= 0.2
x 100 10" | 102 | 10° | 10* | 105 | 10° __x __x
63y =i 16 6. y="T6
il 22 212
65. y = 66. y=———
YT YT ¥4
49. flx) =x— Vx(x—1) 50.  f(x) =x% —xJx(x — 1) 67. xy2 = 68. x2y =
1 x + 1
51. X) = xsen— 52. x) = _ _
f&) > W ="7 69. y =" 70. y =1

3 1
Desarrollo de conceptos Ney=2-5 2. y=1+-

E.n l.os ejercicios 53. y .54, describin: en sus propias palabras el 7oy =34 2 4.y = 4(1 1 )
significado de los siguientes enunciados. X 2
3
53. lim f(x) = 4 54. lim f(x) =2 75y = 76. y = ——
xX—00 xX——00 x2 — 4 x2 — 4

55. Dibujar una gréfica de una funcién derivable que satisfaga las

siguientes condiciones y tenga x = 2 como su Gnico punto . - . .
& y teng P @D En los ejercicios 77 a 84, utilizar un sistema algebraico por compu-

tico.
cree tadora para analizar la grafica de la funcion. Marcar cualquier
f/(x) < 0 parax < 2 f(x) > 0 parax > 2 extremo y/o asintota que existan.

lim f(x) = lim f(x) = 6 5 1
x—>—oo x—0o0 77. f(x):9_x72 78. f(x)=x2_x_2

56. (Es posible dibujar una grafica de una funcién que satisface
las condiciones del ejercicio 55 y que no tiene puntos de 79. f(x) = x—2 80. f(x) = x+1
inflexién? Explicar. x2—4x+3 x2+x+1

57. Si f esunafuncién continua tal que 1im f(x) = 5, determinar,

. . x—00" . 3 2
si es posible, lim f(x) para cada condicién especificada. i i
X—>—00

81. f(x) = ——— 82. gx) = ———
1) Vax? + 1 ® V3241
a) La grifica de f es simétrica al eje y.

b) La grifica de f es simétrica al origen. 83. g(x) = sen( _ 2sen2x

), x>384 f(x)=

X
x—2 X




Fl? Enlosejercicios 85y 86,a) emplear una herramienta de graficacion

para representar f y g en la misma ventana de observacién, b) ve-
rificar algebraicamente que f y g representan la misma funcion y
¢) hacer un acercamiento suficiente para que la grafica aparezca
como unarecta. ; Qué ecuacion parece tener estarecta? (Notar que
todos los puntos en los cuales la funcion no es continua no se obser-
van con facilidad cuando se realiza el acercamiento.)

P32+ 2 ¥ -2+ 2
85. T T e 86. - YT T e
) G —3) fx) )
2 1 1
glx) = x =3 g(x) St l-—

87. Eficiencia de un motor La eficienciade un motor de combus-
tién interna es

Eficiencia (%) = 100 [1 — #]

1/v)
donde v,/v, es la razén entre el gas no comprimido y el gas
comprimido y ¢ es una constante positiva que depende del disefio
del motor. Encontrar el limite de la eficiencia cuando la razén
de compresion se acerca a infinito.

88. Costopromedio Un negocio tiene un costo de C = 0.5x + 500
para producir x unidades. El costo promedio por unidad es
c-<

X p—
Encontrar el limite de C cuando x tiende a infinito.

89. Fisica La primera ley de movimiento de Newton y la teoria
especial de la relatividad de Einstein difieren en lo que respec-
ta al comportamiento de las particulas cuando su velocidad se
acerca a la velocidad de la luz, c. Las funciones Ny E represen-
tan la velocidad predicha, v, con respecto al tiempo, ¢, para una
particula acelerada por una fuerza constante como lo predijeron
Newton y Einstein. Desarrollar una condicién limite que des-
criba a cada teorfa.

t

90. Temperatura La grifica muestra la temperatura 7, en grados
Fahrenheit, de un pastel de manzana ¢ segundos después de que
se saca del horno y se pone en una repisa de enfriamiento.

T
% (0, 1700)

t

a) Determinar 1lim T .;Qué representa este limite?
1—0"

b) Encontrar lim 7 . ;Qué representa este limite?
t—o0o

¢) (Latemperatura del vidrio alcanzard en algiin momento la
temperatura del cuarto? ;Por qué?

FIF 91.

e 9.

i o3
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Modelado matemdtico 1Latabla muestralos tiempos del récord
mundial para la carrera de una milla, donde ¢ representa el afio,
con ¢t = 0 correspondiente a 1900 y y es el tiempo en minutos y
segundos.

t 23 33 45 54 58
y | 4104 | 4:07.6 | 4:01.3 | 3:59.4 | 3:545
t 66 79 85 99

y | 3:51.3 | 3:489 | 3:46.3 | 3:43.1

Un modelo para los datos es
335142 + 42461t — 543.730
y= t2
donde los segundos se han cambiado a partes decimales de un
minuto.

a) Emplear una herramienta de graficacion para dibujar los
datos y representar el modelo.

b) (Parece haber un tiempo limite para la carrera de una milla?
Explicar la respuesta.

Modelado matemdtico La tabla muestra la velocidad media S

ala que un estudiante de mecanografia teclea r semanas después

de iniciar su aprendizaje.

t 5 |10 1520 | 25| 30

S |28 5679 |9 |93 | 9%

100#2

65 + 1¥

a) Recurrir a una herramienta de graficacion para dibujar los
datos y representar el modelo.

b) (Parece haber alguna velocidad para mecanografiar limite?
Explicar.

Modelado matemdtico Una zona de calor se une a un intercam-

biador de calor de un sistema calefactor. La temperatura T’

(grados Celsius) se registra ¢ segundos después de que el horno

empieza su operacion. Los resultados para los primeros dos

minutos se registran en la tabla.

Un modelo para los datos es § = t>0.

t 0 15 30 45 60
T | 252° | 36.9° | 455° | 51.4° | 56.0°
t 75 90 105 120

T | 59.6° 62.0°  64.0° | 65.2°

a) Utilizar los programas para el cdlculo de regresion de una
herramienta de graficacién para encontrar un modelo de la
forma T, = at® + bt + c para los datos.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 7.

1451 + 86¢

58 +t
Emplear una herramienta de graficacion para representar

el modelo 7.
d) Determinar 7,(0) y 7,(0).

e) Encontrar lim 7,.
—oo

f) Interpretar el resultado del apartado e) en el contexto del
problema. ;Es posible efectuar este tipo de andlisis utili-
zando T,? Explicar.

¢) Un modelo racional para los datos es T, =
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Modelado matemdtico Un recipiente contiene 5 litros de una
solucidn salina al 25%. La tabla muestra las concentraciones C
de la mezcla después de agregar x litros de una solucién salina
al 75% al recipiente.

X 0 0.5 1 1.5 2 ‘
C | 025 | 0295 | 0.333 | 0.365 | 0.393 ‘
x 2.5 3 3.5 4

C | 0417 | 0438 | 0.456 | 0.472

a) Utilizar las caracteristicas de regresion de una herramien-
ta de graficacién para encontrar un modelo de la forma
C, = ax® + bx + c para los datos.
b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar C,.
5+ 3x

20 + 4x
Utilizar una herramienta de graficacion para representar C,.

¢) Un modelo racional para estos datos es C, =

d) Determinar lim C, y lim C,. ;Qué modelo representa mejor
la concentr;;c?gn de laﬁr;clezcla? Explicar.

e) (Cudl es la concentracion limite?

Una recta con una pendiente m pasa por el punto (0, 4).

a) Escribir la distancia d entre la recta y el punto (3, 1) como
una funcién de m.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
ecuacion del apartado a).

¢) Determinar lim d(m)y lim d(m). Interpretar geométri-
camente los resultados.

Una recta con pendiente m pasa por el punto (0, —2).

a) Escribir la distancia d entre la recta y el punto (4, 2) como
una funcién de m.

b) Emplear una herramienta de graficacion para representar
la ecuacion del apartado a).

¢) Determinar lim d(m)y lim d(m). Interpretar geométri-
m—ee m—>—oco
camente los resultados.
2x2
2+2

Se muestra la grifica de f(x) =

************* e

1

(O R

No estd dibujado a escala

a) Determinar L = 1im f(x).

b) Determinar x, y x;_eiﬁo términos de €.

¢) Determinar M, donde M > 0, tal que | fx) — L| < € para
x>M.

d) Determinar N, donde N < 0, tal que | fx) — L| < € para
x<N.

98.

99.

100.

6x
I+ 2

Se muestra la grafica de f(x) =

No estd dibujado a escala

a) Encontrar L=1lim f(x)y K lim f(x).

b) Determinar x, y x, en términos de €.

¢) Determinar M, donde M > 0, tal que | fx) — L| < € para
x>M

d) Determinar N, donde N < 0, tal que | fx) — K | < € para
x<N.

Considerar lim ——=—=. Utilizar la definicién de limites al
x—=oo /x2+ 3
infinito para encontrar los valores de M que corresponden a

a)e=05yb)e=0.1.

Considerar 1im . Utilizar la definicién de limites

3x
T S 3
al infinito para encontrar los valores de N que correspondan a
a)e=05yb)e=0.1.

En los ejercicios 101 a 104, usar la definicion de limites al infinito
para comprobar el limite.

101.

103.

10s.

106.

¢Verdadero o falso?

Iim %:0

L2
x—oo X 102. xligolo \/)7( N 0
. 1 . 1
lim =0 104. lim =0

x—>—oo X~ x>0 X — 2

Demostrar que si p(x) = ax" ++ ax + a,y g(x) = b, x"
+-+ bx + by (a, # 0, b, # 0), entonces

L
s
A
3

. pl)
Jm )

S
S

H
3
=
\
3

Utilizar la definicién de limites infinitos al infinito para demos-
trar que lim x3 = oco.
X—oo

En los ejercicios 107 y 108, determinar si

el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que demuestre dicha falsedad.

107.

108.

Si f’(x) > 0 para todo ndmero real x, entonces f es creciente
sin limite.

Si f”(x) < 0 para todo ntimero real x, entonces f es decreciente
sin limite.
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Iml Analisis de graficas

40

T "

-10

200

-1200

Diferentes ventanas de observacion para la
grafica de f(x) = x* — 25x* + 74x — 20
Figura 3.44

B Analizar y trazar la grafica de una funcién.

Analisis de la grafica de una funcion

Seria dificil exagerar la importancia de usar graficas en matematicas. La introduccion de la
geometria analitica por parte de Descartes contribuy6 de manera significativa a los rapidos
avances en el cdlculo que se iniciaron durante la mitad del siglo xvi. En palabras de La-
grange: “Mientras el dlgebra y la geometria recorrieron caminos independientes, su avance
fue lento y sus aplicaciones limitadas. Sin embargo, cuando estas dos ciencias se juntaron,
extrajeron una de la otra una fresca vitalidad y a partir de ahi marcharon a gran velocidad
hacia la perfeccién.”

Hasta ahora, se han estudiado varios conceptos que son Utiles al analizar la gréfica de
una funcién.

* Intersecciones con los ejes xy y (seccion P.1)
¢ Simetria (seccién P.1)
* Dominio y rango o recorrido (seccidén P.3)
¢ Continuidad (seccion 1.4)
¢ Asintotas verticales (seccion 1.5)
¢ Derivabilidad (seccién 2.1)
¢ Extremos relativos (seccion 3.1)
¢ Concavidad (seccién 3.4)
¢ Puntos de inflexién (seccion 3.4)
¢ Asintotas horizontales (seccidn 3.5)
¢ Limites infinitos al infinito (seccidn 3.5)

Al dibujar la gréfica de una funcién, ya sea en forma manual o por medio de una herra-
mienta gréfica, recordar que normalmente no es posible mostrar la grafica entera. La decisién
en cuanto a la parte de la grafica que se decide mostrar es muchas veces crucial. Por ejemplo,
(cudl de las ventanas de observacion en la figura 3.44 representa mejor a la grafica de

f(x) = x* — 25x* + 74x — 20?

Al ver ambas imdgenes, es claro que la segunda ventana de observacién proporciona una
representacion mds completa de la grafica. Sin embargo, ;una tercera ventana de observa-
cion revelaria otras porciones interesantes de la grafica? Para responder a esta pregunta, es
necesario utilizar el cdlculo para interpretar la primera y la segunda derivadas. A continua-
cion se presentan unas estrategias para determinar una buena ventana de observacion de la
gréfica de una funcién.

Estrategia para analizar la grafica de una funcion

1. Determinar el dominio y el rango de la funcién.

2. Determinar las intersecciones, asintotas y simetria de la gréfica.

3. Localizar los valores de x para los cuales f'(x) y f’(x) son cero o no existen. Usar
los resultados para determinar extremos relativos y puntos de inflexion.

En estas estrategias, advertir la importancia del dlgebra (asi como del célculo) para resolver
las ecuaciones f{x) = 0, f'(x) = 0y f"(x) = 0. |
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horizontal:

I 1
o ..
< 1 o= =
SEql T 28
£ I | {5 5o
1 1 >
< 5 = ‘ =
A T | Minimo
I I
Asintota } , relativo
I I
I [
I

Empleando el calculo, se puede tener la
certeza de que se han determinado todas las
caracteristicas de la grafica de f

Figura 3.45

PARA MAYOR INFORMACION
Para mayor informacién del uso de
tecnologia para representar funciones
racionales, consultar el articulo
“Graphs of Rational Functions for
Computer Assisted Calculus” de Stan
Bird y Terry Walters en The College
Mathematics Journal.

12

=

-8

Al no usar el calculo se puede pasar por
alto importantes caracteristicas de la
grafica de g

Figura 3.46

Aplicaciones de la derivada

EJEMPLO |

Analizar y dibujar la grafica de f(x)=
Solucién

Primera derivada:

Segunda derivada:

Intersecciones en x:
Interseccion en y:

Asintotas verticales:
Asintota horizontal:

Punto critico:

Posibles puntos de inflexion:
Dominio:

Simetria:

Intervalos de prueba:

2(x

Dibujo de la grafica de una funcién racional

2_9)

-4

oy 20x
f ()C) - ()C2 _ 4)2

v\ —20(3x2 + 4)
f ()C) - (X2 _ 4)3
(—3,0), (3,0
(0,3)
x=-2,x=2
y=2
x=20

Ninguno

Todos los niimeros reales excepto x = +2
Con respecto al eje y
(=00, =2),(=2,0),(0,2), (2, 00)

La tabla muestra cémo se usan los intervalos de prueba para determinar varias caracteristicas
de la grafica. La gréfica de f se ilustra en la figura 3.45.

fx) fx) | fx) Caracteristica de la grafica
—oo<x< =2 - - Decreciente, concava hacia abajo
x=-2 Indef. | Indef. | Indef. Asintota vertical
—-2<x<0 - + Decreciente, céncava hacia arriba
x=0 % 0 + Minimo relativo
0<x<?2 + + Creciente, concava hacia arriba
x = Indef. | Indef. | Indef. Asintota vertical
2 < x < oo + — Creciente, concava hacia abajo

Asegurarse de entender todas las indicaciones de la creacién de una tabla tal como la
que se muestra en el ejemplo 1. Debido al uso del célculo, se debe estar seguro de que
la grafica no tiene extremos relativos o puntos de inflexién aparte de los que se muestran

en la figura 3.45.

CONFUSION TECNOLOGICA  Sin utilizar el tipo de andlisis que se describe en
el ejemplo 1, es facil obtener una visién incompleta de las caracteristicas basicas de la
grafica. Por ejemplo, la figura 3.46 muestra una imagen de la gréfica de

2(x* = 9)(x —20)

s ="

De acuerdo con esta imagen, parece que la grafica de g es casi la misma que la grafica
de f que se muestra en la figura 3.45. Sin embargo, las graficas de estas dos funciones
difieren bastante. Tratar de agrandar la ventana de observacion para ver las diferencias.
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=2

Asintota vertical: x

Figura 3.47

=2

*. Asintota vertical: x

I .
| relativo

x—2

fx) = x?—2x+4

f)==%

Una asintota oblicua
Figura 3.48

2_2x+4

x—2

EJEMPLO 2 Dibujo de la grafica de una funcién racional

Analizar y dibujar la graficade f(x)=

Soluciéon

Primera derivada:

Segunda derivada:

Intersecciones en x:

Interseccion en y:

Asintota vertical:

Asintotas horizontales:
Comportamiento final o asintético:
Puntos criticos:

Posibles puntos de inflexion:

Dominio:

SECCION 3.6

x> =2x+4
) ’

x(x — 4)

flx) = =2y

8

f'x) = G-2p

Ninguna
0, —2)
x=2

Ninguna

lim f(x) = —oo, lim f(x) = oo

x=0x=4

Ninguno

Andlisis de graficas

Intervalos de prueba:

Todos los nimeros reales excepto x = 2
(_w7 0)7 (O’ 2)7(2’ 4)7(4’ w)
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El andlisis de la grafica de f se muestra en la tabla, y la grafica se ilustra en la figura 3.47.

fx) fx) | fx Caracteristicas de la grifica
—oo<x<0 + — Creciente, concava hacia abajo
x=0 -2 0 - Miéximo relativo
0<x<?2 - — Decreciente, céncava hacia abajo
x = Indef. | Indef. | Indef. | Asintota vertical
2<x<4 - + Decreciente, concava hacia arriba
x = 6 + Minimo relativo
4 <x < oo + + Creciente, concava hacia arriba

Aunque la grafica de la funcién en el ejemplo 2 no tiene asintota horizontal, tiene una
asintota oblicua. La grafica de una funcién racional (que no tiene factores comunes y cuyo
denominador es de grado 1 o mayor) tiene una asintota oblicua si el grado del numerador
excede al grado del denominador exactamente en 1. Para determinar la asintota oblicua,
usar la division larga para describir la funcién racional como la suma de un polinomio de
primer grado y otra funcién racional.

xX2—2x+4
o =220

=x+

o x—2

Escribir la ecuacion original.

Reescribir utilizando la division larga.

En la figura 3.48, advertir que la gréfica de f'se acerca a la asintota oblicua y = x cuando x

tiende a —00 0 CO.
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Asintota
horizontal:
y=1
,,,,,,,,,,,, ]A%,,,,,,,,,,,,
p } } } X
(0, 0) 2 3
Punto de
inflexion
Asintota
horizontal:
y=-1
Figura 3.49

y Méximo F@0)=2x"3 = 5x%3
relativo

0,0)

4
(1,-3)
Punto de
inflexion

(8,-16)
Minimo relativo

Figura 3.50

EJEMPLO 3 Dibujo de la grafica de una funcién radical

X
Analizar y dibujar la grafica de f(x)= ?

x“+2
Solucién
’ ” 6‘x
o=ty T ™

La gréfica s6lo tiene una interseccion, (0, 0). No tiene asintotas verticales, pero cuenta con
dos asintotas horizontales: y = 1 (a la derecha) y y = —1 (a la izquierda). La funcién no
tiene puntos criticos y sélo un posible punto de inflexién (x = 0). El dominio de la funcién
son todos los nimeros reales, y la grafica es simétrica con respecto al origen. El andlisis de
la gréfica de f se muestra en la tabla, y la grafica se presenta en la figura 3.49.

fx) f(x) f(x) Caracteristicas de la grafica
-0 <x<0 + + Creciente, concava hacia arriba
x=0 0 = 0 Punto de inflexién
V2
0<x< oo + - Creciente, concava hacia abajo

EJEMPLO 4 Dibujo de la grafica de una funcion radical

Analizar y dibujar la grafica de f(x) = 2x°° — 5x*>.

Solucién

ff(x)=?x1/3(x1/3 _2) f”(x)=

La funcién tiene dos intersecciones: (0, 0) y (% O). No hay asintotas horizontales o vertica-
les. La funcidn tiene dos puntos criticos (x = 0y x = 8) y dos posibles puntos de inflexion
(x = 0yx = 1). El dominio son todos los nimeros reales. El andlisis de la grafica de f se
presenta en la tabla, y la gréfica se ilustra en la figura 3.50.

fx) f(x) fx) Caracteristicas de la grafica
—oo<x<0 + - Creciente, concava hacia abajo
x=0 0 0 Indef. Maiéximo relativo
O0<x<1 - - Decreciente, concava hacia abajo
x=1 -3 - 0 Punto de inflexién
l<x<38 — + Decreciente, concava hacia arriba
x=38 —16 0 + Minimo relativo
8§ <x< oo + + Creciente, concava hacia arriba




f(x) = x* — 1203 + 48x> — 64x

i 0, 0)
X
-1
-5 4,0)
Punto de
-10 inflexion
-157 (2,-16)
Punto de
-0 inflexién
_25 =+
ol 2
Minimo relativo

Generada con Maple

b)

Una funcion polinomial de grado par debe
tener al menos un extremo relativo
Figura 3.51

SECCION 3.6 Andlisis de graficas

EJEMPLO 5 Dibujo de la grafica de una funcién polinomial

Analizar y dibujar la grafica de f(x) = x* — 12x° + 48x* — 64x.

Solucién  Se inicia factorizando para obtener

flx) = x* — 12x3 + 48x% — 64x
= x(x — 4)3.

Luego, utilizando la forma factorizada de f(x), se puede efectuar el siguiente andlisis.

Primera derivada:

Segunda derivada:

Intersecciones en x:

Interseccion en y:

Asintotas verticales:

Asintotas horizontales:
Comportamiento final o asintético:
Puntos criticos:

Posibles puntos de inflexion:
Dominio:

Intervalos de prueba:

F) = 4x = Dix — 4
) = 12(x — 4)(x — 2)
(0,0), (4,0)
(0,0)
Ninguna
Ninguna

lim f(x) = oo, lim f(x) = oo
e
x=2,x=4
Todos los nimeros reales
(—o0, 1), (1,2), (2,4), (4, c0)
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El andlisis de la grafica de f'se muestra en la tabla, y la grafica se presenta en la figura 3.51a.
El uso de un sistema de dlgebra por computadora como Maple (ver la figura 3.51b) puede

resultar de utilidad para verificar el andlisis.

fx) fx) f(x) Caracteristica de la grafica
—o<x<1 - + Decreciente, concava hacia arriba
x=1 —27 0 + Minimo relativo
l<x<?2 + + Creciente, concava hacia arriba
x =2 —16 + 0 Punto de inflexion
2<x<4 + - Creciente, concava hacia abajo
x =4 0 0 Punto de inflexion
4 <x<o0 + + Creciente, concava hacia arriba

La funcién polinomial de cuarto grado del ejemplo 5 tiene un minimo relativo y nin-
glin miximo relativo. En general, una funcién polinomial de grado n puede tener a lo mads
n — 1 extremos relativos, y cuando mucho n — 2 puntos de inflexiéon. Ademads, las funciones
polinomiales de grado par deben tener al menos un extremo relativo.

Recordemos del criterio del coeficiente adelantado o dominante que se describi6 en la
seccion P.3 que el “comportamiento final” o asintético de la grafica de una funcién polinomial
se determina mediante su coeficiente dominante y por su grado. Por ejemplo, debido a que
el polinomio en el ejercicio 5 tiene un coeficiente dominante positivo, la gréfica crece hacia
la derecha. Ademads, como el grado es par, la grafica también crece hacia la izquierda.
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)
-2
=

Asintota vertical: x

f) =

a)

3
2

Asintota vertical: x

CoS X
1+ senx

b)
Figura 3.52

Generada con Maple

Aplicaciones de la derivada

EJEMPLO 6 Dibujo de la grafica de una funcién trigonométrica

Analizar y dibujar la grafica de f(x)=——>
1+ senx

Solucion Debido a que la funcién tiene un periodo de 277, se puede restringir el analisis de
la grafica a cualquier intervalo de longitud 27r. Por conveniencia, utilizar (— /2, 37/2).

1
Primera derivada: x) = ——"—"—
f 1+ senx
COS X
Segunda derivada: ) =——-
& f) (1 + senx)?
Periodo: 2w
.. ™
Interseccion en x: (5 O>
Interseccioneny: (0, 1)
. . T 37
Asintotas verticales: x = — 2 X = 7 Véase nota anterior.
Asintotas horizontales:  Ninguna
Puntos criticos:  Ninguno
. . . ™
Posibles puntos de inflexion: x = B
.. . 3+ 4n
Dominio:  Todos los nimeros reales exceptox = S

T\ (7 37
Interval : -— =L l= =
ntervalos de prueba < 2,2>,<2, 2)
El andlisis de la grafica de fen el intervalo (—r/2, 37/2) se muestra en la tabla, y la gré-
fica se presenta en la figura 3.52a. Comparar esto con la grafica generada por el sistema
algebraico por computadora Maple en la figura 3.52b.

fx) fx) f(x) Caracteristicas de la grafica
x = —g Indef. Indef. Indef. Asintota vertical
T T . ) . .
5 <x< 5 — + Decreciente, concava hacia arriba
T 1 . .
X == 0 - 0 Punto de inflexion
2 2
g <x< 3777 - - Decreciente, concava hacia abajo
37 ., .
x = By Indef. Indef. Indef. Asintota vertical

[GI7® Sustituyendo — /2 0 37/2 en la funcién, se obtiene la forma 0/0. Esta recibe el nombre
de forma indeterminada y se estudiard en la seccién 8.7. Para determinar si la funcién tiene asintotas
verticales en estos dos valores, es posible rescribir las funciones como sigue.

COS X (cosx)(I —senx) _ (cosx)(l —senx) 1 —senx

1 +senx (1 + senx)(1 — senx) cos? x cos x

fo) =

En esta forma, es claro que la grafica de f tiene asintotas verticales cuando x = —7r/2y 37/2. W
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, hacer que corresponda la grifica de f en la 11. glx) = x — % 12. f(x) = x + 3%
columna izquierda con la de su derivada en la columna derecha. x x
2+ 1 x3
Grdfica de Grdfica de f' 13. f0) == 14. f0) = 55
1. y a) y x> —6x + 12 2x> —5x + 5
15. y = 4 16. y = P
17. y = xJ/4 — x 18. g(x) = xv/9 — x
19. h(x) = x4 — »? 20. g(x) = xV/9 — x*
21. y = 3x?/3 — 2x 22,y =30 — 1)¥3 — (x — 1)2
23 y=x-32+3 24,y = —3(3 —3x +2)
25.y=2—x—x° 26. f(x) = 3(x — 1> + 2
, 27. y = 3x% + 4x3 28. y = 3x* — 6x2 + 3
) 29. y = x5 — 5x 30. y = (x — 1)
31y = |2x — 3| 32, y=|x> — 6x + 5|
@D En los ejercicios 33 a 36, utilizar un sistema algebraico por compu-
tadora para analizar y representar graficamente la funcion.
Identificar todos los extremos relativos, puntos de inflexion y
asintotas.
20x 1 4
. = - = . =x+5—
3. f) 2+1 x M. f0) = x x2+1
3 1 9 ) 2 4
—2x X
3 + 3. flx) = — 36. f(x) = —
i 4 e V2 +T e Vx4 15
) 1 En los ejercicios 37 a 46, dibujar una grafica de la funcion sobre
MW x = e X el intervalo dado. Utilizar una herramienta de graficaciéon para
-3 3 -4 2 L /2 4 . .
—-1+ i verificar la grafica.
-2+ 1
34 a4l 37. f(x) = 2x — 4senx, 0 < x <27
38. f(x) = —x +2cosx, 0<x<2mw
4. y d) Y 39. y =senx — jgsendy, 0 < x <27
3T 3T 40.y:cosx—}1cos2x, 0=<x<2mw
2+ 2+
1 1+ 41. y = 2x — tanx, P
] ] ] 1 Il Il Il Il 1 1 2 2
T T X T 1 L — X
3-2-1/] 1 2 3 3-2-1 ] 123 42.y=2(x—2)+cotx, O <x<m
+ T
Ll 4l 43. y = 2(cscx + secx), 0 <x < EY

4. y= sec2<%x> - 2tan(%x) -1, -3<x<3

En los ejercicios 5 a 32, analizar y dibujar una grafica de la fun-

cion. Indicar todas las intersecciones, extremos relativos, puntos 45. g(x) = xtan x _ 3w <x< 3w
de inflexion y asintotas. Utilizar una herramienta de graficacion ’ 2 2
para verificar los resultados. 46. g(x) = xcotx, —27m <x<2m
-3 6. y=—>5"
YT x -2 YT e Desarrollo de conceptos
7. y= x? 8 y= ¥ 41 47. Suponer que f'(#) < 0 para todo 7 en el intervalo (2, 8). Ex-
x*+3 ) X2 —4 plicar por qué f(3) > f(5).
3x _x—-3 48. Suponer que f(0) = 3y 2 < f'(x) <4 para todo x en el intervalo
9. y=5_ 10. f(x) =—— : . . -
X 1 X [-5, 5]. Determinar los valores mds grande y mas pequefio

posibles de f(2).
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Desarrollo de conceptos (continuacién)

En los ejercicios 49 y 50, las graficas de f, f' y f” se mues-
tran sobre el mismo conjunto de ejes de coordenadas.
(Cual es cual? Explicar el razonamiento.

49. Y 50. 4

HF En los ejercicios 51 a 54, utilizar una herramienta de grafi-
cacion para representar la funciéon. Emplear la grafica para
determinar, si es posible, que la grafica de la funcion cruce su
asintota horizontal. ;Es posible que la grafica de una funcién
cruce su asintota vertical? ;Por qué si o por qué no?

4(x — 1)? 3t —5x+ 3
51. = 52. == = -
/& x2—4x+5 8) x*+1
53. h(x) = sen 2x 54 f(x) = cos 3x
X 4x

HF En los ejercicios 55 y 56, emplear una herramienta de grafi-
cacion para representar la funcién. Explicar por qué no hay
asintota vertical cuando una inspeccién superficial de la funcion
quiza indique que deberia haber una.

6 — 2x 2 +x—2
55. hix) = 3T, 56. g(x) Zﬁ

HF En los ejercicios 57 a 60, utilizar una herramienta de graficacion
para representar la funcion y determinar la asintota oblicua de
la grafica. Realizar acercamientos repetidos y describir como
parece cambiar la grafica que se exhibe. ;Por qué ocurre lo

anterior?
x> —=3x—1 2x* — 8x — 15
57. flx) = — - 58. glx) = -
2x° - +x2+4
59. f(0) = 57 60. h(x) = ———5——

Razonamiento grdfico Enlos ejercicios 61 a 64, utilizar la grafica
de f' para dibujar la grafica de f y la grafica de f.

61.

=

63.

y 64. y
3+ 3+
2+ 02+

1+ 1+
7@‘(” —— ——>x
-9 -6 3.6 -3 -2 -1 1 2 3

-2+ -+
-3+ -3+

(Proporcionado por Big Fox, Moverly Area Community College,
Moverly MO)

@D 65. Razonamiento grifico Considerar la funcién

HF 66.

cos? mx
NS
a) Utilizar un sistema algebraico por computadora para re-
presentar la funcién y emplear la grafica para aproximar
en forma visual los puntos criticos.

b) Emplear un sistema algebraico por computadora para
determinar f' y aproximar los puntos criticos. ¢Los resul-

tados son los mismos que los de la aproximacion visual del
apartado a)? Explicar.

fx) =

0<x<4d

Razonamiento grdfico Considerar la funcion
f(x) = tan(sen 7rx).

a) Utilizar una herramienta de graficacién para representar la
funcién.

b) Identificar toda simetria de la gréfica.

¢) (Es periddica la funcién? Si es asi, ;cudl es el periodo?

d) Identificar todos los extremos en (—1, 1).

e) Utilizar una herramienta de graficacién para determinar la
concavidad de la grafica en (0, 1).

Para pensar En los ejercicios 67 a 70, crear una funcién cuya
grafica tiene las caracteristicas indicadas. (Hay mas de una res-
puesta correcta.)

67.

68.

69.

70.

71.

Asintota vertical: x = 3
Asintota horizontal: y =0
Asintota vertical: x =—5
Asintota horizontal: ninguna
Asintota vertical: x = 3
Asintota oblicua: y = 3x + 2
Asintota vertical: x = 2

Asintota oblicua: y = —x

Razonamiento grdfico A continuacion se muestra la grafica
de la funcién f.

a) ¢Para cudles valores de x es f'(x) cero, positiva y negativa?
b) (Para cudles valores de x es f"(x) cero, positiva y negativa?
¢) (Sobre qué intervalo la funcién f’ es creciente?

d) ¢Paraqué valor de x la funcion f'(x) tiene un minimo? Para
este valor de x, ;como se comporta la razén de cambio de f
en comparacién con larazén de cambio para otros valores?
Explicar.



Figura para 71

Figura para 72

Para discusion

72.

Razonamiento grdfico ldentificar en la figura los nimeros
reales Xy, X;, X,, X3 y x4 de tal manera que los siguientes
enunciados sean verdaderos.

a) f'()=0 b) f"x)=0
¢) f'(x) no existe. d) f tiene un maximo relativo.

e) f tiene un punto de inflexién.

73.

74.

FE )

75.

H?e)

76.

Razonamiento grdfico Considerar la funcién
ax
f(x) - (x _ b)2

Determinar el efecto sobre la grifica de f si a y b cambian.
Considerar casos en los que a y b son ambos positivos o ambos
negativos, y casos en los que a y b tienen signos opuestos.

Considerar la funcién f(x) = %(ax)* — (ax), a # 0.

a)

Determinar los cambios (silos hay) en las intersecciones, los
extremos y la concavidad de la gréfica f cuando varfa a.

En la misma ventana de observacion, utilizar una herra-
mienta de graficacion para representar la funcidn relativa
a 4 valores diferentes de a.

Investigacion Considerar la funcién

zxn
0 =G
para valores enteros no negativos de n.
a) Analizar la relacién entre el valor de n y la simetria de la
gréfica.
b) (Para qué valores de n el eje x serd la asintota horizontal?
¢) (Para qué valor de n serd y = 2 la asintota horizontal?
d) ;Cudl es la asintota de la grafica cuando n = 5?

Representar f'en una herramienta de graficacion para cada
valor de n indicado en la tabla. Emplear la grafica para
determinar el nimero M de extremos y el nimero N de
puntos de inflexion de la grafica.

n |[0]1]2|3]4]5

M

N

Investigacion Sea P(x,, y,) un punto arbitrario sobre la grafica
de f tal que f'(x,) # 0, como se indica en la figura. Verificar
cada afirmacion.

a)

b)

©)

e)

8)
h)

EE 7.

SECCION 3.6 Anidlisis de gréficas 217
La interseccidn con el eje x de la recta tangente es
(oo}
S (xo)
La interseccion con el eje y
de la recta tangente es Py Yo)
(O,f(xo) ) f,(xo))~ | f
La intersecci6n con el eje x i1 x

de la recta normal es
(xo + f(xO)f,(x())s 0).

La interseccién con el eje y de la recta normal es

<0, Yo + j%)

_ [ fGo) _ VT + [ )P
BCL = rey| PP = ) |

|AB| = |f(xo)f/(x0)|
[AP| = | f ()| V1 + [f"(xp) ]

Modelado matemdtico Los datos en la tabla muestran el

nimero N de bacterias en un cultivo en el tiempo 7, donde ¢ se
mide en dias.

t 1

2 3 4 5 6 7 8

25

200 | 804 | 1756 2296 | 2434 | 2467 | 2473

Un modelo para estos datos estd dado por

a)
b)
)
@ Jd)

e)

Asintotas oblicuas

24 670 — 35 153t + 13 25012
100 — 39t + 7¢2 ’

Utilizar una herramienta de graficacién para dibujar los
datos y representar el modelo.
Recurrir al modelo para estimar el nimero de bacterias
cuando ¢ = 10.
Aproximar el dia cuando el nimero de bacterias es mds
grande.
Utilizar un sistema algebraico por computadora para deter-
minar el tiempo en que la tasa de incremento en el nimero
de bacterias es mds grande.
Calcular 1im N(7).

t—oo

1 <r<8.

En los ejercicios 78 y 79, la grafica de la fun-

cion tiene dos asintotas oblicuas. Identificar cada asintota oblicua.
Después representar graficamente la funcion y sus asintotas.

78. y =

V4 + 16x? 79. y= x>+ 6x

Preparacion del examen Putnam

80. Considerar que f(x) estd definida en a < x < b. Suponiendo
propiedades apropiadas de continuidad y derivabilidad,
demostrar para a < x < b que

&) = fla) _fb) = fla)

b—a 1

X —a

donde f3 es alglin niimero entre a y b.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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