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II Problemas de optimizacion
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X
I\ x\l 5 /
Caja abierta con base cuadrada:
S=x+4xh =108
Figura 3.53

TECNOLOGIA Se puede verifi-
car la respuesta utilizando una herra-
mienta de graficacién para representar
la funcién volumen
3
X
V=27 — 1
Usar una ventana de observacion
enlaque 0<x<+108 =104y
0<y<120, y la funcién trace para
determinar el valor méximo de V.

E Resolver problemas de maximos y minimos aplicados.

Problemas de aplicacion de maximos y minimos

Una de las aplicaciones mds comunes del cdlculo implica la determinacion de los valores
minimo y méximo. Recordar cudntas veces hemos oido hablar de utilidad (beneficio)
maxima(o), minimo costo, tiempo minimo, voltaje mdximo, forma éptima, tamafio minimo,
maxima resistencia y maxima distancia. Antes de describir una estrategia general de solucién
para tales problemas, se considera un ejemplo.

EJEMPLO I Determinacion del volumen maximo

Un fabricante quiere disefiar una caja abierta que tenga una base cuadrada y un 4rea su-
perficial de 108 pulgadas cuadradas, como se muestra en la figura 3.53. ;Qué dimensiones
producird una caja con un volumen méaximo?

Solucion Debido a que la caja tiene una base cuadrada, su volumen es

V =x’h Ecuacién primaria.

Esta ecuacion recibe el nombre de ecuacion primaria porque proporciona una férmula para
la cantidad que se va a optimizar. El drea de la superficie de la caja es

S = (area de la base) + (drea de los cuatro lados)
S = x2 + 4xh = 108. Ecuacion secundaria.
Como V se va a maximizar, escribir V como una funcion de una sola variable. Para ha-

cerlo, es posible resolver la ecuacién x* + 4xh = 108 para i en términos de x y obtener
h= (108 — x»)/(4x). Sustituyendo en la ecuacién primaria, se obtiene

V = x2h Funcién de dos variables.
,(108 — 22 N
=X 47 Sustituir para /.
-X
x3
= 27x — Z Funcién de una variable.

Antes de determinar qué valor de x producird un valor méximo de V, se necesita determinar
el dominio admisible. Esto es, ;qué valores de x tienen sentido en este problema? Se sabe
que V= 0. También que x debe ser no negativa y que el 4rea de la base (A = x?) es a lo sumo
108. De tal modo, el dominio admisible es

0<x< JVI108. Dominio admisible.

Para maximizar V, determinar los puntos criticos de la funcién de volumen en el intervalo

(0, /108).

dv 3x?
—=27T—-—=0 Igualar la derivada a cero.
dx 4 ¢
3x% =108 Simplificar.
x = =+6 Puntos criticos.
De tal modo, los puntos criticos son x = *£6. No se necesita considerar x = —6 porque estd

fuera del dominio. La evaluacion V en el punto critico x = 6 y en los puntos terminales del
dominio produce V(0)=0, V(6)=108 y V(x/108) =0. De tal modo, V es maximo cuando
x = 6y las dimensiones de la caja son 6 X 6 X 3 pulgadas. —



Al efectuar el paso 5, recordar
que para determinar el valor maximo o
minimo de una funcién continua f en un
intervalo cerrado, hay que comparar los
valores de f en sus puntos criticos con
los valores de f en los puntos terminales
del intervalo. |
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En el ejemplo 1 se nota que hay un nimero infinito de cajas abiertas que tienen 108
pulgadas cuadradas de drea superficial. Para empezar a resolver el problema es necesario
preguntar qué forma bésica pareceria producir un volumen maximo. ;La caja debe ser alta,
muy baja o casi ctbica?

Incluso se puede tratar de calcular unos cuantos volimenes, como se muestra en la
figura 3.54, para ver si se obtiene una mejor idea de lo que deben ser las dimensiones 6p-
timas. Recordar que no se puede resolver un problema hasta que no haya sido identificado
con toda claridad.

Volumen = 74;11 Volumen = 92 Volumen = 103%

3
S5x5x4 30
3
4x4x5 i
3x3x81
4
Volumen = 108 Volumen = 88
6x6x3 §x8x13

(Qué caja tiene el volumen mayor?
Figura 3.54

El ejemplo 1 ilustra las siguientes estrategias para resolver problemas aplicados de
minimos y miximos.

Estrategias para resolver problemas aplicados de minimos y maximos

1. Identificar todas las cantidades dadas y las que se van a determinar. Si es posible,
elaborar un dibujo.

2. Escribir una ecuacion primaria para la cantidad que se va a maximizar o mini-
mizar.

3. Reducir la ecuacién primaria a una que tenga una sola variable independiente.
Esto quiza implique el uso de ecuaciones secundarias que relacionan las variables
independientes de la ecuacién primaria.

4. Determinar el dominio admisible de la ecuacion primaria. Esto es, determinar los
valores para los cuales el problema planteado tiene sentido.

5. Determinar el valor maximo o minimo deseado mediante las técnicas de calculo
estudiadas en las secciones 3.1 a 3.4.
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La cantidad por minimizar es la distancia:
d=J(x—-02+(y—2>~
Figura 3.55

1 pulg 1 pulg
L y

1
15 pulg

1
15 pulg

La cantidad que se va a minimizar es el
area: A = (x + 3)(y + 2)
Figura 3.56

EJEMPLO 2 Determinacion de la distancia minima

. Qué puntos sobre la grafica de y = 4 — x* son més cercanos al punto (0, 2)?

Soluciéon

La figura 3.55 muestra que hay dos puntos a una distancia minima del punto (0, 2). La dis-
tancia entre el punto (0, 2) y el punto (x, y) sobre la grifica de y = 4 — x* estd dada por

d=J(x—-02+(y— 2> Ecuacién primaria.

Utilizando la ecuacién secundaria y = 4 — x% se puede rescribir la ecuacién primaria
como

d= x>+ (@4 —x> =22 = J/x* =32 + 4.

Como d es mds pequefia cuando la expresion dentro de radicales es menor, sélo se necesi-
tan determinar los puntos criticos de f(x) = x* — 3x* + 4. Advertir que el dominio de fes
toda la recta de los nimeros reales. De tal modo, no hay puntos terminales del dominio por
considerar. Ademads, igualando f’(x) a 0 se obtiene

fx) =4 —6x=2x(2x2 —3) =0
o \ﬁ _\ﬁ
’ 2’ 2

El criterio de la primera derivada verifica que x = 0 produce un mdximo relativo, mientras
que x = /3/2 y x = —</3/2 producen una distancia minima. De tal modo, los puntos
m4s cercanos son (\/3/2, 5/2) y (— V3/2, 5/2).

EJEMPLO 3 Determinacion del area minima

Una pagina rectangular ha de contener 24 pulgadas cuadradas de impresion. Los margenes
de la parte superior y de la parte inferior de la pdgina van a ser de 13 pulgadas, y los mér-
genes de la izquierda y la derecha corresponderan a 1 pulgada (ver la figura 3.56). ; Cudles
deben ser las dimensiones de la pagina para que se use la menor cantidad de papel?

Solucién Sea A el drea que se va a minimizar

A=(x+ 3)(y +2) Ecuacion primaria.
El drea impresa dentro del margen estd dada por
24 = xy. Ecuacion secundaria.

Despejando de esta ecuacion para y produce y = 24/x. La sustitucién en la ecuacién pri-
maria da lugar a

24 72
A= (X + 3)<x + 2) =30+ 2x + 7 Funcién de una variable.

Debido a que x debe ser positiva, se estd interesado s6lo en los valores de A para x > (. Para
encontrar los puntos criticos, derivar con respecto a x.

dA 72

——=2-—5=0 > x*=36

dx X
De tal modo, los puntos criticos son x = =6 . No es necesario considerar x = —6 porque
este punto esta fuera del dominio. El criterio de la primera derivada confirma que A es un
minimo cuando x = 6. De tal modo, y = % = 4y las dimensiones de la pdgina deben ser
x + 3 = 9 pulgadas por y + 2 = 6 pulgadas. ——
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La cantidad que se va a minimizar es la lon-
gitud. De acuerdo con el diagrama, puede
verse que x varia entre 0 y 30

Figura 3.57
60
(9, 50)
0 -1 30
45

Se puede confirmar el valor minimo de W
con una herramienta de graficacion
Figura 3.58
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EJEMPLO 4 Hallar la longitud minima

Dos postes, uno de 12 pies de altura y el otro de 28 pies, estdn a 30 pies de distancia. Se
sostienen por dos cables, conectados a una sola estaca, desde el nivel del suelo hasta la parte
superior de cada poste. ;[ Dénde debe colocarse la estaca para que se use la menor cantidad
de cable?

Solucion

Sea W la longitud del cable que se va a minimizar. Utilizando la figura 3.57, puede escri-
birse

W=y+z Ecuacién primaria.

En este problema, mds que resolver para y en términos de z (o viceversa), se deben despejar
tanto para y como para z en términos de una tercera variable x, como se indica en la figura
3.57. De acuerdo con el teorema de Pitdgoras, se obtiene

X2 4122 =y?
(30 — x)> + 282 = 22
lo que implica que

y = Jx*+ 144

7= Vx2—60x + 1684.

De tal modo, W estd dada por

W=y+z
= /2 + 144 + /x> — 60x + 1684, 0 < x < 30.

La derivacién de W con respecto a x produce

aw _ X n x — 30
dx ¥+ 144 2 — 60x + 1684

Haciendo dW/dx = 0, se obtendra
X x — 30
X2 + 144+ J—60x + 1684
x/x2 = 60x + 1684 = (30 — x) /a2 + 144
X2(x% — 60x + 1684) = (30 — x)2(x*> + 144)
x* — 60x + 1684x2 = x* — 60x3 + 1 044x% — 8 640x + 129 600
640x% + 8 640x — 129600 = 0
320(x — 9)(2x + 45) = 0
x =9, —225.

Como x = —22.5 no estd en el dominio y
W(0) = 53.04, W(9) = 50 y W(30) = 60.31

se puede concluir que el alambre debe colocarse a 9 pies del poste de 12 pies.

TECNOLOGIA De acuerdo con el ejemplo 4, puede verse que los problemas de optimi-
zacion aplicada implican una gran cantidad de dlgebra. Si se tiene acceso a una herramien-
ta de graficacion, confirmar que x = 9 produce un valor minimo de W al trazar la grafica

W= x>+ 144 + /2 — 60x + 1684

como se muestra en la figura 3.58.
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X Area: x?

y

il

Perimetro: 4x

[

(e

4 pies

Area: nr

Circunferencia: 27r

La cantidad que se va a maximizar es el
area: A = x2 + 72
Figura 3.59

EXPLORACION

(Cual serfa la respuesta si en el
ejemplo 5 se preguntaran las dimen-
siones necesarias para encerrar el
area total minima?

Aplicaciones de la derivada

En cada uno de los primeros cuatro ejemplos, el valor extremo ocurriria en un punto
critico. Aunque esto sucede a menudo, recordar que un valor extremo también puede pre-
sentarse en un punto terminal de un intervalo, como se muestra en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5 Un maximo en un punto terminal

Se van a usar cuatro pies de alambre para formar un cuadrado y un circulo. ;Qué cantidad
de alambre debe usarse para el cuadrado y qué cantidad para el circulo a fin de abarcar la
maéxima drea total?

Solucion

El drea total (ver la figura 3.59) estd dada por
A = (4rea del cuadrado) + (drea del circulo)
A= x%+ 72

Ecuacién primaria.

Como la longitud total de alambre es 4 pies, se obtiene

4 = (perimetro del cuadrado) + (circunferencia del circulo)
4 = 4x + 27rr.

De tal modo, r = 2(1 — x)/m, y sustituyendo en la ecuacién primaria se obtiene

R T,

™

— 2
x2+u
T

A

7%[(77 + 4)x2 — 8x + 4].

El dominio admisible es 0 < x < 1 restringido por el perimetro cuadrado. Como

@:2(’#4—4))6—8
dx T

el tinico punto critico en (0, 1) es x = 4/( + 4) = 0.56. Asi, utilizando

A0) = 1273,  A(0.56) =056 y A1) =1

Puede concluirse que el drea maxima ocurre cuando x = 0. Esto es, fodo el alambre se usa
para el circulo. ——

Revisar las ecuaciones primarias formuladas en los primeros cinco ejemplos. Como
indican las aplicaciones, estos cinco ejemplos son bastante simples, no obstante las ecua-
ciones primarias resultantes son bastante complicadas.

3

V:27x—% W= Jx2+ 144 + JxZ — 60x + 1684
d= Jx*—=3x*+4 A=i[(77+4)x2—8x+4]

A=3O+2x+772

Por lo comtin, debe esperarse que las aplicaciones de la vida real incluyan ecuaciones al
menos tan complicadas como estas cinco. Recordar que una de las metas principales de este
curso es aprender a utilizar el clculo con el fin de analizar ecuaciones que en un principio
parecen ser sumamente complejas.
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II Ejercicios

Anadlisis numeérico, grdfico y analitico Encontrar dos nime-
ros positivos cuya suma es 110 y cuyo producto es un maximo
posible.

a) Completar analiticamente seis renglones de una tabla tal como
la siguiente. (Se muestran los primeros dos renglones.)

Primer Segundo
nimero x | ndmero Producto P
10 110 — 10 | 10(110 — 10) = 1 000
20 110 — 20 | 20(110 — 20) = 1 800

b) Utilizar una herramienta de graficacién para generar ren-
glones adicionales en la tabla. Emplear la tabla para estimar
la solucién. (Sugerencia: Utilizar la funcién table de la
herramienta de graficacion.)

¢) Escribir el producto P como una funcién de x.

d) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcidn en el apartado ¢) y estimar la solucidn a partir de
la grafica.

e) Usarelcdlculo paradeterminarel punto criticodelafuncion
en el apartado ¢). Encontrar después los dos niimeros.

Anadlisis numérico, grdfico y analitico Una caja abierta de
volumen maximo se va a construir a partir de una pieza cuadrada
de material, de 24 pulgadas de lado, cortando cuadrados iguales
a partir de las esquinas y doblando los bordes (ver la figura).

24 —2x

1
-

a) Completar analiticamente seis renglones de una tabla tal
como la siguiente. (Se muestran los primeros dos renglo-
nes.) Usar la tabla para estimar el volumen médximo.

Altura Largo Volumen
x y ancho | 4
1 24 —2(1) 1[24 — 2(1)]> = 484
2 24 — 2(2) 2[24 — 2(2) = 800

b) Escribir el volumen V como una funcion de x.

¢) Emplear cdlculo para determinar el punto critico de la
funcién en el apartado b) y encontrar el valor mdximo.
Utilizar una herramienta de graficaciéon para representar
la funcién del apartado b) y verificar el volumen maximo
a partir de la gréfica.
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En los ejercicios 3 a 8, encontrar dos niimeros positivos que satis-
fagan los requerimientos dados.

3.

La suma es Sy el producto es un maximo.
El producto es 185 y la suma es un minimo.

El producto es 147 y la suma del primero mds tres veces el
segundo es un minimo.

El segundo nimero es el reciproco del primero y la suma es un
minimo.

La suma del primero y el doble del segundo es 108 y el producto
es un maximo.

La suma del primer niimero al cuadrado y el segundo es 54 y el
producto es un maximo.

En los ejercicios 9 y 10, encontrar el largo y el ancho de un rectan-
gulo que tiene el perimetro dado y un drea maxima.

9.

Perimetro: 80 metros 10. Perimetro: P unidades

En los ejercicios 11 y 12, encontrar el largo y el ancho de un rec-
tangulo que tiene el area dada y un perimetro minimo.

11.

Area: 32 pies cuadrados 12. Area: A centimetros cuadrados

En los ejercicios 13 a 16, determinar el punto sobre la grafica de
la funcién que esta mas cerca al punto dado.

13.
15.

17.

18.

19.

20.

Funcion Punto Funcion Punto
f=2  (23) W f)=(-1? (-53)
flx)=Vx (4,0 16. fx)=V/x—-8 (12,0)
Area Una pagina rectangular contendrd 30 pulgadas cuadradas

de drea impresa. Los margenes de cada lado son de 1 pulgada.
Encontrar las dimensiones de la pdgina de manera tal que se use
la menor cantidad de papel.

Area Una pagina rectangular contendrd 36 pulgadas cuadradas
de drea impresa. Los mérgenes de cada lado serdn de 15 pulgadas.
Encontrar las dimensiones de la pdgina de manera tal que se use
la menor cantidad de papel.

Reaccion quimica En una reaccién quimica autocatalitica, el
producto formado es un catalizador para la reaccion. Si Q, es la
cantidad de la sustancia original y x es la cantidad del catalizador
formado, el ritmo o velocidad de la reaccién quimica es

aQ

i = kx(Qy — x).

(Para qué valor de x la velocidad de la reaccién quimica serd
la mayor?
Control de trdfico En un dia determinado, el ritmo o tasa de
flujo F (vehiculos por hora) en una autopista congestionada es
B v
© 22 4 0.020?

donde v es la velocidad del trafico en millas por hora. ;Qué
velocidad maximizara el ritmo o tasa de flujo en la autopista?
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21.

22,

23.

24.

25.
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Area Un granjero planea cercar un pastizal rectangular ad-
yacente a un rio. El pastizal debe contener 245 000 m” para
proporcionar suficiente pastura para el rebafio. ;Qué dimensiones
requeriria la cantidad minima de cercado si no es necesario vallar
alo largo del rio?

; 5

Area mdxima Un ganadero tiene 400 pies de cercado con los
cuales delimita dos corrales rectangulares adyacentes (ver la
figura). ;Qué dimensiones deben utilizarse de manera que el
area delimitada serd un maximo?

Volumen mdximo

a) Verificar que cada uno de los sélidos rectangulares que
se muestran en la figura tenga un area superficial de 150
pulgadas cuadradas.

b) Encontrar el volumen de cada sélido.

¢) Determinar las dimensiones de un sélido rectangular (con
una base cuadrada) de volumen méximo si su drea super-
ficial es de 150 pulgadas cuadradas.

o — 5 —_

%3

Volumen mdximo Determinar las dimensiones de un sélido
rectangular (con base cuadrada) de volumen maximo si su drea
rectangular es de 337.5 cm?.

Area mdxima Una ventana Norman se construye juntando un
semicirculo a la parte superior de una ventana rectangular ordi-
naria (ver la figura). Encontrar las dimensiones de una ventana
Norman de drea méaxima si el perimetro total es de 16 pies.

26.

27.

=0

28.

29.

30.

Figura para 25

Areamdxima Unrectingulo estd cortado porlos ejes xy yy la
graficadey = (6 — x)/2 (verlafigura). ;Qué longitud y ancho debe
tener el rectingulo de manera que su drea sea un maximo?

y y
5 T 4 —
N (0, y)
5] (1,2
1 —4
(x, 0)
f e f—x
12 3 4
Figura para 26 Figura para 27

Longitud minima Un tridngulo rectdngulo se forma en el
primer cuadrante mediante los ejes x y y y una recta que pasa
por el punto (1, 2) (ver la figura).

a) Escribir la longitud L de la hipotenusa como una funcién

de x.

Utilizar una herramienta de graficacion para aproximar x de

manera tal que la longitud de la hipotenusa sea un minimo.

¢) Determinar los vértices del tridngulo de manera tal que su
drea sea un minimo.

Area mdxima Determinar el drea del tridngulo is6sceles mds
grande que pueda inscribirse en un circulo de radio 6 (ver la
figura).

a) Resolver escribiendo el drea como una funcién de A.
b) Resolver escribiendo el drea como una funcién de «.
¢) Identificar el tipo de tridngulo de drea maxima.

Y 2
ot V= 25 —x
1 (x, )
L s e B e e . S
-4 -2 2 4
Figura para 28 Figura para 29

Area mdxima Un rectdngulo estd delimitado por el eje x y el
semicirculo y = /25 — x? (ver la figura). ;Qué largo y ancho
debe tener el rectangulo de manera que su drea sea un maximo?

Area Encontrar las dimensiones del rectdngulo mds grande
que puede inscribirse en un semicirculo de radio r (ver el ejer-
cicio 29).



31.

rdF e)
A 1.

33.

Andlisis numérico, grdfico y analitico Una sala de ejercicios
tiene la forma de un rectdngulo con un semicirculo en cada ex-
tremo. Por la parte externa una pista de carreras de 200 metros
delimita a la sala.

a) Dibujar una figura para representar el problema. Dejar que
xy yrepresenten el largo y el ancho del rectdngulo.

b) De manera analitica completar seis renglones de una tabla
tal como la siguiente. (Se muestran los dos primeros ren-
glones.) Utilizar la tabla para estimar el 4rea mdxima de la
region rectangular.

Largo x Ancho y Area xy
2 2
10 77(100 - 10) (10)77_(100 — 10) = 573
2 2
20 77(100 - 20) (20)77(100 —20) = 1019

¢) Escribir el drea A como una funcién de x.

d) Utilizar el cdlculo para encontrar el punto critico de la
funcién del apartado ¢) y determinar el valor maximo.
Utilizar una herramienta de graficacién para representar la
funcién en el apartado ¢) y verificar el drea maxima a partir
de la gréfica.

Andlisis numérico, grdfico y analitico Se va a disefiar un
cilindro circular recto que pueda contener 22 pulgadas ctibicas
de refresco (aproximadamente 12 onzas de fluido).

a) En forma analitica completar seis renglones de una tabla
como la siguiente. (Se muestran los dos primeros renglo-

nes.)
Radior | Altura Area de la superficie S
22 22
. . 2+ —=|= .
0.2 702 27(0 2)[0 2 77_(0.2)2] 220.3
22 22
0.4 W 2#(04)[04 + W] =~ 111.0

b) Recurrir a una herramienta de graficacion para generar
renglones adicionales de la tabla. Utilizar ésta para estimar
el drea superficial minima. (Sugerencia: Utilizar la carac-
teristica rable de la herramienta de graficacion.)

¢) Escribir el drea superficial S como una funcién de r.

d) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcién del apartado c) y estimar el drea superficial minima
a partir de la gréfica.

e) Recurrir al cédlculo para encontrar el punto critico de la
funcién en el apartado ¢) y encontrar las dimensiones que
producirdn el drea superficial minima.

Volumen mdximo Un paquete rectangular que se va a enviar
por un servicio postal puede tener una longitud y un perimetro
que tiene un maximo de 108 pulgadas (ver la figura). Determinar
las dimensiones del paquete de volumen madximo que puede
enviarse. (Suponer que la seccion transversal es cuadrada.)

36.
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Volumen mdximo Trabajar de nuevo el ejercicio 33 para un
paquete cilindrico. (La seccidn transversal es circular.)

Volumen mdximo Encontrar el volumen del cono circular recto
mas grande que puede inscribirse en una esfera de radio r.

|—— N —

Volumen mdximo Determinar el volumen del cilindro circular
recto mas grande que puede inscribirse en una esfera de radio r.

Desarrollo de conceptos

37. Unabotella de shampi tiene la forma de un cilindro circular

recto. Como el drea superficial de la botella no cambia cuan-
do ésta se comprime, ;es cierto que el volumen permanece
invariable? Explicar.

Para discusion

38. El perimetro de un rectdngulo es de 20 pies. De todas las

dimensiones posibles, el drea maxima es de 25 pies cua-
drados cuando su largo y ancho son ambos de 5 pies. (Hay
dimensiones que producirdn un drea minima? Explicar.

Area superficial minima  Un sélido se forma juntando dos he-
misferios a los extremos de un cilindro circular recto. El volumen
total del sélido es de 14 cm®. Encontrar el radio del cilindro que
produce el drea superficial minima.

Costo minimo  Un tanque industrial de la forma que se describe
en el ejercicio 39 debe tener un volumen de 4 000 pies ctibicos.
Si el costo de fabricacién de los hemisferios es, por pie cua-
drado, doble que el del lateral, determinar las dimensiones que
minimizardn el costo.

Areaminima Lasuma de los perimetros de un tridngulo equi-
latero y un cuadrado es igual a 10. Encontrar las dimensiones
del tridngulo y el cuadrado que producen el drea total minima.

Area mdxima Veinte pies de alambre se usardn para formar
dos figuras. En cada uno de los siguientes casos, ;qué cantidad
de alambre debe utilizarse en cada figura de manera que el drea
total encerrada sea maxima?

a) Tridngulo equildtero y cuadrado

b) Cuadrado y pentdgono regular

¢) Pentdgono regular y hexdgono regular
d) Hexagono regular y circulo

(Qué se puede concluir a partir de este patron? {Sugerencia:
El drea de un poligono rectangular con n lados de longitud x es
A = (n/4)[cot(m/n)]x".}

Resistenciade unaviga Unavigade maderatiene unaseccion
transversal rectangular de altura 4 y ancho w (ver la figura en
la siguiente pagina). La resistencia S de la viga es directamente
proporcional al ancho y al cuadrado de la altura. ;Cudles son las
dimensiones de la viga mds fuerte que puede cortarse a partir
de un lefio redondo de 20 pulgadas de didmetro? (Sugerencia:
S = kh*w, donde k es la constante de proporcionalidad.)
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A w y
N 20 0,h
S 3 ©, )
’ 445._,
il X
(=x, 0) (x,0)
Figura para 43 Figura para 44

44. Longitud minima Dos fébricas se localizan en las coordenadas
(—x,0)y (x, 0) con su suministro eléctrico ubicado en (0, i) (ver
la figura). Determinar y de manera tal que la longitud total de la
linea de transmision eléctrica desde el suministro eléctrico hasta
las fabricas sea un minimo.

45. Alcance de proyectil El alcance R de un proyectil lanzado
con una velocidad inicial v, a un dngulo 6 con la horizontal

V¢ sen 26

esR = , donde g es la aceleracion de la gravedad.

Determinar el dngulo 6 tal que el alcance sea un maximo.

46. Conjetura Considerar las funciones f(x) = 3x* y g(x) =

&x* — 3x% en el dominio [0, 4].

FIF a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
las funciones en el dominio especificado.

b) Escribir la distancia vertical d entre las funciones como una
funcién de x y recurrir al cdlculo para determinar el valor
de x respecto al cual d es un maximo.

¢) Encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a las gra-
ficas de f y g en el punto critico encontrado en el apartado
b). Representar graficamente las rectas tangentes. ;Cudl es
la relacidn entre las rectas?

d) Enunciar una conjetura acerca de la relacion entre las rectas
tangentes a las graficas de las dos funciones en el valor de
x al cual la distancia vertical entre las funciones es mds
grande, y demostrar la conjetura.

47. Iluminacion Unafuente luminosa se localiza sobre el centro de
una mesa circular de 4 pies de didmetro (ver la figura). Encontrar
la altura / de la fuente luminosa de modo tal que la iluminacién /
en el perimetro de la mesa sea mdxima si I = k(sen «)/s*, donde
s es la altura oblicua, « es el dngulo al cual la luz incide sobre
la mesa y k es una constante.

48. Iluminacion La iluminacion a partir de una fuente luminosa
es directamente proporcional a la intensidad de la fuente e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a partir
de la fuente. Dos fuentes luminosas de intensidades 7, e I, se
encuentran separadas d unidades. ;Qué punto del segmento de
recta que une a las dos fuentes tiene una menor iluminacién?

49. Tiempo minimo Unhombre se encuentra en un bote a 2 millas
del punto més cercano a la costa. Se dirige al punto Q, localizado
a 3 millas por la costa y a una milla tierra adentro (ver la figura).
El hombre puede remar a 2 millas por hora y caminar a 4 millas
por hora. ;Hacia qué punto sobre la costa debe remar para llegar
al punto Q en el menor tiempo?

[N)
L 1
e
=
—
6, %o

o~ . .

50. Tiempo minimo Considerar en el ejercicio 49 si el punto Q
estd sobre la linea costera y no a una milla tierra adentro.

a) Escribir el tiempo de recorrido 7 como una funcién de a.

b) Utilizar el resultado del apartado @) para encontrar el tiempo
minimo para llegar a Q.

¢) El'hombre puede remar a v, millas por hora y caminar a v,
millas por hora. Escribir el tiempo 7 como una funcién de
a. Mostrar que el punto critico 7'depende sélo de v, y v, y
no de las distancias. Explicar cémo este resultado seria mas
favorable para el hombre que el resultado del ejercicio 49.

d) Describir como aplicar el resultado del apartado ¢) para mi-
nimizar el costo de construccion de un cable de transmisién
eléctrica que cuesta ¢, d6lares por milla bajo el agua y c,
ddlares por milla sobre tierra.

51. Tiempo minimo Las condiciones son las mismas que en el
ejercicio 49 salvo que el hombre puede remar a v, millas por
hora y caminar a v, millas por hora. Si 6, y 6, son las magnitudes
de los dngulos, mostrar que el hombre llegard al punto Q en el
menor tiempo cuando
senf, sen6,

Vi - vy

52. Tiempo minimo Cuando las ondas luminosas, que viajan en
un medio transparente, inciden sobre la superficie de un segun-
do medio transparente, cambian de direccién. Este cambio de
direccidn recibe el nombre de refraccion y se define mediante
la ley de Snell de la refraccion,
sen@; sen6,

Vi - V2
donde 6, y 6, son las magnitudes de los dngulos que se muestran
en la figura y v, y v, son las velocidades de la luz en los dos
medios. Demostrar que este problema es equivalente al del ejer-

cicio 51, y que las ondas luminosas que viajan de P a Q siguen
la trayectoria de tiempo minimo.

P 1
L . Medio 1
d, 6, !
X \\: a—Xx
S
Medio 2 :/92\“\\\—1"2
9]
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Dibujar las graficas de f(x) = 2 — 2 sen x en el intervalo [0,
/2].

a) Determinar la distancia desde el origen a la interseccién
con el eje y y la distancia desde el origen a la intersec-
cién con el eje x.

b) Escribir la distancia d desde el origen hasta un punto
sobre la grafica de f como una funcién de x. Utilizar una
herramienta de graficacion para representar d y encontrar
la distancia minima.

¢) Usarel cdlculo y la funcidn zero o root de una herramienta
de graficacion para encontrar el valor de x que minimiza
la funcién d en el intervalo [0, 7r/2]. ;Cudl es la distancia
minima? (Proporcionado por Tim Chapell Penn Valley
Community College, Kansas City, MO)

54. Costo minimo Un pozo petrolero marino se encuentra a 2
kilémetros de la costa. La refinerfa estd a 4 kilémetros por la
costa. La instalacion de la tuberia en el océano es dos veces mds
cara que sobre tierra. ; Qué trayectoria debe seguir la tuberia para
minimizar el costo?

55. Fuerza minima Se disefia un componente para deslizar un
bloque de acero con peso W a través de una mesa y hacia una
canaleta (ver la figura). Se opone al movimiento del bloque una
fuerza de friccién proporcional a su peso aparente. (Sea k la
constante de proporcionalidad.) Determinar la fuerza minima
F necesaria para deslizar el bloque y encontrar el valor corres-
pondiente de 6. (Sugerencia: F cos 6 es la fuerza en la direccién
del movimiento, y F'sen 6 es la cantidad de fuerza que tiende a
levantar el bloque. De tal modo, el peso aparente del bloque es
W — Fsen 6.)

-

56. Volumen mdximo Un sector con dngulo central 6 se corta de
un circulo de 12 pulgadas de radio (ver la figura), y los bordes
del sector se juntan para formar un cono. Determinar la magnitud
de 6 tal que el volumen del cono sea un maximo.

<~—=8 pies—>

Figura para 56

Figura para 57

Hr- 57. Andlisis numérico, grdfico y analitico Las secciones trans-

versales de un canal de irrigacién son trapezoides isdsceles de

FI“ 59.
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los cuales tres lados miden 8 pies de largo (ver la figura). Deter-
minar el dngulo de elevacién 6 de los lados de manera tal que el
area de la seccidn transversal sea un maximo, completando lo
siguiente.

a) Completar analiticamente seis renglones de una tabla como
la siguiente. (Se muestran los dos primeros renglones.)

Altura Area
8sen 10° | =22.1
8sen20° | =425

Base 1 Base 2
8 8 + 16 cos 10°
8 8 + 16 cos 20°

b) Emplear una herramienta de graficacion para generar ren-
glones adicionales de la tabla y estimar el drea de seccién
transversal maxima. (Sugerencia: Utilizar la funcién table
de la herramienta de graficacion.)

¢) Escribirel area de la seccion transversal A como una funcién
de 0.

d) Recurrir al cdlculo para determinar el punto critico de la
funcidn en el apartado ¢) y encontrar el dngulo que produ-
cird la mdxima drea de seccidn transversal.

e) Utilizar una herramienta de graficacién para representar
la funcién del apartado ¢) y verificar el drea maxima de
seccidn transversal.

58. Utilidad mdxima (beneficio mdximo) Suponer que la cantidad
de dinero depositada en un banco es proporcional al cuadrado de
la tasa de interés que paga el banco sobre este dinero. Ademads,
el banco puede reinvertir esta suma a 12%. Determinar la tasa
de interés que el banco debe pagar para maximizar la utilidad
(el beneficio). (Utilizar la formula de interés simple.)

Costo minimo El costo de pedido y transporte C de las com-
ponentes utilizadas en la fabricacién de un producto es

200 x
= =+ >
c 100( =2t 30>, x> 1

donde C se mide en miles de ddlares y x es el tamafio del pe-
dido en cientos. Encontrar el tamafio del pedido que mini-
miza el costo. (Sugerencia: Utilizar la funcién root de una
herramienta de graficacion.)

60. Disminucion de rendimientos La utilidad (el beneficio) P (en
miles de délares) para una compafifa que gasta una cantidad s
(en miles de ddlares) en publicidad es

P = —1553 + 652 + 400.

a) Hallar la cantidad de dinero que la compaiifa debe gastar
en publicidad para producir una utilidad maxima (un ren-
dimiento maximo).

b) El punto de disminucion de rendimientos es el punto en
el cual la tasa de crecimiento de la funcion de utilidad (de
rendimiento) empieza a declinar. Determinar el punto de
disminucién de rendimientos.

Distancia minima En los ejercicios 61 a 63, considerar un centro
de distribucién de combustible localizado en el origen del sistema
rectangular de coordenadas (unidades en millas; ver las figuras
en la siguiente pagina). El centro suministra a tres fabricas con
coordenadas (4, 1), (5,6) y (10, 3). Los camiones de reparto siguen
la linea y = mx, y lineas de alimentacion a las tres fabricas. El
objetivo es determinar m de forma que la suma de las longitudes
de las lineas sea lo mas pequeiia posible.
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Minimizar la suma de los cuadrados de las longitudes de las
lineas de alimentacién dada por

S, =@m—1)2+ (5m — 6)> + (10m — 3)2.

Hallar la ecuacion de la ruta recta de los camiones mediante este
método y después determinar la suma de las longitudes de las
lineas de alimentacion.

Minimizar la suma de los valores absolutos de las longitudes de
las lineas de alimentacién dada por

S, = |4m — 1| + |5m — 6| + |10m — 3.

Hallar la ecuacién para la ruta recta de los camiones mediante
este método y luego determinar la suma de las longitudes de las
lineas de alimentacion. (Sugerencia: Utilizar una herramienta de
graficacion para representar la funcién S, y aproximar el punto
critico requerido.)

y

8 (10, 10m) 8+
5,6 = 5,6 =
ol (5,6) y mx ol (5.6 y=mx
4+ (5, 5m) 4+
L@ LT 2 (10.3)
D D

} } } } F—x } } } } F—x

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Figura para 61y 62 Figura para 63

F‘F 63.

64.

Minimizar la suma de las distancias perpendiculares (ver los

ejercicios 87 a 92 en la seccién P.2) de la linea a las fabricas

dada por

_ |[4m — 1]
m? + 1

|5m—6|
m? + 1

110m — 3|
m2+ 1

S3

Hallar la ecuacién para la linea mediante este método y a conti-
nuacién determinar la suma de las longitudes de los desvios. (Su-
gerencia: Utilizar unaherramienta de graficacion pararepresentar
la funcidn S; y aproximar el punto critico requerido.)

Area mdxima Considerar una cruz simétrica inscrita en un
circulo de radio r (ver la figura).

a) Escribir el drea A de la cruz como una funcién de x y de-
terminar el valor de x que maximiza el drea.

b) Escribir el drea A de la cruz como una funcién de 0 y en-
contrar el valor de 6 que maximiza el 4rea.

¢) Demostrar que los puntos criticos de los apartados a) y b)
producen la misma drea médxima. ;Cudl es esta drea?

Preparacion del examen Putnam

65. Determinar el valor maximo de f(x) = x* — 3x en un con-
junto de nimeros reales x que satisfacen x* + 36 < 13x%
Explicar el razonamiento.

66. Encontrar el valor minimo de
(x+ 1/x)° — (x® + 1/x%) — 2
(x+1/xP3 + (3 + 1/%3)

para x > 0.

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi-
tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

[rroveero o aonol

Rio Connecticut

Cada vez que el rio Connecticut alcanza un nivel de 105 pies sobre el
nivel del mar, dos operadores de la estacion de control de inundaciones
en Northampton, Massachusetts, inician una vigilancia horaria del
rio. Cada 2 horas verifican la altura del mismo, utilizando una escala
marcada en décimas de pie, y registran los datos en una bitacora. En
la primavera de 1996, la vigilancia de la crecida se efectué del 4 de
abril, cuando el rio alcanzé 105 pies y se elevaba a razén de 0.2 pies
por hora, hasta el 25 de abril, cuando el nivel regres6 de nuevo a 105
pies. Entre estas fechas, los registros muestran que el rio crecié y
bajé varias veces, en un punto cercano a la marca de 115 pies. Si el
rio hubiera alcanzado 115 pies, la ciudad habria tenido que cerrar la
autopista Mount Tom (Ruta 5, al sur de Northampton).

La grifica siguiente muestra el ritmo o tasa de cambio del nivel
del rio durante una parte de la vigilancia de la crecida. Recurrir a la
gréfica para responder cada pregunta.

R
4
~ 3
23 N\ N
23 2T\ )\
R
D

g-g_l__l 3 5 ’\9 11
S g 2
=38

o V\

—4

Dia (0 <> 12:01 a.m. abril 14)

a) (En qué fecha el rio crecié con mayor rapidez? ;Cémo se
puede saber?

b) (En qué fecha el rio tuvo el descenso mas rapido? ; Cémo
se puede saber?

¢) Hubo dos fechas seguidas en las que el rio crecid, después
bajo, después crecid de nuevo durante el curso del dia. ;Qué
dia ocurrié lo anterior y cémo se puede determinar?

d) Un minuto después de la medianoche, el 14 de abril, el
nivel del rio se encontraba en 111.0 pies. Estimar la altura
del mismo 24 horas después y 48 horas después. Explicar
cémo se efectuaron las estimaciones.

e) El rio alcanzé su valor mds alto en 114.4 pies. ;En qué
fecha ocurrié lo anterior?

(Propuesto por Mary Murphy, Smith College, Northamp-
ton, MA)
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Im Método de Newton

(s )

B el e

b)

La interseccion con el eje x de la recta
tangente se aproxima a cero de f
Figura 3.60

METODO DE NEWTON

Quiza Newton fue el primero que describio
el método para aproximar los ceros reales
de una funcion en su texto Method of
Fluxions. Aunque el libro lo escribio en
1671, no se publico hasta 1736. Entre
tanto, en 1690, Joseph Raphson (1648-
1715) publico un articulo que describia
un método para aproximar los ceros reales
de una funcion que era muy similar al de
Newton. Por esta razon, el método a veces
recibe el nombre de método de Newton-
Raphson.

B Aproximar un cero de una funcién utilizando el método de Newton.

Método de Newton

En esta seccidn se estudiard una técnica para aproximar los ceros reales de una funcién. La
técnica recibe el nombre de método de Newton y utiliza rectas tangentes para aproximar
la grafica de la funcién cerca de sus intersecciones con el eje x.

Para ver cémo funciona el método de Newton, considerar una funcién f que es conti-
nua en el intervalo [a, b] y derivable en el intervalo (a, b). Si f(a) y f(b) difieren en signo,
entonces, por el teorema del valor intermedio, f debe tener al menos un cero en el intervalo
(a, b). Suponer que se estima que este cero ocurre en

X =X Primera estimacion.

como se muestra en la figura 3.60a. El método de Newton se basa en la suposicion de que
la grafica de f y la recta tangente en (x,, f(x,)) cruzan ambas por el eje x en casi el mismo
punto. Debido a que es muy fécil calcular la interseccion con el eje x de esta recta tangente,
es posible utilizarla como una segunda estimacién (y, usualmente, mejor) del cero de f.
La recta tangente pasa por el punto (x,, f(x,)) con una pendiente de f'(x,). En la forma de
punto-pendiente, la ecuacién de la recta tangente es en consecuencia

y _f(xl) :f/(-xl)(-x - xl)
y =) = x) + flx).

Dejando y = 0y despejando x, se obtiene

Y= x — f(xl)
- M / .
S (xl)
De tal modo, a partir de la estimacion inicial x, se obtiene una nueva estimacion
X Xy~ f(XI) S d i i6n (ver la fi 3.60b)
2 T M /| . egunda estimacion (ver la figura 3. D).
A (x1)
Es posible mejorar x, y calcular aun una tercera estimacion
. = x f(xz) - dmaci
37 ATy . ercera estimacion.
fx,)

La aplicacién repetida de este proceso se denomina método de Newton.

METODO DE NEWTON PARA APROXIMAR LOS CEROS DE UNA FUNCION

Sea f(c) = 0, donde f es derivable en un intervalo abierto que contiene a c. Entonces,
para aproximar c, se siguen los siguientes pasos.

1. Se efectiia una estimacion inicial x, que es cercana a c. (Una gréfica es ttil.)
2. Se determina una nueva aproximacion

_ fx)
f'(x,)
3. Silx, — x,.,l estd dentro de la precisién deseada, dejar que x,, sirva como la

aproximacion final. En otro caso, volver al paso dos y calcular una nueva aproxi-
macion.

Xn+1 = Xy

Cada aplicacion sucesiva de este procedimiento recibe el nombre de iteracion.
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Para muchas funciones, con
unas pocas iteraciones del método de
Newton, se conseguirdn errores de
aproximacién muy pequefios como
muestra el ejemplo 1. |

La primera iteracion del método de
Newton
Figura 3.61

fo)=2x3+x2—x+1 oL

Después de tres iteraciones del método de
Newton, el cero de fse aproxima hasta la
exactitud deseada

Figura 3.62

Aplicaciones de la derivada

EJEMPLO I Aplicacion del método de Newton

Calcular tres iteraciones del método de Newton para aproximar un cero de f(x) = x*> — 2.

Utilizar x;, = 1 como la estimacién inicial.

Solucién Como f(x) = x* — 2, se tiene que f'(x) = 2x, y el proceso iterativo estd dado

por la férmula
_fx) X =2

f(x,) ~ 2x,

xn+] = xn

Los célculos para tres iteraciones se muestran en la tabla.

, x,) =)
a| o1, £, £1x,) % %, = .f:’(x,,)
1 1.000000 —1.000000 2.000000 —0.500000 1.500000
2 1.500000 0.250000 3.000000 0.083333 1.416667
3 1.416667 0.006945 2.833334 0.002451 1.414216
4 1.414216

Desde luego, en este caso, se sabe que los dos ceros de la funcién son +V/2. Hasta seis
lugares decimales, V2 = 1.414214. De tal modo, después de sdlo tres iteraciones del método
de Newton, se obtiene una aproximacion que estd dentro de 0.000002 de una raiz real. La
primera iteracién de este proceso se muestra en la figura 3.61.

EJEMPLO 2 Aplicacion del método de Newton
Utilizar el método de Newton para aproximar los ceros de
f) =28+ x> —x+ 1.

Continuar las iteraciones hasta que dos aproximaciones sucesivas difieran por menos de
0.0001.

Soluciéon Empezar dibujando una grafica de f, como se muestra en la figura 3.62. A partir
de la gréfica, se puede observar que la funcién tiene sélo un cero, el cual ocurre cerca de

x = —1.2. A continuacién, derivar f y construir la férmula iterativa
_ f(xn) _ 2xn3 + xn2 X +1
Yo = X flx,) n 6x2 + 2x, — 1
Los calculos se muestran en la tabla.
fx,) f,)
,1 x" (x") ’ xll /| x" - /|
f Fe) ) )
1 | —1.20000 0.18400 5.24000 0.03511 —1.23511
2 | —1.23511 —0.00771 5.68276 —0.00136 —1.23375
3| —1.23375 0.00001 5.66533 0.00000 —1.23375
4 | —1.23375

Como dos aproximaciones sucesivas difieren por menos del valor requerido de 0.0001, se
puede estimar el cero de f como —1.23375.
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Cuando, como en los ejemplos 1 y 2, las aproximaciones tienden a un limite, se dice
que la sucesion x;, x,, X3,..., X,,... converge. Ademads, si el limite es ¢, puede demostrarse

que ¢ debe ser un cero de f.

El método de Newton no siempre produce una sucesion convergente. La figura 3.63
ilustra una situacién asi. Debido a que el método de Newton implica la division entre f'(x,),
es claro que fallard si la derivada es cero para cualquier x, en la sucesion. Cuando existe
este problema, es facil superarlo eligiendo un valor diferente para x,. Otra forma en la que
el método de Newton puede fallar se muestra en el siguiente ejemplo.

|

| N\

El método de Newton no converge si /' (x), =0

Figura 3.63

EJEMPLO 3 Ejemplo en el que el método de Newton falla

La funcién f(x) = x'/° no es derivable en x = 0. Demostrar que el método de Newton no

converge al utilizar x, = 0.1.

Solucién Como f'(x) = 3x 3, 1a férmula iterativa es

f(x,)
Xpv1 — X — f/(xn)
x1/3
=x, — %x:*2/3
=x, — 3x,
= —2x,.

Los calculos se presentan en la tabla. Esta tabla y la figura 3.64 indican que x, continda
creciendo en magnitud a medida que n — o0, y por ello el limite de la sucesidn no existe.

, (x, (x,,)
n x, S, fx,) ch,((—xn)) x, — j{, )
1 0.10000 0.46416 1.54720 0.30000 —0.20000
2 | —0.20000 —0.58480 0.97467 —0.60000 0.40000
3 0.40000 0.73681 0.61401 1.20000 —0.80000
4 | —0.80000 —0.92832 0.38680 —2.40000 1.60000

[[I7® Enelejemplo 3, la estimacién inicial x; = 0.1 no produce una sucesién convergente. Intentar
demostrar que el método de Newton también falla para cualquier otra eleccion de x, (distinta del cero

real).
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The Granger Collection

NIELS HENRIK ABEL (1802-1829)

The Granger Collection

EVARISTE GALOIS (1811-1832)

Aunque las vidas tanto de Abel como de
Galois fueron breves, su trabajo en el campo
del analisis y el algebra abstracta tuvieron
un gran alcance.

Es posible demostrar que una condicién suficiente para producir la convergencia del
método de Newton a un cero de fes que

f) f(x)

L&

en un intervalo abierto que contenga al cero. Por ejemplo, en el ejemplo 1 en donde f(x) =
X =2, f'(x) = 2x, f'(x) = 2, se tendrd

<1 Condicién para convergencia.

fOf @ _ (> =2@)] _ |1 _ 1
[f(x)]? 4x2 2 x|
En el intervalo (1, 3), esta cantidad es menor que 1 y, en consecuencia, se garantiza la con-
vergencia del método de Newton. Por otro lado, en el ejemplo 3, se tiene f(x) = X3, f1(x)

= §x7R, f1) = 3y
S f )| _ |6 (=2/9)(x>)
Lf &P (1/9)(x~*7)

que no es menor que 1 para ningin valor de x, por lo que el método de Newton no con-
vergera.

Ejemplo 1.

=2 Ejemplo 3.

Soluciones algebraicas de ecuaciones polinomiales

Los ceros de algunas funciones, tales como
f) =2 —2x2 —x + 2

pueden determinarse mediante técnicas algebraicas simples, tales como la factorizacion.
Los ceros de otras funciones, tales como

f)=x—x+1

no pueden determinarse mediante métodos algebraicos elementales. Esta funcién particular
so6lo tiene un cero real, y utilizando técnicas algebraicas mas avanzadas se puede determinar
que el cero es

6 6 :

Como la solucién exacta se escribe en términos de raices cuadradas y raices cubicas, ésta
se denomina una solucién por radicales.

M7 Intentar la aproximacién del cero real de f(x) = x* — x + 1 y comparar el resultado con la
solucion exacta dada arriba. [ |

La determinacion de las soluciones radicales de una ecuacién polinomial es uno de
los problemas fundamentales del Algebra. El primero de este tipo de resultados es la
férmula cuadrética, que data por lo menos de los tiempos de los babilénicos. La férmula
general para los ceros de una funcién cibica se desarrollé mucho después. En el siglo xvi
un matemadtico italiano, Girolamo Cardano, public6 el método para encontrar soluciones
radicales a ecuaciones cubicas y de cuarto grado. Después, durante 300 afios, el problema
de encontrar una férmula general para el quinto grado permaneci6 sin resolver. Por dltimo,
en el siglo xix, el problema fue resuelto de manera independiente por dos jovenes matema-
ticos. Niels Henrik Abel, un matemaético noruego y Evariste Galois, un matematico francés,
demostraron que no es posible resolver una ecuacién polinomial general de quinto grado
(o mayor) por medio de radicales. Desde luego, se pueden resolver ecuaciones particulares
de quinto grado tales como x> — 1 = 0, pero Abel y Galois fueron capaces de demostrar
que no existe una solucién general por radicales.



Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, completar dos iteraciones del método de
Newton para la funciéon utilizando la estimacion inicial indicada.

1. fx)=x>-5, x =22
3. fx) =cosx, x, =16

2. fx)=x3—3, x, =14
4. f(x) =tanx, x, =0.1

En los ejercicios 5 a 14, aproximar el (los) cero(s) de la funcion.
Utilizar el método de Newton y continuar el proceso hasta que
dos aproximaciones sucesivas difieran en menos de 0.001. Después
encontrar el (los) cero(s) utilizando una herramienta de graficacion
y comparar los resultados.
5 fx)=x*+4
7. f)=x*+x—-1 8. fx)=x"+x-1
9. flx) =5Vx—1—-2x 10. flx) =x—2V/x+1
11, f(x) = x> — 3.9x2 + 4.79x — 1.881
12 fo)=x*+x -1
13. f(x) = —x + senx

6. flx)=2—-x

14. f(x) = x* — cosx

En los ejercicios 15 a 18, aplicar el método de Newton para
aproximar el (los) valor(es) de x del (los) punto(s) indicado(s)
de interseccion de las dos graficas. Continuar el proceso hasta
que dos aproximaciones sucesivas difieran por menos de 0.001.
[Sugerencia: Sea h(x) = f(x) — g(x).]

15. fx)=2x+1 16. f(x) =3 —«x
g) = Vx +4 g) = 1/(x* + 1)
y y
st/ 2
/
.
17. fx) =x 18. fl(x) = x?
glx) = tan x glx) = cos x
y y
I o
Ny
: : - - x
| 1 F—x -z ™
z 3z -1+ 8
2 2

19. Regladela mecdnica Laregladelamecdnica para aproximar
Va,a>0,es

1
an:E(xn-‘ri), n=1,2,3...

n

donde x, es una aproximacién de \/a.
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a) Utilizar el método de Newton y la funcién f(x) = x> — a
para derivar la regla de la mecdnica.

b) Utilizar la regla de la mecanica para aproximar V5 y V7
hasta tres decimales.

20. a) Emplear el método de Newton y la funcién f(x) = x" — a
para obtener una regla general relativa a la aproximacion
dex = Va.

b) Utilizar la regla general que se encontrd en el apartado

a) para aproximar \76_y V/15 hasta tres decimales.

En los ejercicios 21 a 24, aplicar el método de Newton utilizando la
estimacion inicial indicada y explicar por qué falla el método.

21, y=23-6x2+6x— 1, x =1
22, y=x*-2x-2, x,=0

y y
2+ *. : / —x
-7 1 2
Y A 1
l -
A -2
| |
[ x > =T
Figura para 21 Figura para 22
23. fl)=-x*+6x2—-10x+6, x;, =2
3
24.  f(x) =2senx + cos2x, x, = 777
y y
3+ 2T
| [\/\ . /“
1
2T ‘ / —HA——f—x
I 1 g .
VS |
A T !
.
Figura para 23 Figura para 24

Punto fijo En los ejercicios 25 y 26, aproximar el punto fijo de
la funcion hasta dos lugares decimales. [Un punto fijo x, de una
funcién f es un valor de x tal que f(x,) = x,.]

25. f(x) = cosx
26. f(x) =cotx, O<x<m

27. Utilizar el método de Newton para que la ecuacién x,,, =
x,(2 — ax,) pueda utilizarse para aproximar 1/a si x, es una
estimacion inicial del reciproco de a. Notar que este método de
aproximacion de reciprocos utiliza s6lo las operaciones de resta
y producto. [Sugerencia: Considerar f(x) = (1/x) — a.]

28. Utilizar el resultado del ejercicio anterior para aproximar a) %
y b) ﬁ hasta tres decimales.
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Desarrollo de conceptos

29. Considerar la funcién f(x) = x* — 3x* + 3.

a) Utilizar una herramienta de graficacién para representar f.

b) Utilizar el método de Newton con x; = 1 como esti-
macion inicial.

¢) Repetir el apartado b) utilizando x, = § como estima-
cién inicial y observar que el resultado es diferente.

d) Paracomprender por qué los resultados de los apartados
b) y c) son diferentes, dibujar las rectas tangentes a la
gréficade fenlospuntos (1, f(1)) y (4, f(4)). Determi-
nar la interseccion con el eje x de cada recta tangente y
comparar las intersecciones con la primera iteracion del
método de Newton utilizando las estimaciones iniciales
respectivas.

e) Escribir un breve parrafo en el que se resuma la forma
en que funciona el método de Newton. Utilizar los
resultados de este ejercicio para describir por qué
es importante seleccionar con cuidado la estimacion
inicial.

30. Repetirlos pasos en el ejercicio 29 parala funcién f(x) = sen
x conestimaciones inicialesde x, = 1.8 y x, = 3.

31. En sus propias palabras y utilizando un dibujo, describir
el método de Newton para aproximar los ceros de una fun-
cién.

Para discusion

32. ;Bajo cudles condiciones fallard el método de Newton?

En los ejercicios 33 y 34, aproximar el punto critico de f en el
intervalo (0, 77). Dibujar la grafica de f, marcando cualquier
extremo.

33. f(x) =xcosx 34. f(x) =xsenx

En los ejercicios 35 a 38, se incluyen algunos problemas tipicos
de las secciones previas de este capitulo. En cada caso, utilizar el
método de Newton para aproximar la solucion.

35. Distancia minima Hallar sobre la grifica de f(x) = 4 — x* el
punto mds cercano al punto (1, 0).

36. Distancia minima Encontrar sobre la grafica de f(x) = x> el
punto mds cercano al punto (4, —3).

37. Tiempo minimo Se encuentra en un bote a 2 millas del punto
mds cercano sobre la costa (ver la figura) y se dirige al punto
0, que se ubica a 3 millas por la costa y a 1 milla tierra adentro.
Tiene la posibilidad de remar a 3 millas por hora y de caminar
a 4 millas por hora. ;Hacia qué punto sobre la costa debe remar
para llegar a Q en el tiempo minimo?

2 millas

-

bt e Y &

3 millas 0

38. Medicina La concentracion C de un compuesto quimico en
el flujo sanguineo ¢ horas después de la inyeccién en el tejido
muscular estd dada por C = (37 +1£)/(50 + £*). ; Cudndo es més
grande la concentracion?

39. Crimen Elnimero total de arrestos 7 (en miles) para hombres
de 14 a 27 afios en 2006 estd aproximado por el modelo

T = 0.602x" — 41.44x> + 922.8x — 6330, 14=x=27

donde x es la edad en afios (ver la figura). Aproximar las dos
edades que completen un total de 225 arrestos. (Fuente: U.S.

Department of Justice)
T P
% 400 £ 3000000t
= N\
= 350 =
& [\ S
= 300 / \. s
3 950 5 2 000 000 +
g 200 / D) g
Z 150 [ 2 1000 000+
E ¢ Z
< 100 <
x O x
12 16 20 24 28 10 30 50
Edad (en afios) Gastos de publicidad
(en decenas de miles de ddlares)
Figura para 39 Figura para 40

40. Costos de publicidad Una compaiifa que produce reproduc-
tores de discos compactos portdtiles estima que la ganancia por
la venta de un modelo particular es

P=-76x"+4830x>-320 000, 0<x<60

donde P es la ganancia en ddlares y x es el gasto de publicidad
en 10 000 délares (ver la figura). De acuerdo con este modelo,
determinar la mds pequefia de dos cantidades de publicidad que
producirian una ganancia P de 2 500 000 ddlares.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 41 a 44, determinar si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un contraejemplo.

41. Los ceros de f(x) = p(x)/q(x) coinciden con los ceros de p(x).

42. Silos coeficientes de una funcién polinomial son todos positivos,
entonces el polinomio no tiene ceros positivos.

43. Si f(x) es un polinomio ctibico tal que f’(x) nunca es cero, en-
tonces cualquier estimacion inicial forzard a que el método de
Newton converja al cero de f.

44, Lasraices de V"% =0 coinciden con las raices de f(x) = 0.

45. Rectas tangentes La grificade f(x) = —sen x tiene un nimero
infinito de rectas tangentes que pasan por el origen. Utilizar el mé-
todo de Newton para aproximar la pendiente de la recta tangente
que tenga la pendiente mas grande hasta tres lugares decimales.

46. Punto de tangencia En la figura se muestra la grafica de
f(x) = cos x y una linea tangente de f que pasa por el origen.
Encontrar las coordenadas del punto de tangencia con una
aproximacion de tres decimales.

f(x)=cosx

/\/\

-1+




Im Diferenciales

EXPLORACION

Aproximacion mediante la recta
tangente Usar una herramienta de
graficacién para representar

fx) = X~

En la misma ventana de observa-
cién, representar la recta tangente

a la grifica de f en el punto (1, 1).
Realizar un doble acercamiento en
el punto de tangencia. ;La herra-
mienta de graficacion distingue las
dos graficas? Utilizar la caracteristi-
ca trace para comparar las dos gra-
ficas. A medida que los valores de
X se acercan mds a 1, ;qué se puede
decir acerca de los valores de y?

Recta tangente

fx)=1+senx

|
N
INCEE
[SIEES

La aproximacion de la recta tangente de /
en el punto (0, 1)
Figura 3.65
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= Entender el concepto de una aproximacion por medio de una recta tangente.
® Comparar el valor de la diferencial, dy, con el cambio real en y, Ay.

® Estimar un error propagado utilizando una diferencial.

® Encontrar la diferencial de una funcién utilizando férmulas de derivacion.

Aproximaciones por recta tangente

El método de Newton (seccion 3.8) es un ejemplo del uso de una recta tangente a una grafica
para aproximar la gréfica. En esta seccion se estudiardn otras situaciones en las cuales la
gréfica de la funcién puede aproximarse mediante una linea recta.

De inicio, considerar una funcién f que es derivable en ¢, la ecuacion para la recta
tangente en el punto (c, f(c)) estd dada por

y = fle) = fle)x = o)
y = fle) + fle)x = ¢)

y es llamada aproximacién por medio de una recta tangente (o aproximacion lineal)
de fen c. Como c es una constante, y es una funcién lineal de x. Ademds, restringiendo los
valores de x de modo que sean suficientemente cercanos a ¢, los valores de y pueden utilizarse
como aproximaciones (hasta cualquier precision deseada) de los valores de la funcién f. En
otras palabras, cuando x — ¢, el limite de y es f(c).

EJEMPLO I Utilizacion de la aproximacion por medio

de una recta tangente

Determinar la aproximacion por medio de una recta tangente de
flx) =1 + senx

en el punto (0, 1). Utilizar después una tabla para comparar los valores y de la funcion lineal
con los de f(x) en un intervalo abierto que contenga a x = 0.

Solucion La derivada de f es
f(x) = cos x.

De tal modo, la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de f en el punto (0, 1) es
y = £(0) = f(0)(x — 0)

y=1=(x~-0)
y=1+nx

Primera derivada.

Aproximacion por la recta tangente.

La tabla compara los valores de y dados por esta aproximacién lineal con los valores de f(x)
cerca de x = 0. Advertir que cuanto mds cercana es x a 0, tanto mejor es la aproximacion.
Esta conclusion se refuerza por medio de la grafica que se muestra en la figura 3.65.

x —-05] —0.1 —0.01 0 0.01 0.1 0.5
fx) =1+ senx|0.521]0.9002 | 0.9900002 | 1 | 1.0099998 | 1.0998 | 1.479
y=1+x 0.5 0.9 0.99 1 1.01 1.1 1.5

W Asegurarse de ver que esta aproximacion lineal de f(x) = 1 + sen x depende del punto de
tangencia. En un punto diferente sobre la gréfica de f, se obtendria una aproximacién mediante la recta
tangente diferente. |
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flc+ Ax)

Cuando Ax es pequefia, Ay = flc + Ax) —
f(c) es aproximada por f(c) Ax
Figura 3.66

y=2x-1

7777777777

Ay
dy

El cambio en y, Ay, se aproxima por la
diferencial de y, dy
Figura 3.67

Diferenciales

Cuando la recta tangente a la grafica de f en el punto (c, f(c))
y = f(c) + flc)(x — ¢ Recta tangente en (c, f (¢)).

se usa como una aproximacién de la grafica de f, la cantidad x — ¢ recibe el nombre de
cambio en x, y se denota mediante Ax, como se muestra en la figura 3.66. Cuando Ax es
pequeiia, el cambio en y (denotado por Ay) puede aproximarse como se muestra.

Ay = flc + Ax) — f(c) Cambio real en y.
~ f'(c)Ax Cambio aproximado en y.

Para una aproximacion de este tipo, la cantidad Ax tradicionalmente se denota mediante
dx, y recibe el nombre de la diferencial de x. La expresion f'(x) dx se denota por dy, y se
denomina la diferencial de y.

DEFINICION DE DIFERENCIALES

Considerar que y = f(x) representa una funcién que es derivable en un intervalo
abierto que contiene a x. La diferencial de x (denotada por dx) es cualquier nimero
real distinto de cero. La diferencial de y (denotada por dy) es

dy = f/(x) dx.

En muchos tipos de aplicaciones, la diferencial de y puede utilizarse como una aproximacion
del cambio en y. Esto es

Ay=dy o Ay = f/(x)dx.

EJEMPLO 2 Comparacion de Ayy dy

Seay = %, determinar dy cuando x = 1y dx = 0.01. Comparar este valor con Ay parax = 1
y Ax = 0.01.

Solucion Como y = f(x) = x%, se tiene f'(x) = 2x, y la diferencial dy estd dada por

dy = f'(x) dx = f/(1)(0.01) = 2(0.01) = 0.02. Diferencial de y.
Ahora, utilizando Ax = 0.01, el cambio en y es

Ay = f(x + Ax) — f(x) = f(1.01) — f(1) = (1.01)2 = 12 = 0.0201.

La figura 3.67 muestra la comparacién geométrica de dy y Ay. Intente comparar otros valores
de dy y Ay. Verd que los valores se aproximan cada vez mds entre si cuando dx (o Ax) tiende

a cero. —

En el ejemplo 2, la recta tangente a la grafica de f(x) = x> enx = l es
y=2x—-1 o g =2x—-1. Recta tangente a la grdfica de fen x = 1.

Para valores de x cercanos a 1, esta recta es cercana a la grafica de f, como se muestra en
la figura 3.67. Por ejemplo

f(1.01) = 1.01> = 1.0201 y g(1.01) = 2(1.01) — 1 = 1.02.



—
0.7

Cojinete de bola con el radio medido que
no tiene un error mayor de 0.01 pulgadas
Figura 3.68
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Propagacion del error

Los fisicos e ingenieros tienden a hacer un uso libre de las aproximaciones de Ay mediante
dy. Asi sucede en la préctica al estimar los errores propagados por los aparatos (dispositivos)
de medida. Por ejemplo, si x denota el valor medido de una variable y x + Ax representa
el valor exacto, entonces Ax es el error de medida (medicion). Por tltimo, si el valor me-
dido x se usa para calcular otro valor f(x), la diferencia entre f(x + Ax) y f(x) es el error
propagado.

Error de Error
medicién propagado
A A
e+ Ax) = f(x) = Ay
H_J R/J
Valor Valor
exacto medido

EJEMPLO 3 Estimacion del error

Se mide el radio de una bola de un cojinete y se encuentra que es igual a 0.7 pulgadas, como
se muestra en la figura 3.68. Si la medicién no tiene un error mayor que 0.01 pulgadas,
estimar el error propagado en el volumen V de la bola del cojinete.

Solucién La férmula para el volumen de una esferaes V = 4713, donde r es el radio de
la esfera. De tal modo, es posible escribir

r=20.7 Radio medido.

—0.01 < Ar < 0.01. Error posible.

Para aproximar el error propagado en el volumen, se diferencia V para obtener dV/dr =
41r?y se escribe

AV = dV Aproximar AV con dV.
= 4zr2dr
= 47(0.7)%(x0.01) Sustituir ry dr.

U

+0.06158 pulgadas ctibicas

De este modo, el volumen ha propagado un error de casi 0.06 pulgadas cuibicas.

(El error propagado en el ejemplo 3 es grande o pequefio? La respuesta se indica de
mejor manera en términos relativos al comparar dV con V. La proporcién

av _ 4arr2dr
14 il
_ 3dr

r

Cociente de dV'y V.
Simplificar.

=~ 0377 (i 0.01) Sustituir dry r.

~ £0.0429

recibe el nombre de error relativo. El correspondiente error porcentual es aproximada-
mente 4.29%.
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Mary Evans Picture Library

GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716)

Tanto a Leibniz como a Newton se les
acredita como creadores del calculo. Sin
embargo, fue Leibniz quien trato de
ampliar el calculo formulando reglas y la
notacion formal. A menudo pasaba dias
eligiendo una notacion adecuada para un
nuevo concepto.

Calculo de diferenciales

Cada una de las reglas de derivacion que se estudiaron en el capitulo 2 pueden escribirse en
forma diferencial. Por ejemplo, suponer que u y v son funciones derivables de x. A partir
de la definicion de diferenciales, se tiene

du=u'dx 'y dv=v'dx

De tal manera, se puede escribir la forma diferencial de la regla del producto como se
muestra a continuacion.

d
d [u v] = d—[uv] dx Diferencial de uv.
X
= [uv' + vu’] dx Regla del producto.
= uv’'dx + vu'dx
=udv +vdu

FORMULAS DIFERENCIALES

Sean u y v funciones diferenciables de x.

Miiltiplo constante:  d[cu] = ¢ du
Suma o diferencia:  d[u + v] = du + dv

Producto: dluw] =udv + vdu
Cociente: d[z] = va’u;zudv
v v

EJEMPLO 4 Determinacion de diferenciales

Funcion Derivada Diferencial
d
a) y=x? d—z=2x dy = 2x dx
= 2senx @_ZCOSX dy = 2 cos x dx
b) Y dx y
dy
¢) Y= Xxcosx i —xsenx + cos x dy = (—xsenx + cos x) dx
1 dy 1 dx
d = — —_ = —— d = ——
)y X dx x? Y x?

La notacidn en el ejemplo 4 recibe el nombre de notacién de Leibniz para derivadas
y diferenciales, en honor del matematico aleman Gottfried Wilhelm Leibniz. La belleza
de esta notacidn se debe a que proporciona una forma facil de recordar varias férmulas de
calculo importantes al dar la apariencia de que las férmulas se derivaron de manipulaciones
algebraicas de diferenciales. Por ejemplo, en la notacién de Leibniz, la regla de la cadena

dy _ dydu
dx  dudx

pareceria ser verdadera debido a que las du se anulan. Aunque este razonamiento es inco-
rrecto, la notacion ayuda a recordar la regla de la cadena.
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4 g)=gx+2
(16, 4)
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f@)=vx
f f f f f
4 8 12 16 20

Figura 3.69
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EJEMPLO 5 Diferencial de una funcion compuesta

y = f(x) = sen 3x Funcién original.
f’(x) = 3 cos 3x Aplicacién de la regla de la cadena.
dy = f’(x) dx = 3 cos 3x dx Forma diferencial.

EJEMPLO 6 Diferencial de una funcion compuesta

y=f(x) = x>+ 1) Funcién original.
1 X
f,(x) = E(xz + 1)71/2(235) = 211 Aplicacion de la regla de la cadena.
X
dy = f'(x) dx = ————=dx a diferenci
y = f(x) NZES Forma diferencial.

Las diferenciales pueden utilizarse para aproximar valores de funciones. Para realizar
esto con respecto a la funcién dada por y = f(x), utilizar la férmula

&+ Ax) = fx) +dy = f(x) + f(x) dx
la cual se deriva de la aproximacion Ay = f(x + Ax) — f(x) = dy. La clave para utilizar
esta férmula es elegir un valor de x que facilite el calculo, como se muestra en el ejemplo
7. (Esta férmula es equivalente a la recta tangente de aproximacién dada anteriormente en
esta seccion.)
EJEMPLO 7 Aproximacion de los valores de una funcion
Utilizar diferenciales para aproximar V 16.5 .

Solucion Utilizando f(x) = V/x, se puede escribir

/| — L
flx+ Ax) = f(x) + f'(x) dx = \/;c+2\/;cdx

Ahora bien, eligiendo x = 16 y dx = 0.5, se obtiene la siguiente aproximacion

Flo+ A = V165 ~ /16 + 2J1R (0.5) = 4 + (é)(%) — 4.0625

La aproximacién por medio de la recta tangente a f(x) = \Vx en x = 16 es la linea
g(x) = §x + 2. Para valores de x cercanos a 16, las graficas de f y g son muy préximas entre
si, como se muestra en la figura 3.69. Por ejemplo,

£(16.5) = V165 ~ 40620 'y g(16.5) = %(16.5) + 2 = 4.0625.

De hecho, si se usa una herramienta de graficacién para realizar un acercamiento al punto
de tangencia (16, 4), se vera que las dos graficas parecen coincidir. Advertir también que a
medida que se aleja del punto de tangencia, la aproximacion lineal es menos exacta.
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, determinar la ecuacion de la recta tangente
T ala grifica de f en un punto dado. Utilizar esta aproximacion
lineal para completar la tabla.

Aplicaciones de la derivada

x 1.9 | 1.99 | 2 | 2.01 | 2.1
f(x)

T(x)
1. flx)=x2 (2,4

6 3

2. flx) = e <2, 5)
3. flx)=x (2,32
4 0 =vx (2,V2)
5. f(x) =senx, (2,sen2)
6. f(x) =cscx, (2,csc?)

En los ejercicios 7 a 10, utilizar la informacion para evaluar y
comparar Ay y dy.

y=x3 x=1 Ax =dx = 0.1
y=1-—2x? x=0 Ax = dx = —0.1

.oy =xt+1 x=-1 Ax = dx = 0.01
10. y=2—x* x=2 Ax = dx = 0.01

En los ejercicios 11 a 20, determinar la diferencial dy de la funcion
indicada.

11. y = 3x2 — 4 12. y = 3X2/3
13. y:X+1 14. y:,/9—x2
2x — 1
1
15. y=x 1 —x? 16. y=\/;c+$
17. y = 3x — sen?x 18. y = xcosx
1 6mx — 1 sec?x
19. = - _ 20. =
y 3°°S< 2 ) YT

En los ejercicios 21 a 24, emplear diferenciales y la grafica de f
para aproximar a) f(1.9) y b) £(2.04).

2., 2.

2.1

23.

y 24,

2.0

En los ejercicios 25 y 26, utilizar diferenciales y la grafica de g’
para aproximar a) g(2.93) y b) g(3.1) dado que g(3) = 8.

25.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

y 26.

=

I Il
12 45 l» 12 3 4 5
T3

Area Se encuentra que la medicién del lado de un cuadrado
es igual a 10 pulgadas, con un posible error de 35 de pulgada.
Usar diferenciales para aproximar el posible error propagado en
el célculo del drea del cuadrado.

Area Se encuentra que las mediciones de la base y la altura
de un tridngulo son iguales, respectivamente, a 36 y 50 cm. El
posible error en cada medicion es de 0.25 cm. Emplear diferen-
ciales para aproximar el posible error propagado en el cdlculo
del drea del tridngulo.

Area  Semide el radio del extremo de un tronco y se encuentra
que es igual a 16 pulgadas, con un posible error de 1 de pulgada.
Utilizar diferenciales para aproximar el posible error propagado
en el cdlculo del drea del extremo del tronco.

Volumen y drea superficial 1.amedicion del borde de un cubo
indica un valor de 15 pulgadas, con un error posible de 0.03
pulgadas. Utilizar diferenciales para aproximar el mdximo error
de propagacion posible en el cdlculo de a) el volumen del cubo
y b) el area superficial del cubo.

Area La medicién del lado de un cuadrado produce un valor
igual a 12 cm, con un posible error de 0.05 cm.

a) Aproximar el error porcentual en el cdlculo del drea del
cuadrado.

b) Estimar el mdximo error porcentual permisible en la medi-
cion del lado si el error en el calculo del area no fue mayor
que 2.5%.

Circunferencia Lamedicion de la circunferencia de un circu-

lo produce un valor de 64 centimetros, con un posible error de

0.9 centimetros.

a) Aproximar el error porcentual en el cdlculo del drea del
circulo.



b) Estimar el mdximo error porcentual permisible en la me-
dicion de la circunferencia si el error en el calculo del area
no excede de 3%.

33. Volumeny drea superficial Se mide el radio de una esferay se
encuentra un valor de 8 pulgadas, con un posible error de 0.02
pulgadas. Utilizar diferenciales para aproximar el maximo error
posible en el cdlculo de a) el volumen de la esfera, b) el drea
superficial de la esfera y ¢) los errores relativos en los apartados
a)yb).

34. Distancia de frenado La distancia total T en la que se detiene
un vehiculo es

T = 2.5x + 0.5x2

donde T estd en pies y x es la velocidad en millas por hora.
Aproximar el cambio y el porcentaje de cambio en la distancia
total de frenado conforme la velocidad cambia de x = 25 a
x = 26 millas por hora.

Volumen En los ejercicios 35 y 36, el espesor de cada cubierta
es de 0.2 cm. Utilizar diferenciales para aproximar el volumen de
cada cubierta.

35 02¢m 36. 0.2cm
H ~

40 cm

— ==100 cm—>-
Scm

37. Péndulo El periodo de un péndulo estd dado por

T= 27'r\/Z
8

donde L es la longitud del péndulo en pies, g es la aceleracién
debida a la gravedad y T es el tiempo en segundos. El péndulo
se ha sometido a un aumento de temperatura tal que la longitud
ha aumentado en 3%.

a) Encontrar el cambio porcentual aproximado en el periodo.
b) Utilizando el resultado del apartado «), encontrar el error
aproximado en este reloj de péndulo en 1 dfa.

38. Leyde Ohm Una corriente de ] amperes pasa por un resistor
de R ohms. La ley de Ohm establece que el voltaje E aplicado
al resistor es £ = [R. Si el voltaje es constante, demostrar que
la magnitud del error relativo en R provocado por el cambio en
I es igual en magnitud al error relativo en /.

39. Mediciones de tridngulos Se encuentra que la medicién de
un lado de un tridngulo rectangulo es igual a 9.5 pulgadas y que
el dngulo opuesto a ese lado es de 26°45’ con un error posible
de 15".

a) Aproximar el error porcentual en el cdlculo de la longitud
de la hipotenusa.

b) Estimar el maximo error porcentual permisible en la me-
dicidn del dngulo si el error en el cdlculo de la longitud de
la hipotenusa no puede ser mayor que 2%.
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40. Area Aproximar el error porcentual en el cdlculo del drea del
tridngulo del ejercicio 39.

41. Movimiento de proyectiles El alcance R de un proyectil es
_ ¥
R= 22 (sen 26)

donde v, es la velocidad inicial en pies por segundo y 6 es el
angulo de elevacion. Si v, = 2500 pies por segundo y 6 cambia
de 10° a 11°, utilizar diferenciales para aproximar el cambio

en el alcance.

42. Agrimensura Un agrimensor que estd a 50 pies de la base de
un drbol mide el dngulo de elevacidn de la parte superior de este
dltimo y obtiene un valor de 71.5°. ;Con qué precisién debe
medirse el dngulo si el error porcentual en la estimacion de la
altura de este mismo serd menor que 6%?

En los ejercicios 43 a 46, utilizar diferenciales para aproximar
el valor de la expresién. Comparar su respuesta con la que se
obtiene usando una herramienta de graficacion.

43. /994 4. 26
45. Y624 46. (2.99)°

FL_- En los ejercicios 47 y 48, verificar la aproximacion por medio de la

recta tangente de la funcion en el punto indicado. Después utilizar
una herramienta de graficacion para representar la funcién y su
aproximacion en la misma ventana de observacion.

Funcion Aproximacion Punto
4. fO=Vitd  y=2+7 (0.2)
48. f(x) = tanx y=x (0,0)

Desarrollo de conceptos

49. Describir la variacion en precision de dy como una aproxi-
macién para Ay cuando Ax estd disminuyendo.

50. Cuando se usan diferenciales, ;qué se entiende por los tér-
minos error propagado, error relativo 'y error porcentual?

51. Dar una breve explicacion de por qué las siguientes aproxi-
maciones son validas.

a) J402 =2+ 30.02)
b) tan 0.05 = 0 + 1(0.05)

Para discusion

52. ;Se puede utilizar y = x para aproximar f{x) = sen x cerca
de x = 0? ;Por qué si o por qué no?

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 53 a 56, determinar si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
brindar un ejemplo que lo demuestre.

53. Siy = x + ¢, entonces dy = dx.

54. Siy = ax + b, entonces Ay/Ax = dy/dx.

55. Siyes derivable, entoncesAle’mO(Ay —dy) = 0.

56. Siy = f(x), f es creciente y derivable, y Ax > 0, entonces
Ay > dy.
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IBI Ejercicios de repaso

Proporcionar la definicién de un punto critico y representar
graficamente una funcion f que muestre los diferentes tipos de
puntos criticos.

2. Considerar la funcién impar f que es continua y derivable y tiene
los valores funcionales que se muestran en la tabla.

x =5 -4 | -1 0 2 3 6

fe | 1 3 2 0 | -1 | -4 0

a) Determinar f(4).

b) Determinar f(—3).

¢) Representar los puntos y realizar un dibujo posible de la
gréaficade fen el intervalo [ —6, 6]. ; Cudl es el nlimero mads
pequefio de puntos criticos en el intervalo? Explicar.

d) (Existe al menos un nimero real ¢ en el intervalo (—6, 6)
donde f'(c) = —1? Explicar.

e) (Esposible que h’rr(l) f(x) no exista? Explicar la respuesta.

X—>

f) (Es necesario que f'(x) exista en x = 2? Explicar la res-
puesta.

En los ejercicios 3 y 6, determinar los extremos absolutos de la
funcion en el intervalo cerrado. Utilizar una herramienta de gra-
ficacion para representar la funcién sobre el intervalo dado para
confirmar los resultados.

3. fx) =22+ 5x, [—4,0] 4. h(x)=3Vx—=x [0,9]

5. glx) =2x+ 5cosx, [0,27] 6. f(x)= [0, 2]

‘/ +1
En los ejercicios 7 a 10, determinar si el teorema de Rolle puede
aplicarse a f en el intervalo cerrado [a, b]. Si el teorema de Rolle
puede aplicarse, determinar todos los valores de ¢ en el intervalo
abierto (a, b) en los que f'(c) = 0. Si el teorema de Rolle no puede
ser aplicado, explicar por qué.

fx) =2x2—17, [0,4]
fx) = = 2)(x + 3)%
2
9. fW=7"5 [-22]
10. f()=|x—2] -2 [0, 4]
11. Considerar la funcién f(x) = 3 — |x — 4].

a) Representar grificamente la funcién y verificar que
f) = f(.

b) Notar que f'(x) no es igual a cero para ningtin x en [1, 7].
Explicar por qué esto no contradice al teorema de Rolle.

[-3.2]

12. ;Puede aplicarse el teorema del valor medio a la funcién f(x)
= 1/x* en el intervalo [—2, 1]? Explicar.

En los ejercicios 13 a 18, determinar si el teorema del valor medio
puede o no ser aplicado a la funcién f sobre el intervalo cerrado
[a, b]. Si se puede aplicar el teorema, encontrar todos los valores de

b
¢ en el intervalo (a, b) tales que f'(c) = 1) = j;(a)
no puede ser aplicado, explicar por qué.

Si el teorema

1B, f() =3, [1,8] 14. f(x)zi, [1,4]

15. [2,6]
16. f(x) =2x—3Vx, [-1,1]

17. f(x) = x — cosx, [—3, ’—T]

22
18.  f(x) = Vx —2x, [0,4]

19. Para la funcién f(x) = Ax* + Bx + C, determinar el valor de
¢ garantizado por el teorema del valor medio en el intervalo
[x1, X, ].

20. Demostrar el resultado del ejercicio 19 para f(x) =
en el intervalo [0, 4].

2% —3x+1

En los ejercicios 21 a 26, determinar los puntos criticos (si los hay)
y los intervalos abiertos sobre los cuales la funcién es creciente o
es decreciente.

21. f(x) =x>+3x— 12 22, hx)=(x+2)3+38
23. f(x) =(x—-12xx—23) 24, glx) =(x+1)3

25. h(x) = Jx(x—3), x>0

26. f(x) =senx + cosx, [0,27]

En los ejercicios 27 a 30, utilizar el criterio de la primera derivada
para encontrar cualesquiera extremos relativos de la funcion. Uti-
lizar la herramienta de graficacion para verificar los resultados.

X3 — 8x
4

27. f(x) = 4x% — 5x 28. g(v) =

29. h(r) = iz“ — 8

30. () = %sen<% - 1>, [0, 4]

31. Movimiento armonico Laalturade un objeto unido a un resorte
estd dada por la ecuacién armonica

y = 3 cos 12t — 4 sen 12¢

donde y se mide en pulgadas y 7 en segundos.

a) Calcular la altura y velocidad del objeto cuando ¢ = /8
segundos.

b) Demostrar que el desplazamiento médximo del objeto es é
de pulgada.

¢) Encontrar el periodo P de y, asi como determinar la frecuen-
cia f (nimero de oscilaciones por segundo) si f = 1/P.

32. Comentario Laecuacion general que dala altura de un objeto
oscilante unido a un resorte es

k k
y:Asen\/:t-l-Bcos \/:t
m m

donde k es la constante de resorte y m es la masa del objeto.
a) Demostrar que el desplazamiento maximo del objeto es
VA% + B2,

b) Demostrar que el objeto oscila con una frecuencia de



B 4s.

En los ejercicios 33 a 36, determinar los puntos de inflexién y
analizar la concavidad de la grafica de la funcion.

33, flx) = x> — 92 M. gx)=xJ/x+5

35. f(x) =x+cosx, [0,2m] 36. f(x)=(x+ 2)%(x —4)
En los ejercicios 37 a 40, utilizar el criterio de la segunda derivada
para encontrar todos los extremos relativos.

37. fl) = (x+9)

38. h(x) =x—2cosx, [0,4n]

39, g(x) = 2x%(1 — x?)

40. () =t—4Vt+1

Para pensar En los ejercicios 41 y 42, dibujar la grafica de una
funcion f que tenga las caracteristicas indicadas.

42 f(0) =4, f(6) =0
fx)<0six<20x>4
f/(2) no existe
f4) =0
f(x) >0si2 <x<4
fx) <0 six#2

4 o) =f6) =0
fB)=r(5=0
fx) >0six <3
fx) >0si3<x<5
fx) < 0six>5
f/(x)<0six<30x>4

f’(x) >0si3 <x<4

43. Redaccion El titular de un periddico sefiala que “La tasa (el
ritmo) de crecimiento del déficit nacional esta decreciendo”.
(Qué es lo que significa esto? ;Qué implica este comentario en
cuanto a la grafica del déficit como una funcién del tiempo?

44. Costo de inventario El costo del inventario depende de los
costos de pedidos y almacenamiento de acuerdo con el modelo
de inventario.

(@)t

Determinar el tamafio de pedido que minimizard el costo, su-
poniendo que las ventas ocurren a una tasa constante, Q es el
nimero de unidades vendidas por afio, r es el costo de almace-
namiento de una unidad durante un aflo, s es el costo de colocar
un pedido y x es el nimero de unidades por pedido.

Modelado matemdtico Los gastos para la defensa nacional
D (en miles de millones de délares) para afios determinados de
1970 a 2005 se muestran en la tabla, donde 7 es el tiempo en
afios, con = 0 correspondiente a 1970. (Fuente: U.S. Office of
Management and Budget)

t 0 5 10 15 20

D | 81.7 | 86.5 | 134.0 | 252.7 | 299.3

t 25 30 35

D | 272.1 | 2945 | 4953

a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de
graficacion para ajustar un modelo de la forma

D=at*+ b3 +ct?+dt+e

a los datos.

BE 46.
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b) Utilizar una herramienta de graficacién para dibujar los
datos y representar el modelo.

¢) Para el afio que se muestra en la tabla, ;cudndo indica el
modelo que el gasto para la defensa nacional es un maximo?
(Cudndo es un minimo?

d) Paralos afios que se indican en la tabla, ;cudndo indica el
modelo que el gasto para la defensa nacional estd creciendo
a mayor velocidad?

Modelado matemadtico El gerente de un almacén registra las
ventas anuales S (en miles de ddlares) de un producto durante
un periodo de 7 afios, como se indica en la tabla, donde 7 es el
tiempo en afios, con ¢ = 1 correspondiendo a 2001.

t 1 2 3 4 5 6 7

S | 5469 | 115 | 155 | 19.0 | 220 | 23.6

a) Utilizar las capacidades de regresién de una herramienta
de graficacion para determinar un modelo de la forma S =
af’ + b? + ct + d correspondiente a los datos.

b) Utilizar una herramienta de graficacién para dibujar los
datos y representar el modelo.

¢) Utilizar el cdlculo para determinar el tiempo 7 en el que las
ventas estuvieron creciendo a la mayor velocidad.

d) (Piensaque el modelo seria exacto para predecir las ventas
futuras? Explicar.

En los ejercicios 47 a 56, determinar el limite.

47. lim (8 + 1) 48, lim 5—2
: X—00 X : X—00 2X + 5
2x2 2x
49, Ifm —2" 50.  lim —2X
Jim < Jm e+ s
2 2 +
51 1im 52. Im Y~
x——o0 X F 5 X——00 —2x
5 cos x 3x
53.  lim ——— 54.  lim ———
xino]o X xlglo Jx2+ 4
55  1m — 56. lim

x——c0 X + COS X x——oo 2 Sen x

En los ejercicios 57 a 60, determinar cualesquiera asintotas ver-
ticales y horizontales de la grafica de la funcion. Recurrir a una
herramienta de graficacion para verificar los resultados.

3 5x2
ST fl)==--2 58. o(x) = x2i 5

2x + 3 3x
59. h(x) = Y= 4 60. f(x) - ﬁ

fﬂF En los ejercicios 61 a 64, utilizar una herramienta de graficacion

para representar la funciéon. Emplear la grafica para aproximar
cualesquiera extremos relativos o asintotas.

243

61. f(x) =x3+ ~ 62. f(x) = |x* — 3x2 + 2]

x—1
1 + 3x2

2
63. f(x) = 64. g(x) = % — 4 cos x + cos 2x
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En los ejercicios 65 a 82, analizar y dibujar la grafica de la fun-

cion.
65.
67.

69.
71.

73.

75.

77.

79.
80.
81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

flx) =4x — x? 66.  f(x) = 4x? — x*
Fx) = x/16 — x2 68. f(x) = (x> — 4)?

fl) = (x = 1)x=3)* 70.
fO) =xVx + 37 72,

fO) = (x=3)x +2)°
) == 2)V3x + 1)7°

_ 2
@) =5x _32" . S0 =7

4 X
f) = 1+ x2 76. f(x) = 1+ x4

4 ]

fO) =0+ x+ 78 fl) =+
fx) = |x* = 9|
fO) =[x = 1| + |x = 3]
f(x) = x + cosx, 0<x<2mw
flx) = 71*7_(2 sen wx — sen2mx), —-1<x<1

Determinar los puntos maximos y minimos en la gréafica de
X2+ 42 —2x— 16y + 13 =0

a) Sin utilizar célculo.
b) Utilizando célculo.

Considerar la funcién f(x) = x" para valores enteros positivos
de n.

a) (Para qué valores de n la funcion tiene un minimo relativo
en el origen?

b) (Paraqué valores de n la funcién tiene un punto de inflexién
en el origen?

Distancia Enlanoche, el barco A se encuentra a 100 kilémetros
en direccion este del barco B. El barco A navega hacia el oeste
a 12 km/h, y el barco B lo hace hacia el sur a 10 km/h. ;A qué
hora se encontrardn a distancia minima uno del otro? ;Cudl es
la distancia?

Area mdxima Encontrar las dimensiones del rectangulo de
drea maxima, con lados paralelos a los ejes de coordenadas, que
puede inscribirse en la elipse dada por

2 2

N
144

Yy
=1
16

Longitud minima Un tridngulo rectangulo en el primer cua-
drante tiene los ejes de coordenadas como lados, y la hipotenusa
pasa por el punto (1, 8). Encontrar los vértices del tridngulo de
modo tal que la longitud de la hipotenusa sea minima.

Longitud minima Hay que apuntalar la fachada de un edificio
con una viga que debe pasar sobre una cerca (valla) paralela de
5 pies de altura y a 4 pies de distancia del edificio. Determinar
la longitud de la viga mds corta que puede usarse.

Area mdxima Tres lados de un trapezoide tienen la misma
longitud s. De todos los trapezoides posibles de estas caracte-
risticas, mostrar que uno de drea maxima tiene un cuarto lado
de longitud 2s.

Area mdxima Demostrar que el drea mds grande de cualquier
rectdngulo inscrito en un tridngulo es la correspondiente a la
mitad de la del tridngulo.

91. Distancia Calcular (sin el uso de la trigonometria) la longitud
de la tuberfa mas larga que se puede transportar sin inclinarla
por dos pasillos, de anchuras 4 y 6 pies, que forman esquina en
el dangulo recto.

92. Distancia Repetir el ejercicio 91, considerando que los corre-
dores (pasillos) tienen anchos iguales a a y b metros.

93. Distancia Un pasadizo con 6 pies de ancho se junta con otro
de 9 pies de ancho formando un dngulo recto. Encontrar la lon-
gitud del tubo mds largo que puede transportarse sin inclinarse
alrededor de esta esquina. [Sugerencia: Si L es la longitud de la
tuberia, demostrar que

L=6csc@+9csc<g— 0)

donde 6 es el dngulo entre el tubo y la pared del pasadizo mads
estrecho.]

94. Longitud Repetir el ejercicio 93, dado que uno de los pasa-
dizos es de a metros de ancho y el otro de b metros de ancho.
Demostrar que el resultado es el mismo que en el ejercicio 92.

Costo minimo Enlos ejercicios 95y 96, determinar la velocidad v,
en millas por hora, que minimizara los costos en un viaje de entrega
de 110 millas. El costo por hora del combustible es C ddlares, y al
conductor se le pagaran W délares por hora. (Suponer que no hay
otros costos aparte de los salarios y el combustible.)

2 V2

%
95. sC=—— 96. 2C=——
Costo del comb.: C 600 Costo del comb.: C 500

Conductor: W = $5 Conductor: W = $7.50

En los ejercicios 97 y 98, utilizar el método de Newton para aproxi-
mar cualesquiera ceros reales de la funcion con una precision de
hasta tres decimales. Utilizar la caracteristica cero o root de una
herramienta de graficacion para verificar los resultados.

97. f(x) = x> —3x— 1
98. f(x) =x3+2x+1

En los ejercicios 99 y 100, utilizar el método de Newton para
aproximar, hasta tres lugares decimales, el (los) valor(es) x del
(los) punto(s) de interseccion de las ecuaciones. Utilizar una he-
rramienta de graficacion para verificar los resultados.

99, y =x* 100. y = sen wx
y=x+3 y=1—-x
En los ejercicios 101 y 102, encontrar la diferencial dy.

101. y = x(1 — cosx) 102. y = /36 — x?

103. Area superficial y volumen El didmetro de una esfera se mide
y se obtiene un valor de 18 centimetros, con un error maximo
posible de 0.05 centimetros. Utilizar diferenciales para aproxi-
mar los posibles error propagado y error porcentual al calcular
el drea de la superficie y el volumen de la esfera.

104. Funcion de demanda Unacompaiiia descubre que lademanda
de uno de sus productos es

1
p=7571x.

Si x cambia de 7 a 8, encontrar y comparar los valores de Ap
y dp.



Iml Solucidn de problemas

1.

Representar el polinomio de cuarto grado p(x) = x* + ax® + 1
para diversos valores de la constante a.

a) Determinar el valor de a para el cual p tiene exactamente
un minimo relativo.

b) Determinar los valores de a para los cuales p tiene exacta-
mente un maximo relativo.

¢) Determinar los valores de a para los cuales p tiene exacta-
mente dos minimos relativos.

d) Mostrar que la grdfica de p no puede tener exactamente dos
extremos relativos.

a) Representar el polinomio de cuarto grado p(x) = ax* — 6x°
paraa = —3, =2, —1,0, 1, 2 y 3. ; Para qué valores de la
constante g para p tiene un minimo o maximo relativo?

b) Demostrar que p tiene un maximo relativo para todos los
valores de la constante a.

¢) Determinar analiticamente los valores de a para los cuales
p tiene un minimo relativo.

d) Sea (x,y) = (x, p(x)) un extremo relativo de p. Demostrar
que (x, y) se encuentra en la gréifica de y = —3x%. Verificar
grificamente este resultado representando y = —3x” junto
con las siete curvas del apartado a).

i c .
Sea f(x)=—+ x*. Determinar todos los valores de la constante
X

¢ tales que f'tiene un minimo relativo, pero no un maximo rela-
tivo.

a) Sea f(x) = ax* + bx + ¢, a # 0, un polinomio cuadritico.
(Cuantos puntos de inflexién tiene la grafica de f?

b) Seaf(x)=ax’+ bxX*+ cx+d,a#0,un polinomio ctbico.
(Cudntos puntos de inflexion tiene la grafica de f?

¢) Suponer que la funcién y = f(x) satisface la ecuacién
d_ ky( - X), donde k y L son constantes positivas.
dx L

Demostrar que la grafica de ftiene un punto de inflexién

en el punto donde y = Ié (Esta ecuacion recibe el nombre

de ecuacion diferencial logistica.)

Demostrar el teorema de Darboux: sea f derivable en el inter-
valo cerrado [a, b] de modo tal que f'(a) = y,y f'(b) = y,. Si
d se encuentra entre y, y y,, entonces existe ¢ en (a, b) tal que
f'le)=d.

Sean fy g funciones continuas en [a, b] y derivables en
(a, b). Demostrar que si fla) = g(a) y g'(x) > f'(x) para todo x
en (a, b), entonces g(b) > f(b).

Demostrar el siguiente teorema del valor medio extendido. Si
fy f' son continuas en el intervalo cerrado [a, b], y si f” existe
en el intervalo abierto (a, b), entonces existe un nimero ¢ en
(a, b) tal que

1) = fl@) + F@b = @) + 3 /)b —

a) SeaV = x’. Determinar dVy AV. Demostrar que para valo-
res pequefios de x, la diferencia AV —dV es muy pequeiia en
el sentido de que existe € tal que AV — dV = €Ax, donde
€ — 0 cuando Ax — 0.

10.

11.
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b) Generalizar este resultado demostrando que siy = f(x) es
una funcién derivable, entonces Ay — dy = €Ax, donde
€ — 0 cuando Ax — 0.

La cantidad de iluminacién de una superficie es proporcional a
la intensidad de la fuente luminosa, inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia desde la fuente luminosa, y propor-
cional a sen 0, donde 0 es el dngulo al cual la luz incide sobre
la superficie. Un cuarto rectangular mide 10 por 24 pies, con
un techo de 10 pies. Determinar la altura a la cual la luz debe
ubicarse para permitir que las esquinas del piso reciban la mayor
cantidad posible de luz.

10 pies

Considerar un cuarto en la forma de un cubo, de 4 metros de
lado. Un insecto en el punto P desea desplazarse hasta el punto
Q en la esquina opuesta, como se indica en la figura. Emplear
el calculo para determinar la trayectoria més corta. ;Se puede
resolver el problema sin el cédlculo?

4m

4m 4 m

La recta que une Py Q cruza las dos rectas paralelas, como
se muestra en la figura. El punto R estd a d unidades de P.
(A qué distancia de Q debe situarse el punto S de manera
que la suma de las dreas de los dos tridngulos sombreados
sea un minimo? ;De qué modo para que la suma sea un ma-
ximo?
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12.

13.

14.

i 1s.

FE 16.

e 1.

CAPITULO 3 Aplicaciones de la derivada

Las figuras muestran un rectdngulo, un circulo y un semi-
circulo inscritos en un tridngulo delimitado por los ejes de
coordenadas y la porcion del primer cuadrante de la recta con
intersecciones (3, 0) y (0, 4). Encontrar las dimensiones de cada
figura inscrita de manera tal que su drea sea maxima. Establecer
qué tipo de célculo fue util para determinar las dimensiones
requeridas. Explicar el razonamiento.

y y y

44 4 4

34 3 3

24 2 2

1+ 1 1

— X X X
123 4 123 4 123 4

a) Demostrar que lim x? = co.
X—o0o

1
b) Probar que lim (;) =0.

¢) Sea L un nimero real. Demostrar que si lim f(x) = L,

X—o0o
entonces lim f <l> = L.
y—=0* y
1
Encontrar el punto sobre la grificade y = T+ 2 (ver la figura)
X

donde la recta tangente tiene la pendiente mds grande, y el punto
donde la recta tangente tiene la pendiente menor.

a) Sea x un ndmero positivo. Utilizar la funcién rable
de una herramienta de graficacion para verificar que

\/1+x<%x+1.

b)

a)

b)

Recurrir al teorema del valor medio para demostrar que
V1It+x< %x + 1 para todos los niimeros reales positi-
VOS X.

Sea x un ntimero positivo. Utilizar la funcién table de una
herramienta de graficacidn para verificar que sen x < x.
Utilizar el teorema del valor medio para demostrar que x<x

para todo nimero real positivo x.

El departamento de policia debe determinar el limite de velocidad
sobre un puente de manera tal que la tasa de flujo de automdviles
sea maxima por unidad de tiempo. Cuanto mayor es el limite
de velocidad, tanto mas separados deben estar los automdviles
para mantener una distancia de frenado segura. Los datos expe-
rimentales respecto a la distancia de frenado d (en metros) para
diversas velocidades v (en kilémetros por hora) se indican en la
tabla.

18.

19.

a) Convertir las velocidades v en la tabla a velocidades s en
metros por segundo. Utilizar las capacidades de regresion
de la calculadora para determinar un modelo de la forma
d(s) = as* + bs + c para los datos.

b) Considerar dos vehiculos consecutivos de longitud prome-
dio igual a 5.5 metros, que viajan a una velocidad segura
sobre el puente. Sea T la diferencia entre los tiempos (en
segundos) cuando los parachoques frontales de los ve-
hiculos pasan por un punto dado sobre el puente. Verificar
que esta diferencia de tiempos estd dada por

55
s

¢) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la
funcién T'y estimar la velocidad s que minimiza el tiempo
entre vehiculos.

d) Recurrir al cdlculo para determinar la velocidad que minimi-
za T. ;Cudl es el valor minimo de 77? Convertir la velocidad
requerida a kilémetros por hora.

e) Determinar la distancia 6ptima entre vehiculos para el limite
de velocidad maxima determinado en el apartado d).

Una hoja de papel de tamaifio cuartilla (8.5 x 14 pulgadas) se
dobla de manera que la esquina P toca el borde opuesto de 14
pulgadas en R (ver la figura). (Nota: PQ = /C* — xz.)

14 pulg
X/ e "R \\\
\\\ \‘\ 8.5 pulg
X C i
p 0
2x3

a) Demostrar que C? = —————.

) d 2 — 85
b) (Cudl es el dominio de C?
¢) Determinar el valor de x que minimiza a C.
d) Determinar la longitud minima C.

El polinomio P(x) = ¢, + ¢,(x — a) + ¢,(x — a)* es la aproxi-

macién cuadritica de la funcién f en (a, f(a)) si P(a) = f(a),

P'(a) = f'(a) y P"(a) = f"(a).
a) Encontrar la aproximacién cuadritica de

X
x+1

o) =

en (0, 0).

H: b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar

P(x) y f(x) en la misma ventana de observacion.

20

40

60

80

100

5.1

13.7

27.2

44.2

66.4

20. Sean x>0y n>1 dos nimeros reales. Demostrar que

(1 +x">1+nx
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En este capitulo, se estudiard un impor-
tante proceso de cdlculo que estd estre-
chamente relacionado con la diferencia-
cioén-integracion. El lector aprendera
nuevos métodos y reglas para resolver
integrales definidas e indefinidas, inclui-
do el teorema fundamental del calculo.
Posteriormente se aplicardn esas reglas
para encontrar algunos términos como la
funcién posicién para un objeto y el valor
promedio de una funcién.

En este capitulo, se aprendera:

B Como evaluar integrales indefinidas
usando reglas de integracion basicas.
4.1)

B Cdémo evaluar una suma y aproximar
el area de una region del plano. (4.2)

B Como evaluar una integral definida
usando un limite. (4.3)

B Como evaluar una integral definida
usando el teorema fundamental del
célculo. (4.4)

B Como evaluar diferentes tipos de
integrales definidas e indefinidas con

una variedad de métodos. (4.5) © Chuck Pefley/Alamy
Aunque su sobrenombre oficial sea Ciudad Esmeralda, Seattle se conoce a

veces como la Ciudad Lluviosa debido a su clima. No obstante, existen varias
ciudades, incluidas Nueva York y Boston, que tipicamente tienen mas precipi-
tacion anual. ;Como se podria usar la integracion para calcular la precipitacion
normal anual para el area de Seattle? (Vea la seccion 4.5, ejercicio 117.)

B Como evaluar una integral definida
con la regla trapezoidal y la regla de
Simpson. (4.6)

El area de una region parabdlica puede aproximarse como la suma de las areas de rectangulos. Conforme se incre-
menta el nimero de rectangulos, la aproximacién tiende a ser cada vez mas exacta. En la seccion 4.2, el lector
aprendera cémo se puede usar el proceso de limite para encontrar areas de una variedad de ancho de regiones.

247
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Integracion

Iml Antiderivadas o primitivas e integracion indefinida

EXPLORACION

Determinacion de antiderivadas
o primitivas Para cada derivada,
describir la funcién original F.

a) F'(x) =2x
b) F'(x) =x

¢) F'(x) =x%
d F) =
0 Fl) =

f) F'(x) = cosx

(Qué estrategia se uso para deter-
minar F?

m Escribir la solucién general de una ecuacion diferencial.

® Usar la notacién de la integral indefinida para las antiderivadas o primitivas.
m Utilizar las reglas de la integracién basicas para encontrar antiderivadas.

® Encontrar una solucién particular de una ecuacién diferencial.

Antiderivadas o primitivas

Suponer que se decide encontrar una funcién F cuya derivada es f(x) = 3x% Por lo que se
sabe de derivadas, es posible afirmar que

d
— .3 3] — 2,2
F(x) = x* porque —[x°] = 3x%

La funcién F es una antiderivada de f.

DEFINICION DE UNA ANTIDERIVADA O PRIMITIVA

Se dice que una funcién F' es una antiderivada o primitiva de f, en un intervalo / si
F'(x) = f(x) para todo x en I.

Noétese que F es una antiderivada de f, en vez de /a antiderivada de f. Para entender
por qué, observar que
Fx)=x> Fx)=x*-5 'y Fx=x*+97

son todas antiderivadas de f(x) = 3x% De hecho, para cualquier constante C, la funcién dada
por F(x) = x* + C es una antiderivada de f.

TEOREMA 4.1 REPRESENTACION DE ANTIDERIVADAS O PRIMITIVAS

Si F es una antiderivada de f en un intervalo /, entonces G es una antiderivada de fen
el intervalo 7 si y sélo si G es de la forma G(x) = F(x) + C, para todo x en /, donde
C es una constante.

DEMOSTRACION ) La prueba del teorema 4.1 en un sentido es directa. Esto es, si G(x) = F(x)
+ C, F'(x) = f(x), y C es constante, entonces

Glx) = dii[F(x) 4Ol = F) + 0 = f(x).

Para probar este teorema en otro sentido, se supone que G es una antiderivada de f. Se define
una funcién H tal que

H(x) = G(x) — F(x).

Para cualesquiera dos puntos a y b (a < b) en el intervalo, H es continua dentro de [a, b] y
diferenciable dentro de (a, b). Mediante el teorema del valor medio,

H(b) ~ H(a)

H'le) = b—a

para algin c en (a, b). Sin embargo, H'(c) = 0, por consiguiente H(a) = H(b). Dado que
a 'y b son puntos arbitrarios en el intervalo, se sabe que H es una funcién constante C. Asi,
G(x) — F(x) = Cy esto conlleva a que G(x) = F(x) + C.
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Si utiliza el teorema 4.1, puede representarse la familia completa de antiderivadas de una
funcién agregando una constante a una antiderivada conocida. Por ejemplo, sabiendo que
D [x’] = 2x, es posible representar la familia de rodas las antiderivadas de f(x) = 2x por

Gx)=x2+C Familia de todas las antiderivadas de f(x) = 2x.

donde C es constante. La constante C recibe el nombre de constante de integracion. La
familia de funciones representadas por G es la antiderivada general de f,y G(x) = x> + C
es la solucion general de la ecuacién diferencial.

G'(x) = 2x. Ecuacién diferencial.
Una ecuacion diferencial en x y y es una ecuacion que incluye a x, y y a las derivadas

de y. Por ejemplo, y' = 3xyy’ = x> + 1 son ejemplos de ecuaciones diferenciales.

EJEMPLO I Resolucion de una ecuacién diferencial

Determinar la solucion general de la ecuacién diferencial y’ = 2.

Solucién Para empezar, determinar una funcién cuya derivada es 2. Una funcién de esta
caracterfstica es

x y = 2x 2x es una antiderivada de 2.

Ahora bien, utilizar el teorema 4.1 para concluir que la solucién general de la ecuacién
diferencial es

T y=2x+C. Solucién general.

Funciones de la forma y = 2x + C Las graficas de varias funciones de la forma y = 2x + C se muestran en la figura 4.1.

Figura 4.1 —
Notacion para antiderivadas o primitivas

Cuando se resuelve una ecuacidn diferencial de la forma
dy _
& = 1

es conveniente escribirla en la forma diferencial equivalente
dy = f(x) dx.

La operacion para determinar todas las soluciones de esta ecuacion se denomina antide-
rivacion (o integracion indefinida) y se denota mediante un signo integral [. La solucién
general se denota mediante

Variable de Constante de
integracion integracion

i l

y = f{(x) dx = F(x) + C.

!

Integrando | | Una antiderivada de f(x)

En este texto, la notacién .. L o
[fodx = F(x) + C significa que F es La expresion [f(x)dx se lee como la antiderivada o primitiva de f con respecto a x. De tal

una antiderivada o primitiva de fen un ~ Manera, la diferencial de dx sirve para identificar a x como la variable de integracion. El
intervalo. m término integral indefinida es sindnimo de antiderivada.
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Reglas basicas de integracion

Formula de derivacion

Reglas basicas de integracion

La naturaleza inversa de la integracion y la derivacion puede verificarse sustituyendo F'(x)
por f(x) en la definicién de integracién indefinida para obtener

J}: r(x) dx = F(x) +C La integracién es la “inversa” de la derivacion.
Ademds, si [ f(x) dx = F(x) + C entonces

d La derivacion es la “inversa” de la integracion
= x)dx| = f(x). ; h S
21 [ s ae| =0

Estas dos ecuaciones permiten obtener directamente férmulas de integracién a partir de
férmulas de derivacién, como se muestra en el siguiente resumen.

Formula de integracion

4
dx

4
dx

[C]=0

[kx] = k

d /|
L] = kW

4
dx
d

dx

dx

dx

dx

dx
da
dx

dx

() + g)] = fx) £ g'(x)

[x7] = nx" !

[senx] = cosx

[cosx] = —senx

[tan x] = sec?x

[sec x] = sec x tan x
[cot x] = —csc?x

[csc x] = —csc x cot x

dex C
fkdekx+C
fkf(x) dx = kff(x)dx

[ = s = (e = [ot0ax

xn+l

xX"dx = +C w o= 1 Regla de la potencia.
n+1

fcosxdx =senx + C

fsenxdx = —cosx + C

sec’xdx =tanx + C

csclxdx = —cotx + C

cscxcotxdx = —cscx + C

fsecxtanxdx =secx + C

La regla de la potencia para la integracion tiene la restriccién n # —1. El cdlculo de
J1/x dx debe esperar hasta el andlisis de la funcién logaritmo natural en el capitulo 5. |



TECNOLOGIA Algunos
programas de software tales como
Maple, Mathematica 'y el TI-89,
son capaces de efectuar
simbdlicamente la integracion.

Si se tiene acceso a estas
herramientas de integracion
simbdlica, utilizarlas para calcular
las integrales indefinidas del
ejemplo 3.
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EJEMPLO 2 Aplicacion de las reglas basicas de integracion

Describir las antiderivadas o primitivas de 3x.

Solucion J3x dx = 3fx dx Regla del miiltiplo constante.
— 3fxl dx Reescribir x como x'.
X2 .
=3(— )+ C Regla de potencia (n = 1).
2
3 ) N
=24+ C Simplificar.
2

De tal manera, las antiderivadas o primitivas de 3x son de la forma $x> + C, donde C es
cualquier constante. —

Cuando se evaldan integrales indefinidas, una aplicacion estricta de las reglas bésicas de
integracion tiende a producir complicadas constantes de integracion. En el caso del ejemplo
2, se podria haber escrito

x2 3
3xdx =3 xdx=35+C =§x2+3C.

Sin embargo, como C representa cualquier constante, es tanto problematico como innece-
sario escribir 3C como la constante de integracion. De tal modo, x> + 3C se escribe en la
forma mas simple, 3x*> + C.

En el ejemplo 2, advertir que el patrén general de integracion es similar al de la deri-
vacion.

Integral original > Reescribir > Integrar > Simplificar

EJEMPLO 3 Reescribir antes de integrar

Integral original Reescribir Integrar Simplificar
1 x2 1
- -3 — + -+
a) fx3 dx fx dx 5 C 72 C
3/2
b) f\/;cdx fx'/zdx )3‘%+C §x3/2+C
c) stenxdx 2fsenxdx 2(—cosx) + C —2cosx + C

Recordar que, por simple derivacién, puede comprobarse si una primitiva es correcta.
Asi, en el ejemplo 3b, para saber si la primitiva §x*/> + C es correcta, basta con derivarla
para obtener

2 2\(3
Dx|:§x3/2 + C:| = (§><E>xl/2 = \/); Usar la derivacion para verificar la antiderivada.
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Las reglas bésicas de integracion listadas antes en esta seccidn permiten integrar cual-
quier funcién polinomial, como se muestra en el ejemplo 4.

EJEMPLO 4

a) fdx

fl dx

=x+C
b) J(x+2)dx=fxdx +f2dx
2
:E+C1+2X+C2
2
=%+2x+C

La segunda linea en la solucién suele omitirse.
5 3 2
¢) f(3x4— 5x2 + x)dx = 3(%) - 5<%) + % +C
3

1
==X -+ a2+
Sx 3x 2x C

EJEMPLO 5 Reescribir antes de integrar

x+1

\/;dx=j<j;c+\};c>dx

= 2o on 4 C

Recordar que )
la respuesta puede verificarse por = gﬁ(x +3)+C
derivacion.

Integracion de funciones polinomiales

Se entiende que el integrando es uno.

Integrar.

Integrar.

c=cC +C,

Integrar.

Simplificar.

Reescribir como dos fracciones.
Reescribir con exponentes
fraccionarios.

Integrar.

Simplificar.

(017 Cuando se integren los cocientes, no debe integrarse numerador y denominador por se-
parado. Esto es incorrecto tanto en la integracién como en la derivacion. Al respecto, obsérvese

el ejemplo 5.

x+ 1

Jx

2
dx = g\/;c(x + 3) + C no es lo mismo que

EJEMPLO 6 Reescribir antes de integrar

jsenzx dx:j( 1 )(senx)dx
cos? x cos x/\cos x

fsec x tan x dx

secx + C

f(x+l)dx_%x2+x+cl

S Vxdx

~ 2 -~
§X\/;C + C2 [}

Reescribir como un producto.

Reescribir utilizando identidades
trigonométricas.

Integrar.
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4 AL
Cc=4
3 AL
Cc=3
2 L
Cc=2
1 L
Cc=1
: ‘ :
-2 2
- T C=—4
Fx)=x>—x+C
La solucion particular que satisface
la condicion inicial F(2) =4 es
Fx)=x*-x-2
Figura 4.2
y
Cc=4
3 -+
Cc=3
2 —
Cc=2
] —
1,0
S
} } }
1 2
C=0
-1+
C=-1
-2 —+
C=-2
_3 —
c=-3
Fo=-1+c

La solucion particular que satisface
la condicion inicial F(1) = 0 es
Fx)=—(1/x)+1,x>0
Figura 4.3
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Condiciones iniciales y soluciones particulares

Se ha visto que la ecuacién y = [f(x) dx tiene muchas soluciones (cada una difiriendo de
las otras en una constante). Eso significa que las gréaficas de cualesquiera dos antiderivadas
o primitivas de f son traslaciones verticales una de otra. Por ejemplo, la figura 4.2 muestra
las graficas de varias de las antiderivadas o primitivas de la forma

y = f(3x2 —Ddx=x>-x+C Solucién general.

para diversos valores enteros de C. Cada una de estas antiderivadas o primitivas es una
solucién de la ecuacién diferencial
dy

ay _ 20 _
It 3x 1.

En muchas aplicaciones de la integracién, se da suficiente informacién para determi-
nar una soluciéon particular. Para hacer esto, s6lo se necesita conocer el valor de y = F(x)
para un valor de x. Esta informacién recibe el nombre de condicién inicial. Por ejemplo,
en la figura 4.2, s6lo una de las curvas pasa por el punto (2, 4). Para encontrar esta curva,
se utiliza la siguiente informacion.

Fx)=x*—-x+C

FQ2) =4

Solucién general.
Condicién inicial.
Utilizando la condicién inicial en la solucién general, es posible determinar que F(2) = 8

— 2+ C = 4, 1o que implica que C = —2. De tal modo, se obtiene
Flx) =x>—x— 2.

Solucién particular.

EJEMPLO 7 Determinacion de una solucién particular

Encontrar la solucién general de
1

F'(x) = —, x>0
X
y determinar la solucién particular que satisface la condicion inicial F(1) = 0.

Solucién Para encontrar la solucion general, se integra para obtener

F(x) = fxlz dx

fodx

—1 Integrar.

F(x) = [F'(x)dx.

Reescribir como una potencia.

I

|
_|_
a

X Solucion general.

Utilizando la condicién inicial F(1) = 0, resolver para C de la manera siguiente.
1
F(l)=—T+C=0 > Cc=1
De tal modo, la solucién particular, como se muestra en la figura 4.3, es

F(x)=—§+l, x> 0.

Solucién particular.
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Hasta ahora, en esta seccién se ha utilizado x como variable de integracién. En las
aplicaciones, es a menudo conveniente utilizar una variable distinta. Asi, en el siguiente
ejemplo, la variable de integracién es el tiempo t.

EJEMPLO 8 Solucién de un problema de movimiento vertical

Una pelota se lanza hacia arriba con una velocidad inicial de 64 pies por segundo a partir
de una altura inicial de 80 pies.

a) Encontrar la funcién posicidn que expresa la altura s en una funcién del tiempo z.
b) (;Cuando llegard la pelota al suelo?

Solucion

a) Considerar que t = 0 representa el tiempo inicial. Las dos condiciones iniciales
indicadas pueden escribirse de la siguiente manera.

s(0) = 80 La altura inicial es 80 pies.
5(f) = —16t2 + 641 + 80
s'(0) = 64 La velocidad inicial es de 64 pies por segundo.

150 + 1=2 . ) » )

140+ LI Utilizando —32 pies/s?> como la aceleracion de la gravedad, se tiene

130+ 4 ‘e 1=3 () = —32

1204+ [ t=1 ' (®

1« A\

}(1)2 T/ \ s() = |s7(t) dt = f—32dt = —32t+ C,.

£ 904/ Y
/ V=4 . . . , . .

5 30t _o ! Empleando la velocidad inicial, se obtiene s'(0) = 64 = —32(0) + C,, lo cual implica
g ;g 1 Y que C, = 64. Después, integrando s'(7), se obtiene
< 5ot |

40+ | s@) = [s()dt = | (=32t + 64) dt = — 161> + 64t + C,.

304 \

20+ 1 . L

0L o5 . Al utilizar la altura inicial, se encuentra que

1 1 1 1 ‘A
S s(0) = 80 = —16(0?) + 64(0) + C,

Tiempo (en segundos)

) lo que implica que C, = 80. De ese modo, la funcién posicion es
Altura de una pelota en el tiempo ¢

Figura 4.4 s() = — 1612 + 64t + 80. Ver la figura 4.4.

b) Utilizando la funcién posicién que se encontrd en el apartado a), es posible determinar
el tiempo en que la pelota pega en el suelo al resolver la ecuacién s(r) = 0.

s(1) = —162 + 64t + 80 =0
—16t+ 1)t —5 =0
t=-1,5

Como ¢ debe ser positivo, se puede concluir que la pelota golpea el suelo 5 segundos después

h ido 1 .
En el ejemplo 8, obsérvese de haber sido lanzada —

que la funcién posicién tiene la forma

El ejemplo 8 muestra como utilizar el cdlculo para analizar problemas de movimiento
vertical en los que la aceleracién es determinada por una fuerza gravitacional. Se puede
donde g = —32, v, es la velocidad utilizar una estrategia similar para analizar otros problemas de movimiento rectilineo (ver-
inicial y s, es la altura inicial, como se tical u horizontal) en los que la aceleracion (o desaceleracion) es el resultado de alguna otra
presento en la seccién 2.2. B fuerza, como se verd en los ejercicios 81 a 89.

s(r) = 3¢ + vt + 5,
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Antes de hacer los ejercicios, se debe reconocer que uno de los pasos mds importantes
en la integracién es reescribir el integrando en una forma que corresponda con las reglas
bdsicas de integracion. Para ilustrar este punto, a continuacion se presentan algunos ejem-

plos adicionales.

Integral original

Reescribir

Integrar Simplificar

[2a

3+
fxxz?adx

fﬁ/;c(x — 4) dx J'()c“/3 — 4xV3) dx

Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, verificar el enunciado demostrando que
la derivada del lado derecho es igual al integrando del lado iz-
quierdo.

6 2
1. j(—;)dx:;-l-C
2 (8x3+17>dx=2x4—*1+c
) 2x2 2x

3. f(x—4)(x+4)dx:%x3— 16x + C

2 _ 2
4 fx 3/21dx=2(x +3)+C
x 3Vx

En los ejercicios 5 a 8, encontrar la solucién general de la ecuacion
diferencial y verificar el resultado mediante derivacion.

dy dr _

5. L _op 6.

a = a0~ 7
dy dy _

7. =L =32 8. & _ 3
a7 dx 2

En los ejercicios 9 a 14, completar la tabla.
Integral original Reescribir  Integrar Simplificar
f ¥x dx

10. |—
f 4x? dx

11.
f Y

12. fx(x3 + 1) dx

1
2x3

1
14. j@dx

13.

2| x V2 dx <x1/2> +C
1/2
f(ﬂ + 1)2dt j(t“ + 212+ 1) dt

j(x + 3x72) dx

4x172 + C

5 3
L+2<t—>+t+c lt5+§t3+t+c

5 3 5
x2 x~! 1 3
=+ + —x2— =4
2 3( 1) C 2x . C
X3 X3 3 s s
—_— + — p— z
7/3 4<4/3> ¢ 3 3

En los ejercicios 15 a 34, encontrar la integral indefinida y verificar
el resultado mediante derivacion.

15. f(x + 7) dx 16. f(l?» — x) dx
17. J(2x — 3x?) dx 18. f(8x3 = 9x2 + 4) dx
19. f()c‘S + 1) dx 20. f(x3 —10x — 3) dx

21. f(x*/z + 2x + 1) dx 22. J(\/} + #) dx

23. Jé/?dx 24. f(%? + 1) dx
25. f % dx 26. iédx

X X

x+6 X2 +2x—3
27. j 7 dx 28. f e dx
29. f(x + 1)(3x — 2) dx 30. f(th — 1)2dt
31. f y&/y dy 32. f (1 + 31)r2dr
33. f dx 34. f 14 dt

En los ejercicios 35 a 44, hallar la integral indefinida y verificar
el resultado mediante derivacion.

3s. j(S cosx + 4senx)dx  36. J(lz — cost) dt
37. f(l — cscteot?)dt 38. J(B2 + sec?0) do

39. f(sec2 6 — sen 6) d6 40. fsec y(tany — secy) dy
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41. j(tanzy + 1) dy 42. f(4x — csc? x) dx

COS x sen x
43, j s 44, j e

En los ejercicios 45 a 48, se presenta la grafica de la derivada de
una funcion. Dibujar las graficas de dos funciones que tengan la
derivada sefialada. (Hay mas de una respuesta correcta.)

45. y 46. y
6+ 2+ ,
, f
f 4
24 —t —f—x
-2 -1 1 2
—t F—t—x T
-4 -2 2 4
,2A» ,ZAV
47. y 48. y
-\

En los ejercicios 49 y 50, determinar la ecuacion para y, dada la
derivada y el punto indicado sobre la curva.

dy _, [
49. i 2x — 1 50. i 2(x — 1)

qu Campos de pendientes En los ejercicios 51 a 54, se dan una

ecuacion diferencial, un punto y un campo de pendientes. Un
campo de pendientes (0 campo de direcciones) esta compuesto por
segmentos de recta con pendientes dadas por la ecuacion diferen-
cial. Estos segmentos de recta proporcionan una perspectiva visual
de las pendientes de las soluciones de la ecuacion diferencial. a)
Dibujar dos soluciones aproximadas de la ecuacién diferencial
en el campo de pendientes, una de las cuales pasa por el punto
indicado. b) Utilizar la integracion para determinar la solucién
particular de la ecuacion diferencial y usar una herramienta de
graficacion para representar la solucién. Comparar el resultado
con los dibujos del apartado a).

dy N

—=x*—-1, (1,3
I ( )

y

[ |/ /73x~N—/]11
[/ 7=~Y\N—=/ 111
[ |/ /7=~N—/1]11
Il /7=~Y~N—/ 111
[l /7=~N%~N—/1]11
[ 1/ 7=~Y\N—/1]11
H——— 1 X
3/ /—=~Y\N—/ 1|13
[l 7=~N—=/ 111
[ 1] /7=~\N—/ 1|11
[ | /7=~NN—/1[11
[ 1] /7=~\N—/ 1|11
I/ /7==3%x~N—7/111
d 1
== x> 0.(1.3)

Ix X

y y

N
SNNSN~——
~NNSN———
SNNN——=D

H: Campos de pendientes En los ejercicios 55 y 56, a) utilizar una

herramienta de graficacion para representar un campo de pen-
dientes para la ecuacion diferencial, b) utilizar la integracion y
el punto indicado para determinar la solucion particular de la
ecuacion diferencial y c) hacer la grafica de la solucion y el campo
de pendientes.

55 D ooy (-2, -2 s6. D _5 /5412
dx dx

En los ejercicios 57 a 64, resolver la ecuacion diferencial.

ST f(x) = 6x.f(0) = 8 8. g/(x) = 6% (0) = — 1

- h) =88 + 5,h(1) = —4

60. f1(s5) = 105 — 125%, £(3) = 2

6l. r(x) =2, f(2) =5, f(2) = 10

62 f(x) = % £10) = 8, f(0) = 4

63 f70) = 2 f4) = 2. £(0) = 0

64 f7(x) = senx, f1(0) = 1, £(0) = 6

65. Crecimiento de drboles Un vivero de plantas verdes suele
vender cierto arbusto después de 6 anos de crecimiento y
cuidado. La velocidad de crecimiento durante esos 6 afios es,
aproximadamente, dh/dt = 1.5t + 5, donde ¢ es el tiempo en

afios y & es la altura en centimetros. Las plantas de semillero
miden 12 centimetros de altura cuando se plantan (r = 0).

a) Determinar la altura después de  afios.

b) ;Qué altura tienen los arbustos cuando se venden?

66. Crecimientodepoblacion Latasade crecimiento dP/dtdeuna
poblacién de bacterias es proporcional a la raiz cuadrada de ¢,
donde P es el tamaiio de la poblacién y ¢ es el tiempo en dias
(0<¢<10). Esto es, dP/dt = k+/t. El tamafio inicial de la po-
blacién es igual a 500. Después de un dia la poblacién ha crecido
hasta 600. Estimar el tamafio de la poblacién después de 7 dias.
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Desarrollo de conceptos

67. (Cudl es la diferencia, si existe, entre encontrar la anti-
derivada de f(x) y evaluar la integral [ f(x) dx?

68. Considerar f(x) = tan®> x y g(x) = sec? x. ;Qué se nota
acerca de las derivadas de fix) y g(x)? ;Qué se puede
concluir acerca de la relacion entre f{x) y g(x)?

69. Las graficas de f'y f’ pasan a través del origen. Usar
la grafica de f” mostrada en la figura para bosquejar la
graficade fy f'.

Para discusion

70. Usar la grifica de ' que se muestra en la figura para
responder lo siguiente, dado que f(0) = —4.

a) Aproximar la pendiente de f en x = 4. Explicar.

b) (Es posible que f(2) = —1? Explicar.

¢) (Es f(5) — f(4) > 0? Explicar.

d) Aproximar el valor de x donde f es mdxima. Ex-
plicar.

e) Aproximar cualquier intervalo en el que la gréfica
de f es concava hacia arriba y cualquier intervalo
en el cual es concava hacia abajo. Aproximar la
coordenada x a cualquier punto de inflexion.

f) Aproximar la coordenada x del minimo de
f(0.

g) Dibujar una gréfica aproximada de f.

Movimiento vertical En los ejercicios 71 a 74, utilizar
a(t) = —32 pies/s? como la aceleracién debida a la gravedad.
(Ignorar la resistencia al aire.)

71. Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde una
altura de 6 pies con una velocidad inicial de 60 pies por
segundo. ;Qué altura alcanzard la pelota?

Antiderivadas o primitivas e integracién indefinida 257

72. Mostrar que la altura a la que llega un objeto lanzado hacia arriba
desde un punto s, pies a una velocidad inicial de v, por segundo
estd dada por la funcién

f(0) = = 1612 + vyt + s,

73. (Con qué velocidad inicial debe lanzarse un objeto hacia arriba
(desde el nivel del suelo) para alcanzar la parte superior del
monumento a Washington (cerca de 550 pies)?

74. Un globo aerostdtico, que asciende verticalmente con una ve-
locidad de 16 pies por segundo, deja caer una bolsa de arena en
el instante en el que estd a 64 pies sobre el suelo.

a) (En cudntos segundos llegard la bolsa al suelo?

b) (A qué velocidad hard contacto con el suelo?

Movimiento vertical En los ejercicios 75 a 78, emplear a(f) = —9.8
m/s* como aceleracion de la gravedad. (Ignorar la resistencia al
aire.)

75. Mostrar que la altura sobre el suelo de un objeto que se lanza
hacia arriba desde un punto s, metros sobre el suelo a una veloci-
dad inicial de v, metros por segundo estd dada por la funcién

f) = =492+ vyt + s,

76. El Gran Cafi6n tiene una profundidad de 1 800 metros en su
punto mas profundo. Se deja caer una roca desde el borde sobre
ese punto. Escribir la altura de la roca como una funcién del
tiempo ¢ en segundos. ;Cudnto tardard la roca en llegar al suelo
del cafién?

77. Una pelota de beisbol es lanzada hacia arriba desde una altura
de 2 metros con una velocidad inicial de 10 metros por segundo.
Determinar su altura maxima.

78. (A qué velocidad inicial debe lanzarse un objeto hacia arriba
(desde una altura de 2 metros) para que alcance una altura
mdxima de 200 metros?

79. Gravedad lunar Sobre la Luna, la aceleracion de la gravedad
es de —1.6 m/s>. En la Luna se deja caer una piedra desde
un pefiasco y golpea la superficie de esta misma 20 segundos
después. ;Desde qué altura cay6? ;Cudl era su velocidad en el
momento del impacto?

80. Velocidad de escape La velocidad minima que se requiere para
que un objeto escape de su atraccién gravitatoria se obtiene a
partir de la solucién de la ecuacién

jvdv= —GMJ'%dy

donde v es la velocidad del objeto lanzado desde la Tierra, y
es la distancia desde el centro terrestre, G es la constante de la
gravitacion y M es la masa de la Tierra. Demostrar que vy y
estan relacionados por la ecuacién

11
V2= V02 + 2GM<; — E)
donde v, es la velocidad inicial del objeto y R es el radio te-
rrestre.
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Movimiento rectilineo En los ejercicios 81 a 84, considerar una
particula que se mueve a lo largo del eje x, donde x(f) es la po-
sicion de la particula en el tiempo #, x'(¢) su velocidad y x''(f) su
aceleracion.

81.

82.

83.

84.

85S.

86.

87.

88.

HF 89.

x(t) =7 — 62+ 9r — 2, 0<r<5s

a) Determinar la velocidad y la aceleracion de la particula.

b) Encontrar los intervalos abiertos de ¢ en los cuales la par-
ticula se mueve hacia la derecha.

¢) Encontrar la velocidad de la particula cuando la aceleracién
es 0.

Repetir el ejercicio 81 para la funcién posicion

x() = (@ — 1)@ — 3)% 0<r<5

Una particula se mueve a lo largo del eje x a una velocidad de
v(£) = 1//t,t > 0. En el tiempo ¢ = 1, su posicién es x = 4.
Encontrar las funciones posicion y la aceleracion de la particula.

Una particula, inicialmente en reposo, se mueve a lo largo del

eje x de manera que su aceleracion en el tiempo 7 > 0 estd dada

por a(f) = cos t. En el tiempo 7 = 0, su posicién es x = 3.

a) Determinar las funciones velocidad y la posicién de la
particula.

b) Encontrar los valores de ¢ para los cuales la particula estd
en reposo.

Aceleracion FEl fabricante de un automdvil indica en su pu-

blicidad que el vehiculo tarda 13 segundos en acelerar desde

25 kilémetros por hora hasta 80 kilémetros por hora. Suponiendo

aceleracion constante, calcular lo siguiente.

a) La aceleracién en m/s2.

b) La distancia que recorre el automévil durante los 13 segundos.

Desaceleracion Un automévil que viaja a 45 millas por hora
recorre 132 pies, a desaceleracion constante, luego de que se
aplican los frenos para detenerlo.

a) (Qué distancia recorre el automovil cuando su velocidad se
reduce a 30 millas por hora?

b) (Qué distancia recorre el automdvil cuando su velocidad se
reduce a 15 millas por hora?

¢) Dibujar la recta de nimeros reales desde 0 hasta 132 y hacer
la gréfica de los puntos que se encontraron en los apartados
a)y b). {Qué se puede concluir?

Aceleracion En el instante en que la luz de un seméforo se pone

en verde, un automdvil que ha estado esperando en un crucero

empieza a moverse con una aceleracion constante de 6 pies/s

En el mismo instante, un camién que viaja a una velocidad

constante de 30 pies por segundo rebasa al automovil.

a) (A qué distancia del punto de inicio el automovil rebasara
al camién?

b) (A qué velocidad circulard el automévil cuando rebase al
camién?

Aceleracion Suponer que un avion totalmente cargado que

parte desde el reposo tiene una aceleracion constante mientras

se mueve por la pista. El avién requiere 0.7 millas de pista y

una velocidad de 160 millas por hora para despegar. ;Cudl es la

aceleracién del avién?

Separacion de aviones Dos aviones estin en un patron de
aterrizaje de linea recta y, de acuerdo con las regulaciones de la
FAA, debe mantener por lo menos una separacion de 3 millas. El
avion A estd a 10 millas de su descenso y gradualmente reduce
su velocidad desde 150 millas por hora hasta la velocidad de

¢Verdadero o falso?

aterrizaje de 100 millas por hora. El avién B se encuentra a 17
millas del descenso y reduce su velocidad de manera gradual
desde 250 millas por hora hasta una velocidad de aterrizaje de
115 millas por hora.

a) Asumiendo que la desaceleracion de cada avion es cons-
tante, determinar las condiciones de la posicién s, y s,
para el avion A y el avién B. Dejar que t+ = 0 represente
los tiempos en los que los aviones estdn a 10 y 17 millas
del aeropuerto.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
las funciones de la posicion.

¢) Encontrar una férmula para la magnitud de la distancia d
entre los dos aviones como una funcién de ¢. Utilizar una
herramienta de graficacién para representar d. (Es d < 3
durante algiin momento previo al aterrizaje del aviéon A?
Si es asi, determinar ese tiempo.

En los ejercicios 90 a 95, determinar si el

enunciado es falso o verdadero. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

90. Cada antiderivada o primitiva de una funcién polinomial de n
grados es una funcién polinomial de grado (n + 1).
91. Sip(x) es una funcién polinomial, entonces p tiene exactamente
una antiderivada o primitiva cuya gréfica contiene al origen.
92. Si F(x) y G(x) son antiderivadas o primitivas de f(x), entonces
F(x) = G(x) + C.
93. Si f'(x) = g(x) entonces [g(x) dx = f(x) + C.
94.  [f(x)g(x) dx = [f(x) dx [g(x) dx.
95. La antiderivada o primitiva de f(x) es tnica.
96. Encontrar una funcién f tal que la grifica de ésta tenga una
tangente horizontal en (2, 0) y f"(x) = 2x.
97. Se muestra la grafica de f’. Dibujar la grafica de f dado que f
es continua 'y f(0) = 1.
¥
2+ of—o
1
F—f——b—x
1 2 3 4
-1 ¢—0
-2+
L 1, 0<x<2 .
98. Sif(x) = {3}(, her<s f escontinuay f(1) = 3, deter-
minar f. ;Es f diferenciable en x = 2?
99. Sean s(x)y c(x) dos funciones que satisfacen s'(x) = c(x) y ¢'(x)

= —s(x) para todo x. Si s(0) = 0y ¢(0) = 1, demostrar que [s(x)]*
+ [c(x)]? = 1.

Preparacion del examen Putnam

100. Suponer que fy g son funciones no constantes, derivables

y de valores reales en R. Ademds, suponer que para cada
par de nimeros reales x y y, f(x +y) = f(x)f(y) — g(x)g(y)
y 8x +y) = f(x)g(y) + g()f(y). Si f'(0) = 0, probar que
(f(x))* + (g(x))> = 1 para todo x.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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PARA MAYOR INFORMACION
Para una interpretacion geométrica de
las formulas de suma, ver el articulo

“Looking at i ky i k?
=T iE

Geometrically” de Eric Hegblom en
Mathematics Teacher.
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® Emplear la notacién sigma para escribir y calcular una suma.
= Entender el concepto de area.

B Aproximar el drea de una regién plana.

B Determinar el area de una regién plana usando limites.

Notacion sigma

En la seccion anterior, se estudid la antiderivacion. En ésta se considerara en forma adicional
un problema que se present6 en la seccion 1.1: el de encontrar el drea de una region en el
plano. A primera vista, estas dos ideas parecen no relacionarse, aunque se descubrird en la
seccion 4.4 que se relacionan de manera estrecha por medio de un teorema muy importante
conocido como el teorema fundamental del cdlculo.

Esta seccién se inicia introduciendo una notacién concisa para sumas. Esta nota-
cion recibe el nombre de notacién sigma debido a que utiliza la letra griega mayuscula
sigma, Y.

NOTACION SIGMA

La suma de n términos a, a,, a, . . ., a, se escribe como
n
Eai=al+a2+a3+- - +toa,

i=1

donde i es el indice de suma, a, es el i-ésimo término de la suma y los limites supe-
rior e inferior de la suma sonny 1.

\1l'W Los limites superior e inferior de la suma han de ser constantes respecto al indice de suma.
Sin embargo, el limite inferior no tiene por qué ser 1. Cualquier entero menor o igual al limite superior
es legitimo. |

EJEMPLO I Ejemplos con la notacion sigma

6
a) 2i=1+2+3+4+5+6

i=1

5
by Yi+1)=1+2+3+4+5+6

i=0

;
) Dj2P=32+42+52+62+7?
=3
| 1 1 1
d Y-+1)=-(P+D+=-22+ 1)+ - +=-(>+1)
=n n n n

e) Y flo)Ax = f(x))Ax + f(x) Ax + - - - + f(x,) Ax

i=1

En los apartados a) y b), obsérvese que la misma suma puede representarse de maneras

diferentes utilizando la notacion sigma. ——

Aunque puede utilizarse cualquier variable como indice de suma, suele preferirse i, j
y k. Noétese en el ejemplo 1 que el indice de suma no aparece en los términos de la suma
desarrollada.
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LA SUMA DE LOS PRIMEROS CIEN ENTEROS

El maestro de Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) pidi6 a sus alumnos que sumaran
todos los enteros desde 1 hasta 100. Cuando
Gauss regreso con la respuesta correcta muy
poco tiempo después, el maestro no pudo
evitar mirarle atonito. Lo siguiente fue lo
que hizo Gauss:

L+ 24 3+ -+ 100
100 + 99 + 98 + - +
100 + 101 + 101 + -~ + 101
100; 0L _ <50

Esto se generaliza por medio del teorema
4.2, donde

100 100(101)

3i= 5050.

" i;t;ll;l:nz-;l;
10 0.65000

100 0.51500
1000 0.50150

10 000 0.50015

Las siguientes propiedades de la suma empleando la notacién sigma se deducen de las
propiedades asociativa y conmutativa de la suma y de la propiedad distributiva de la adicién
sobre la multiplicacién. (En la primera propiedad, k es una constante.)

-

'M= HM=

It
!

1
H-

El siguiente teorema lista algunas férmulas ttiles para la suma de potencias. Una de-
mostracion de este teorema se incluye en el apéndice A.

TEOREMA 4.2 FORMULAS DE SUMA EMPLEANDO LA NOTACION SIGMA

n

1. EC:CH

2 n(n +1)

3 O nin+ 1)2n + 1) & s n2(n + 1)?

= 6 2 4

i=1

EJEMPLO 2 Evaluacién de una suma

Hallar

i=1
Solucién Al aplicar el teorema 4.2, es posible escribir
i+ 1 1 & ,.
E = 72 @+1) Factor constante 1/n? fuera de la suma.
“~ n

i=1

N

i=1 i=1

1 n . n
= ; El + 2 1 Escribir como dos sumas.

1{nkx+1) N }
= — ——= n ice :
n2 ) Aplicar el teorema 4.2.
_1[n*+ 3n] -
02 72 implificar.
_n+3 o
m Simplificar.

Después de esto se puede encontrar la suma sustituyendo los valores apropiados de n, como
se muestra en la tabla de la izquierda. ——

En Ia tabla, las sumas parecen tender a un limite conforme » aumenta. Aunque la dis-
cusién de limites en el infinito en la seccién 3.5 se aplica a una variable de x, donde x pue-
de ser cualquier nimero real, muchos de los resultados siguen siendo vélidos cuando una
variable n se restringe a valores enteros positivos. Asi, para encontrar el limite de (n + 3)/2n
cuando n tiende a infinito, se puede escribir

™ i (e 3 i (L3 2L 2L
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Triangulo: A = 3 bh
Figura 4.5

Mary Evans Picture Library

ARrQUiMEDES (287-212 A.C.)

Arquimedes utilizo el método de exhaucion
para deducir formulas para las areas de elip-
ses, segmentos parabolicos y sectores de una
espiral. Se le considera como el més grande
matematico aplicado de la antigiiedad.

PARA MAYOR INFORMACION Para
un desarrollo alternativo de la férmu-

la para el drea de un circulo, ver el
articulo “Proof Whitout Words: Area of
a Disk is mR*” de Russell Jay Hendel en
Mathematics Magazine.
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Area

En la geometria euclideana, el tipo mds simple de regién plana es un rectingulo. Aunque la
gente a menudo afirma que la formula para el area de un rectangulo es A = bh, resulta mas
apropiado decir que ésta es la definicion del area de un rectangulo.

De esta definicién, se pueden deducir férmulas para dreas de muchas otras regiones
planas. Por ejemplo, para determinar el drea de un tridngulo, se puede formar un rectingulo
cuya drea es dos veces la del tridngulo, como se indica en la figura 4.5. Una vez que se sabe
cémo encontrar el drea de un tridngulo, se puede determinar el drea de cualquier poligono
subdividiéndolo en regiones triangulares, como se ilustra en la figura 4.6.

Paralelogramo Hexagono Poligono
Figura 4.6

Hallar las 4reas de regiones diferentes a las de los poligonos es mas dificil. Los antiguos
griegos fueron capaces de determinar formulas para las dreas de algunas regiones generales
(principalmente aquellas delimitadas por cénicas) mediante el método de exhaucion. La
descripcion mds clara de este método la hizo Arquimedes. En esencia, el método es un
proceso de limite en el que el drea se encierra entre dos poligonos (uno inscrito en la region
y otro circunscrito alrededor de la region).

Por ejemplo, en la figura 4.7 el 4rea de una regién circular se aproxima mediante un
poligono inscrito de n lados y un poligono circunscrito de n lados. Para cada valor de n el
area del poligono inscrito es menor que el drea del circulo, y el drea del poligono circuns-
crito es mayor que el drea del circulo. Ademads, a medida que n aumenta, las dreas de ambos
poligonos van siendo cada vez mejores aproximaciones al drea del circulo.

n=6 n=12

El método de exhaucion para determinar el rea de una region circular
Figura 4.7

Un proceso similar al que usé Arquimedes para determinar el drea de una regién plana
se usa en los ejemplos restantes en esta seccion.
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El area de una region plana

Recordar de la seccion 1.1 que los origenes del cdlculo estan relacionados con dos problemas
clasicos: el problema de la recta tangente y el problema del 4rea. En el ejemplo 3 se inicia
la investigacion del problema del area.

EJEMPLO 3 Aproximacion del area de una region plana

y Emplear los cinco rectangulos de la figura 4.8a) y b) para determinar dos aproximaciones
del area de la region que se encuentra entre la grafica de

fx) = —x*+5

f)=—x2+5

yelejexentre x=0yx=2.

Soluciéon
a) Los puntos terminales de la derecha de los cinco intervalos son %i, donde i = 1, 2,

1 3, 4, 5. El ancho de cada rectdngulo es £, y la altura de cada rectdngulo se puede
obtener al hallar fen el punto terminal derecho de cada intervalo.

2 4 6 8 10 [OE][%ﬂ}[ﬂﬁ}FﬂF&]
5 5 5 5 5 ,5’575’ 5953 5,5’ 5,5

a) Elarea de una region parabolica es
mayor que el area de los rectangulos T T T T T

Evaluar fen los puntos terminales de la derecha de estos intervalos.

¥ . )
La suma de las areas de los cinco rectangulos es
5 Altura Ancho
. fx)=—x2+5 _
il S, (20 (2 > 2i\? 2\ 162
2f<—> (7) _ 2[—@ £ 5|(2) = 102 _ g4,
3+ ~7\5/)\5 = 5 5 25
2+ Como cada uno de los cinco rectingulos se encuentra dentro de la regién parabdlica,
se concluye que el drea de la regién parabdlica es mayor que 6.48.
1 b) Los puntos terminales izquierdos de los cinco intervalos son 2 (i — 1), donde
i =1,2,3,4,5. La anchura de cada rectdngulo es £ y la altura de cada uno puede
2 s p s 10 ! obtenerse evaluando f en el punto terminal izquierdo de cada intervalo. Por tanto,
3 3 3 3 3 la suma es
b) Elarea de la region parabolica es menor Altura Ancho
que el area de los rectangulos —
Figura 4.8

S22 = 35 +s](3) - 22 son

Debido a que la regién parabdlica se encuentra contenida en la unién de las cinco
regiones rectangulares, es posible concluir que el area de la regién parabdlica es
menor que 8.08.

Combinando los resultados de los apartados a) y b), es posible concluir que

6.48 < (Area de la regién) < 8.08.

[Il"'W Al incrementar el nimero de rectdngulos utilizados en el ejemplo 3, se pueden obtener
aproximaciones mds y mds cercanas al drea de la region. Por ejemplo, al utilizar 25 rectdngulos, cada
uno de ancho 5, puede concluirse que

7.17 < (Area de la regién) < 7.49.
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La region bajo una curva
Figura 4.9

1N}

f(m,)

/

Elintervalo [a, b] se divide en n

subintervalos de ancho Ax =
Figura 4.10
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Sumas superior e inferior

El procedimiento utilizado en el ejemplo 3 puede generalizarse de la manera siguiente.
Considerar una region plana limitada en su parte superior por la grifica de una funcién
continua no negativa y = f(x), como se muestra en la figura 4.9. La regién estd limitada
en su parte inferior por el eje x y las fronteras izquierda y derecha por las rectas verticales
x=ayx=b.

Para aproximar el drea de la region, se empieza subdividiendo el intervalo [a, b] en
n subintervalos, cada uno de longitud Ax = (b — a)/n como se muestra en la figura 4.10.
Los puntos terminales de los intervalos son los siguientes.

a = x, X, X, x,=b
— — — —
a+ 0(Ax) <a+ 1(Ax) <a+ 2(Ax) <+ - - <a+ n(Ax)

Como fes continua, el teorema del valor extremo garantiza la existencia de un valor minimo
y uno maximo de f(x) en cada subintervalo.

f(m) = valor minimo de f(x) en el i-€simo subintervalo

f(M) = valor mdximo de f(x) en el i-ésimo subintervalo

A continuacién, se define un rectangulo inscrito que se encuentra dentro de la i-ésima
subregion y un rectangulo circunscrito que se extiende fuera de la i-ésima regién. La al-
tura del i-€simo rectdngulo inscrito es f(m,) y la altura del i-ésimo rectangulo circunscrito
es f(M). Para cada i, el drea del rectdngulo inscrito es menor que o igual que el drea del
rectdngulo circunscrito.

<Area del rectdngulo

Area del recte’mgulo)
inscrito

circunscrito

) = stm) ax < ) A =

La suma de las dreas de los rectangulos inscritos recibe el nombre de suma inferior, y la
suma de las dreas de los rectdngulos circunscritos se conoce como suma superior.

n
Suma inferior = s(n) = 2 f(m,) Ax Area de rectangulos inscritos.

i=1

n
Suma superior = S(n) = 2 f(M,) Ax Area de rectangulos circunscritos.

i=1

En la figura 4.11, se puede observar que la suma inferior s(n) es menor o igual que la suma
superior S(n). Ademds, el drea real de la region se encuentra entre estas dos sumas.

s(n) < (Area de regién) < S(n)

, y
f y=f0) t y=f@
y=f)
s(n) S(n)
X

[la b ! [la b / a b g
El area de los rectangulos Area de la region El area de los rectangulos
inscritos es menor que circunscritos es mayor que el
el area de la region area de la region

Figura 4.11
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y
4 —
o) =x2
3 —
2 —
1 ——
} T T } X
-1 1 2 3
Rectangulos inscritos
y
4 —
[l =x*
3 —
2 —
] —
} T } X
-1 1 2 3

Rectangulos circunscritos
Figura 4.12

EJEMPLO 4 Hallar las sumas superior
e inferior de una region

Determinar la suma superior e inferior de la regién delimitada por la gréfica de f(x) = x*y
elejexentrex = 0yx = 2.

Solucién Para empezar, se divide el intervalo [0, 2] en n subintervalos, cada uno de
ancho

La figura 4.12 muestra los puntos terminales de los subintervalos y varios de los rectangulos
inscritos y circunscritos. Como f es creciente en el intervalo [0, 2], el valor minimo en cada
subintervalo ocurre en el punto terminal izquierdo, y el valor mdximo ocurre en el punto
terminal derecho.

Puntos terminales izquierdos Puntos terminales derechos
2 200 — 1 2 2i

m[=0+(i—1)<*>=7( ) Mi=O+i<f>=f
n n n n

Utilizando los puntos terminales izquierdos, la suma inferior es

S

() = 3 fm) Ax = 3o f 25G)
5
-3{the-an
g/
_ g{ n(n + 1)(12_;1l + 11)_1_ 2[n(n + 1)] N n}

$ )
S5 GEENED )
n3 6 2

4
Ig(n —3n2+ n)

Suma inferior.

8 4, 4
n

=3 e

Empleando los puntos terminales derechos, la suma superior es
u no (20 (2
S(n) = Y f(M;) Ax = Ef(f><f)
i=1
8

_ [n(n + 1)6(2n + 1)}

= 37(2113 + 3n2+n)

8+ 4

3 3n2 Suma superior.



EXPLORACION

Para la regién dada en el ejemplo 4,

calcular la suma inferior

PR s
3 n 3n?

y la suma superior

3 n

paran = 10 100 y 1 000. Utilizar
los resultados para determinar el
area de la regién.

y

fla SN b

i &
El ancho del i-ésimo subintervalo es
Ax=ux,—x,_

Figura 4.13

1
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El ejemplo 4 ilustra algunos aspectos importantes acerca de las sumas inferior y su-
perior. Primero, advertir que para cualquier valor de 7, la suma inferior es menor (o igual)
que la suma superior.

8§ 4 4 8 4 4

s(n) 3 n 3n2<3 n  3n? S(n)

Segundo, la diferencia entre estas dos sumas disminuye cuando n aumenta. De hecho, si
se toman los limites cuando n — 00, tanto en la suma superior como en la suma inferior se
aproximan a §.

, ) 8 4 4 8

lim s(n) =lim (- ——+ 2] =3 Limite de la suma inferior.
n—oo n—oo \ 3 n 3n 3

. h 8§ 4 4 8
nli}lg7 S(n) = nll)nc}o <g + ; + 431’12) = g Limite de la suma superior.

El siguiente teorema muestra que la equivalencia de los limites (cuando n — ©©) de
las sumas superior e inferior no es una mera coincidencia. Este teorema es vélido para toda
funcién continua no negativa en el intervalo cerrado [a, b]. La demostracion de este teorema
es mds adecuada para un curso de cdlculo avanzado.

TEOREMA 4.3 LIMITES DE LAS SUMAS SUPERIOR E INFERIOR

Sea f continua y no negativa en el intervalo [a, b]. Los limites cuando n — 0 de las
sumas inferior y superior existen y son iguales entre si. Esto es

lim s(n) = lim if(m[) Ax

n—o0 n—oo &4
n
lim Ef(M[)Ax

= 1im S(n)

n—oo

donde Ax = (b — a)/ny f(m)y f(M) son los valores minimo y méaximo de f en el
subintervalo.

Debido a que se alcanza el mismo limite tanto con el valor minimo f(mm,) como con el valor
méximo f(M), se sigue a partir del teorema del encaje o del emparedado (teorema 1.8)
que la eleccién de x en el i-ésimo intervalo no afecta al limite. Esto significa que se esta
en libertad de elegir cualquier valor de x arbitrario en el i-ésimo subintervalo, como en la
siguiente definicion del drea de una region en el plano.

DEFINICION DEL AREA DE UNA REGION EN EL PLANO

Sea f continua y no negativa en el intervalo [a, b]. El drea de la region limitada por
la grafica de f, el eje x y las rectas verticales x = ayx = bes

Area = lim Ef(ci) Ax,

oo A
n— i=1

donde Ax = (b — a)/n (ver la figura 4.13).
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(1, 1)
f=x3

=

0,0) 1

El area de la region acotada por la grafica
def,elejex,x=0yx=1les}
Figura 4.14

El area de la region acotada por la grafica
defielejex,x=1yx=2es}
Figura 4.15

EJEMPLO 5 Hallar el area mediante la definiciéon de limite

Encontrar el drea de la regién limitada por la gréfica f(x) = x3, el eje x y las rectas verticales
x =0yx =1, como se muestra en la figura 4.14.

Solucion  Se empieza notando que fes continua y no negativa en el intervalo [0, 1]. Después,
se divide el intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de ancho Ax = 1/n. De acuerdo con
la definicién de drea, elegir cualquier valor de x en el i-ésimo subintervalo. En este ejemplo,
los puntos terminales derechos c, = i/n resultan adecuados.

n i 3 1 .
. . i
lim 2 -\ Puntos terminales derechos: ¢; = —.
n—oo = n n n
1
lim —;

n
i3
IE
n—o0 1’14.2

i=1

2

Area= lim > fle;) Ax
n—oo =

1
Iim 3
n—oo N

i (1 N L)
B n—oo \4 2n 41’12

1
4

El drea de la region es 1.

EJEMPLO 6 Hallar el area mediante la definicion de limite

Determinar el drea de la region limitada por la gréfica de f(x) = 4 — x% el eje x y las rectas
verticales x = 1 y x = 2, como se indica en la figura 4.15.

Solucién La funcién f es continua y no negativa en el intervalo [1, 2], y de tal modo se
empieza dividiendo el intervalo en n subintervalos, cada uno de ancho Ax = 1/n. Eligiendo
el punto terminal derecho

. i
c;,=a +iAx=1+— Puntos terminales derechos.

n

de cada subintervalo, se obtiene

Area = lim Ef(ci)Ax

oo 4
n— i=1

Il
5

=
\:
8

T
—
i
[
//
—
+
5 0N |~
~
[S)
| I—
/
~

L& 2i  i%\[1
B r}—)lgo i21<3 n n2><n
1 & 2 & 1 &

= Ii - — ——3V2

”gg’ (” 12413 ”Zigll ”Si;l )

1 1 1 1

= Ii —(1+=) - (5 +—=+—=

nlgga [3 (1 n) (3 2n 6n2)}

Il
W | —

Wl W
|
—_
|

El drea de la region es 3.



1 /T(l, 1)

fo)=y?

|
T

(0,0) 1

El area de la region acotada por la grafica
def,elejeypara0<y<less
Figura 4.16

Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, encontrar la suma.
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El dltimo ejemplo en esta seccion considera una region limitada por el eje y (en vez

del eje x).

EJEMPLO 7 Una region limitada por el eje y

Encontrar el drea de la region limitada por la gréafica de f(y) = y’yelejeypara0 <y <1,
como se muestra en la figura 4.16.

Solucién Cuando f es una funcién continua y no negativa de y, puede seguirse utilizando
el mismo procedimiento basico que se ilustré en los ejemplos 5 y 6. Se empieza dividiendo el
intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de ancho Ay = 1/n. Después utilizando los

puntos terminales superiores ¢, =

Area = lim E flc;

n—o0

El drea de la region es 3.

Usar la funcién de suma

de la herramienta de graficacion para verificar el resultado.

6 8
1. E(3l+2) 2. 2
i=1 k=5
3 4 1 4 7
. k20k2+1 .j;
4 4
3 )

=~
Il

k(k — 4)

~

[G—1)2+ G+ 1)7]

En los ejercicios 7 a 14, utilizar la notaciéon sigma para escribir

la suma.
S T S R I
To5(1) 0 5(2)  5(3) 5(11)
8. + 9 + 9 +
I+1 1+2 1+3
o. [7(4)+5]+[7(3)+s]+
o o= (3] L= (3]

o (-2

12.

i/n, se obtiene

I ”121 « terminales superiores: ¢, — &

Puntos terminales superiores: ¢

Jim, ;Zj
3 [n(n + 1)(2n + l)}
lim —
n—oo N~ 6
i (1 Lo L)
n—oo \ 3 2n 6712
1
3

En los ejercicios 15 a 22, utilizar las propiedades de la notacion
sigma y el teorema 4.2 para calcular la suma. Utilizar la funcién de
suma de la herramienta de graficacién para verificar el resultado.

15.

17.

19.

21.

8]

30
7 16. > -18
i=1 i=1
24 16
4i 18. (51 — 4)
i=1 i=1
20 10
E(z —1)? 20. i2-1)
= i=1
5 10
2 i(i — 1)? 22. i(i2 + 1)

i=1

HF En los ejercicios 23 y 24, usar la funcion de suma de una herra-
mienta de graficacion para evaluar la suma. Después emplear las
propiedades de la notacion sigma y el teorema 4.2 para verificar
la suma.

23.

2(# +3)
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25. Considerar la funcién fix) = 3x + 2.

a) Estimar el drea entre la grificadef yelejexentrex =0y
x = 3 usando seis rectdngulos y puntos terminales derechos.
Dibujar la grafica y los rectdngulos.

b) Repetir el apartado a) usando puntos terminales izquierdos.

26. Considerar la funcién g(x) = x> + x — 4.

a) Estimar el drea entre la graficade gyelejexentrex =2y
x = 4, usando rectdngulos y puntos terminales derechos.
Bosquejar la gréfica y los rectdngulos.

b) Repetir el apartado a) usando puntos terminales izquierdos.

En los ejercicios 27 a 32, usar los puntos terminales izquierdo
y derecho y el nimero de rectangulos dado para encontrar dos
aproximaciones del area de la region entre la grafica de la funcién
y el eje x sobre el intervalo dado.

27. f(x) = 2x + 5, [0, 2], 4 rectdngulos

28. f(x) =9 — x,[2, 4], 6 rectangulos

29. glx) = 2x* — x — 1,[2, 5], 6 rectangulos

30. g(x) = x> + 1,[1, 3], 8 rectdngulos

2
32. g(x) =senx, [0, 7], 6 rectingulos

31. f(x) = cos x, [0, 71]’ 4 rectangulos

En los ejercicios 33 a 36, delimitar el area de la region sombreada
aproximando las sumas superior e inferior. Emplear rectangulos
de ancho 1.

33 Y 34, Y
s
A
sl
.
1-£ 1+
= x
1 2 3 4 5
35 36, v
5+ 54
4+ 4
3t 3t .
2 2
N 1N\
—————>x | \— x

En los ejercicios 37 a 40, encontrar el limite de s(n) cuando
n— oo.

sty = S ]

38, s(n) = %[w]

w2 o)

En los ejercicios 41 a 44, utilizar sumas superiores e inferiores
para aproximar el area de la region empleando el niimero dado
de subintervalos (de igual ancho).

41. y=Jx 42, y=Jx+2
y y
1 -~ 3
2
1
X Ly
1 ! 1 2
1 2
43. y=- 4. y=J1—x
X
y ¥
l,
1,,
f ] } ] X
1 2 f x
1

En los ejercicios 45 a 48, utilizar las formulas de suma con notacién
sigma para reescribir la expresion sin la notacion sigma. Emplear
el resultado para determinar la suma correspondiente a n = 10,
100, 1000 y 10000.

n i+ 1 n4j + 3
45. E 5 46. 2 5

=1 n Jj=1 n

n 6k(k — 1) 8420 — 1)

k=1 i=1

En los ejercicios 49 a 54, encontrar una formula para la suma
de los n términos. Emplear la formula para determinar el limite
cuando n — 0.

o s - =30
n—o0 &4 n—oo =
51. lim 2 Ly lim E( ) (2)
: n—o0 = }’l3 n—oo &= n
L i\(2 lim S 2
s Jim 31+ 1)) im 3+ 2)(7)

55. Razonamiento numérico Considerar un tridngulo de drea 2
delimitado por las graficasdey = x,y =0y x = 2.

a) Dibujar la region.

b) Dividir el intervalo [0, 2] en n subintervalos de igual ancho
y demostrar que los puntos terminales son

0 < l(%) < < (n— 1)(%) < n(%)
¢) Demostrar que s(n) ,21[ - 1)( )]( )
d) Demostrar que S(n) = 2[;(5)}(5)

i=1



e) Completar la tabla. B s 10 s0 | 100

s(n)

S(n)

pH Demostrar que lim s(n) = lim S(n) = 2.
n—0oo n—0o0o

56. Razonamiento numérico Considerar un trapezoide de drea 4
delimitado por las grificasdey = x,y =0, x = 1yx = 3.
a) Dibujar la region.
b) Dividir el intervalo [1, 3] en n subintervalos de igual ancho
y demostrar que los puntos terminales son

1<1+1<%><--~<1+(n—1)<%><1+n(%).

¢) Demostrar que s(n) = [1 + (i — 1)(%)](%)

[1=G)I)

s(n)
S(n)

i

M= HM:

d) Demostrar que S(n) =

i

e) Completar la tabla.

) Demostrar que lim s(n) = lim S(n) = 4.
n—o0 n—o00

En los ejercicios 57 a 66, utilizar el proceso de limite para encontrar
el area de la region entre la grafica de la funcion y el eje x sobre
el intervalo indicado. Dibujar la region.

57. y=—4x+5, [0,1] 58. y=3x—2, [2,5]
59. y=x*+2, [0,1] 60. y=x2+1, [0,3]
61. y=125—x2, [1,4] 62. y=4—x2 [-2,2]
63. y=27-13 [1,3] 64. y=2x— 3, [0,1]

65. y=x2—-x, [—1,1] 66. y=x2—x% [—1,0]
En los ejercicios 67 a 72, emplear el proceso de limite para deter-
minar el area de la region entre la grafica de la funcion y el eje y

sobre el intervalo y indicado. Dibujar la region.

IA

67. f(y) =4y,0 <y =<2 68. g(y) =3y,2<y<4
69. f(y) =y40<y<>5 70. f(y) =dy— 41 <ys<2
Tog(y) =42 -y, 1<y<37% Wy)=y+1,1<y=<2

En los ejercicios 73 a 76, utilizar la regla del punto medio

x; +x;
Area = Ef( = 1)Ax
con n = 4 para aproximar el irea de la region limitada por la
grifica de la funcién y el eje x sobre el intervalo dado.
73. fx) =x*+ 3, [0,2]

75. f(x) = tan x, [O, %]

74. f(x) = x>+ 4x, [0, 4]

76. f(x) = sen x, [0, g]
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HF Programacion Escribir un programa para una herramienta de

graficacion con el fin de aproximar areas utilizando la regla del
punto medio. Suponer que la funcion es positiva sobre el intervalo
dado y que los subintervalos son de igual ancho. En los ejercicios
77 a 80, emplear el programa para aproximar el area de la region
entre la grafica de la funcion y el eje x sobre el intervalo indicado,
y completar la tabla.

n 4 8 12 16 | 20

Area aproximada

Vx, [0,4]

(2. 6]

77, flx) =
78. f(x) =

24U
mX

() = tan §>, [1.3]
80. f(x) = cos vx, [0,2]

Desarrollo de conceptos

Aproximacion En los ejercicios 81 y 82, determinar cual es el
mejor valor que aproxima el area de la region entre el eje x y
la grafica de la funcién sobre el intervalo indicado. (Realizar
la eleccion con base en un dibujo de la region y no efectuando
calculos.)

81. f(x) =4 —x2 [0,2]
a =2 b)) 6 ¢ 10 d) 3 e 8
82. f(x) = sen %x [0, 4]
a) 3 b)) 1 ¢ —2 d 8 e 6
83. Con sus propias palabras y utilizando las figuras adecuadas,

describa los métodos de las sumas superior e inferior en la
aproximacion del drea de una region.

84. Proporcionar la definicién del drea de una regién en el plano.

85. Razonamiento grdfico Considerar laregién delimitada por la

graficade f(x) = 8_3 N
en la figura. o

,x=0,x=4yy=0,como se muestra

a) Redibujar la figura y trazar y
sombrear los rectdngulos que
representan a la suma inferior 38
cuando n = 4. Encontrar esta g f
suma inferior.

b) Redibujar la figura y trazar y
sombrear los rectangulos que 2
representan la suma superior
cuando n = 4. Determinar esta
suma superior.

¢) Redibujarla figura y trazar y sombrear los rectdngulos cuyas
alturas se determinan mediante los valores funcionales en el
punto medio de cada subintervalo cuando n = 4. Determinar
esta suma utilizando la regla del punto medio.
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Verificar las siguientes féormulas al aproximar el drea de la
region utilizando n subintervalos de igual ancho.

Suma inferior: s(n) = i:ilf [(i - 1)%] (%)

03]
nl\n
Regla del punto medio: M(n) = En: f [(l - l) ﬁ] (i)
= 2)n]\n
Utilizar una herramienta de graficacion y las férmulas del
apartado d) para completar la tabla.

Suma superior: S(n) = ' f

i=1

n 20 | 100 | 200

s(n)
S(n)

M(n)

5 Explicar por qué s(n) aumenta y S(n) disminuye para va-
lores recientes de n, como se muestra en la tabla en el
apartado e).

Para discusion

86.

Considerar una funcién f{(x) que se incrementa en el inter-
valo [1, 4]. El intervalo [1, 4] esta dividido en 12 subin-
tervalos.

a) (Cudles son los puntos terminales izquierdos del primer
y ultimo subintervalos?

b) ;Cudles son los puntos terminales derechos de los
primeros dos subintervalos?

¢) (Cudndo se usan los puntos terminales derechos, se
trazan los rectdngulos arriba o abajo de las gréficas de
f(x)? Usar una grafica para explicar su respuesta.

d) (Qué se puede concluir acerca de las alturas de los

rectangulos si una funcién es constante en el intervalo
dado?

¢Verdadero o falso?

En los ejercicios 87 y 88, determinar si el

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

87.
88.

89.

La suma de los primeros n enteros positivos es n(n + 1)/2.

Si f es continua y no negativa en [a, b], entonces los limites
cuando n — o0 de su suma inferior s(n) y de su suma superior
S(n) existen ambos y son iguales.

Comentario  Utilizar la figura para escribir un pequefio parrafo don-
de se explique por qué la féormula 1 +2 +-- -+ n =gn(n + 1)
es valida para todos los enteros positivos 7.

Figura para 89 Figura para 90

90.

H; 91.

Razonamiento grdfico Considerar un poligono regular de n
lados inscrito en un circulo de radio r. Unir los vértices del po-
ligono al centro del circulo, formando n tridngulos congruentes
(ver la figura).

a) Determinar el dngulo central 6 en términos de n.

b) Demostrar que el drea de cada tridngulo es 372 sen 6.

c) Sea A la suma de las dreas de los n tridngulos. Hallar
Iim A,
n—oo

Modelado matemdtico La tabla lista las mediciones de un
terreno delimitado por un rio y dos caminos rectos que se unen
en angulo recto, donde x y y se miden en pies (ver la figura).

x 0 50 | 100 | 150 | 200 | 250 | 300
y | 450 | 362 | 305 | 268 | 245 | 156 | O
a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de
graficacion para encontrar un modelo de la forma y = ax®
+bx?+ ex +d.
b) Emplear una herramienta de graficacién para dibujar los
datos y representar el modelo.
¢) Recurrir al modelo del apartado a) para estimar el area del
terreno.
y/Camino

n es par
} } } } T T X
50 100 150 200 250 300
Figura para 91 Figura para 92
92. Bloques de construccion Un niflo coloca n bloques cubicos

93.

de construccion en una hilera para formar la base de un disefio
triangular (ver la figura). Cada hilera sucesiva contiene dos blo-
ques menos que la hilera precedente. Encontrar una férmula para
el ndmero de bloques utilizados en el disefio. (Sugerencia: El
nimero de bloques constitutivos en el disefio depende de si n
es par o impar.)

Demostrar cada formula mediante induccion matematica. (Quiza
se necesite revisar el método de prueba por induccién en un texto
de precélculo.)

_nP(n + 1)?

a) ;::121' =nn+1) b) i2i3 = 1

Preparacion del examen Putnam

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

94. Un dardo, lanzado al azar, incide sobre un blanco cuadrado.
Suponiendo que cualesquiera de las dos partes del blanco de
igual drea son igualmente probables de ser golpeadas por el
dardo, encontrar la probabilidad de que el punto de incidencia
sea mds cercano al centro que a cualquier borde. Escribir la
respuesta en la forma (a\/E + c)/d, donde a, b, cy d son
enteros positivos.
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Iml Sumas de Riemann e integrales definidas

Yo f)=vx

1 ,,,,,,,,,

n—1 1] _ ___

n

27

n

1/

n | N \ X
1 \22 (n—1)?
e 2z

Los subintervalos no tienen anchos iguales
Figura 4.17

(RY)

El area de la region acotada por la grafica
dex=p’yelejeypara0 < y < les}
Figura 4.18

® Entender la definicion de una suma de Riemann.

= Hallar una integral definida utilizando limites.

® Calcular una integral definida utilizando las propiedades de las integrales
definidas.

Sumas de Riemann

En la definicion de drea dada en la seccion 4.2, las particiones tenfan subintervalos de igual
ancho. Esto se hizo sélo por conveniencia de cdlculo. El siguiente ejemplo muestra que no
es necesario tener subintervalos de igual ancho.

EJEMPLO I Una particion con subintervalos de anchos desiguales

Considerar la regién acotada por la grfica de f(x)=+x yelejexpara0 < x < 1, como se
muestra en la figura 4.17. Hallar el limite

lim ' f(c,) Ax,
n—oo =1

donde ¢, es el punto terminal derecho de la particién dada por ¢; = i*/n* y Ax; es el ancho
del i-ésimo intervalo.

Solucién El ancho del i-ésimo intervalo estd dado por

2 (i— 1)
Av=aT a
2= i2+2i— 1
n2
21
Sy

De tal modo, el limite es

lim if(c)Ax = lim E ﬁ<2i - 1)
n—oo &4 i i n—oo & n? n?
1 n
= lim — » (2i? — i)
n—oo N~ =1
e A + 1)(@2n + 1)) n(n + 1)
B nlggo n3[2< 6 2
_ 1 4n3 + 3n> — n
nLoo 6}13
_2.
3 I

De acuerdo con el ejemplo 7 de la seccién 4.2, se sabe que la regiéon mostrada en la
figura 4.18 tiene un 4rea de 3. Debido a que el cuadrado acotado por 0<x<1y0<y<1
tiene un drea de 1, puede concluirse que el drea de la region que se muestra en la figura 4.17
tiene un drea de 3. Esto concuerda con el limite que se encontré en el ejemplo 1, aun cuando
en ese ejemplo se utilizé una particién con subintervalos de anchos desiguales. La razén
por la que esta particion particular da el area apropiada es que cuando n crece, el ancho del
subintervalo mds grande tiende a cero. Esta es la caracteristica clave del desarrollo de las
integrales definidas.
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The Granger Collection

GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN
(1826-1866)

Riemann, matematico aleman, realizo
su trabajo mas notable en las areas de
geometria no euclidiana, ecuaciones
diferenciales y la teoria de los nimeros.
Fueron los resultados de Riemann en fisica
y matematicas los que conformaron la
estructura en la que se basa la teoria de la
relatividad general de Einstein.

llall=

00| — =
=
NI—

;
1
2"

n — 00 no implica que ||A|| = 0
Figura 4.19

En la seccion precedente, el limite de una suma se utiliz6 para definir el drea de una
region en el plano. La determinacién del drea por este medio es sélo una de las muchas
aplicaciones que involucran el limite de una suma. Un enfoque similar puede utilizarse para
determinar cantidades tan diversas como longitudes de arco, valores medios, centroides,
volimenes, trabajo y dreas de superficies. La siguiente definicion honra el nombre de Georg
Friedrich Bernhard Riemann. Aunque la integral definida se habia utilizado ya con anterio-
ridad, fue Riemann quien generaliz6 el concepto para cubrir una categoria mas amplia de
funciones.

En la definicién siguiente de una suma de Riemann, notar que la funcién f no tiene otra
restriccién que haber sido definida en el intervalo [a, b]. (En la seccién precedente, la funcién
f se supuso continua y no negativa debido a que se trabajé con un drea bajo una curva.)

DEFINICION DE UNA SUMA DE RIEMANN

Sea f definida en el intervalo cerrado [a, b], y sea A una particién de [a, b] dada por

a=xy <X, <X, <-""<x,_,<x,=b

donde Ax; es el ancho del i-ésimo subintervalo. Si c¢; es cualquier punto en el i-€simo
subintervalo [x;_,, x;] entonces la suma

Ef(ci) Axi’ X1 < C; < X;

se denomina una suma de Riemann de f para la particién A.

\[1)/:'W Las sumas vistas en la seccién 4.2 son ejemplos de las sumas de Riemann, pero hay sumas
de Riemann mas grandes que las que se mostraron ahi. |

El ancho del subintervalo mds grande de la particion A es la norma de la particién y

se denota por medio de ||A||. Si todos los intervalos tienen la misma anchura, la particién es
regular y la norma se denota mediante

Particion ordinaria.

1A = Ax =22

En una particién general, la norma se relaciona con el nimero de subintervalos en [a, b] de
la siguiente manera.

b—a

g S n Particion general.
1A

De tal modo, el nimero de subintervalos en una particion tiende a infinito cuando la norma
de la partici6n tiende a cero. Esto es ||A|| — 0 implica que n — ©0.

La afirmacion reciproca de este enunciado no es cierta. Por ejemplo, sea A, 1a particion
del intervalo [0, 1] dado por

1 1 1
0<—=x< <'-'<*<*<§<1.

1
2n "l 8 4

Como se muestra en la figura 4.19, para cualquier valor positivo de n, la norma de la par-
ticién A, es 3. De tal modo, como al dejar que 7 tienda a infinito no obliga a que ||A|| se
aproxime a 0. En una particién regular, sin embargo, los enunciados ||A|| = 0y n — o0
son equivalentes.



PARA MAYOR INFORMACION
Para obtener més informacion acerca de
la historia de la integral definida, ver el
articulo “The Evolution of Integration”,
de A. Shenitzer y J. Steprans en The
American Mathematical Monthly.

Posteriormente
en este capitulo, el lector aprendera
métodos convenientes para calcular
i) ab f(x) dx para funciones continuas.
Por ahora, se debe usar la definicién de
limite.
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Integrales definidas

Para definir la integral definida, considerar el siguiente limite.

> fle)Ax, = L

lim
[al—0 &~

Afirmar que este limite existe, significa que hay un nimero real L, tal que para cada € >0
existe una & > 0 tal que para toda particién de ||A]| < & se sigue que

L— if(ci)Axi <e

i=1

a pesar de cualquier eleccion de ¢; en el i-€simo subintervalo de cada particion de A.

DEFINICION DE UNA INTEGRAL DEFINIDA

Si f se define en el intervalo cerrado [a, b] y el limite de las sumas de Riemann sobre
las particiones A
lim c.)Ax.
lall—0 ,2‘1 fle) Ax,

existe (como se describié antes), entonces f es integrable en [a, b] y el limite se
denota por

n

b
Hﬂrgo > fle) Ax, = L fx) dx.

i=1

El limite recibe el nombre de integral definida de f de a a b. El nimero « es el limite
inferior de integracion, y el nimero b es el limite superior de integracion.

No es coincidencia que la notacion para las integrales definidas sea similar a la que se
utiliz6 para las integrales indefinidas. Se vera la razén en la siguiente seccién cuando se in-
troduzca el teorema fundamental del célculo. Por ahora es importante observar que las
integrales definidas y las integrales indefinidas son identidades diferentes. Una integral
definida es un niimero, en tanto que una integral indefinida es una familia de funciones.

A pesar de que las sumas de Riemann estaban definidas por funciones con muy pocas
restricciones, una condicion suficiente para que una funcién f sea integrable en [a, b] es que sea
continua en [a, b]. Una demostracion de este teorema estd mds alld del objetivo de este texto.

TEOREMA 4.4 LA CONTINUIDAD IMPLICA INTEGRABILIDAD

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f es integrable
en [a, b]. Es decir, ff f(x) dx existe.

EXPLORACION

Converso del teorema 4.4 |Es verdadero el converso del teorema 4.4 ? Esto es, si
una funcion es integrable, ¢tiene que ser continua? Explicar el razonamiento y pro-
porcionar ejemplos.

Describir las relaciones entre continuidad, derivabilidad e integrabilidad. ;Cudl
es la condicion mas fuerte? ;Cudl es la mds débil? ;Qué condiciones implican otras
condiciones?
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/

—4

Como la integral definida es negativa, no
representa el area de la region
Figura 4.20

/ a b !

Se puede usar una integral definida para
determinar el drea de la region acotada por
la graficadef, elejex,x=ayx =15
Figura 4.21

EJEMPLO 2 Evaluacién de una integral definida como limite

1

Hallar la integral definida J 2x dx.

-2

Solucion La funcién f(x) = 2x es integrable en el intervalo [—2, 1] porque es continua
en [—2, 1]. Ademas, la definicién de integrabilidad implica que cualquier particién cuya
norma tienda a O puede utilizarse para determinar el limite. Por conveniencia computacional,
definir A, subdividiendo [-2, 1] en n subintervalos de la misma anchura.

b—a 3
n n

Ax; = Ax =
Eligiendo ¢, como el punto terminal derecho de cada subintervalo, se obtiene

3
¢;=a+ i(Ax) = —2+;l.

De este modo, la integral definida estd dada por

1 n
f 2xdx = lim ' f(c,) Ax,

) [A—0 i=1

lim if(ci) Ax

n—co i=1

L 3i\(3
i 322+ 7)(2)

Debido a que la integral definida en el ejemplo 2 es negativa, ésta no representa el area
de la region que se muestra en la figura 4.20. Las integrales definidas pueden ser positivas,
negativas o cero. Para que una integral definida sea interpretada como un drea (como se definié
en la seccién 4.2), la funcién f debe ser continua y no negativa en [a, b], como se establece
en el siguiente teorema. La demostracion de este teorema es directa: utilizar simplemente
la definicién de drea dada en la seccién 4.2, porque es una suma de Riemann.

TEOREMA 4.5 LA INTEGRAL DEFINIDA COMO AREA DE UNA REGION

Si f es continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, b], entonces el drea de la
region acotada por la gréifica de f, del eje x y las rectas verticales x = ay x = b estd
dada por

b
Area = J F(x) dx.

(Ver la figura 4.21.)




f(x) = 4x — x?

4
Area = f (4x — x?) dx

0
Figura 4.22

La variable de integracién en
una integral definida algunas veces se
denomina como variable muda porque
puede ser sustituida por cualquier

otra variable sin cambiar el valor de

la integral. Por ejemplo, las integrales
definidas

3
J (x + 2) dx
0
y
3
J (t+2)dt
0
tienen el mismo valor. |
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Como un ejemplo del teorema 4.5, considerar la region delimitada por la gréifica de

flx) =4x — x?

y el eje x, como se muestra en la figura 4.22. Debido a que f es continua y no negativa en
el intervalo cerrado [0, 4], el drea de la region es

4
Area = f (4x — x?) dx
0

Una técnica directa para hallar una integral definida como ésta se analizard en la seccion
4.4. Por ahora se puede calcular una integral definida de dos maneras: usando la defini-
cion en términos de limites o verificando si la integral definida representa el area de una
regién geométrica comun, tal como un rectdngulo, tridngulo o semicirculo.

EJEMPLO 3 Areas de figuras geométricas comunes

Dibujar la regién correspondiente a cada integral definida. Evaluar después cada integral
utilizando una férmula geométrica.

3 3 2
a) f 4 dx b) f (x +2) dx c) f V4 — x*dx
1 0 -2

Solucion Un dibujo de cada region se muestra en la figura 4.23.

a) Estaregion es un rectdngulo de 4 de alto por 2 de ancho.

3
f 4 dx = (Area del rectingulo) = 4(2) = 8
1

b) Estaregion es un trapezoide con una altura de 3 y bases paralelas de longitudes 2 y 5.
La férmula para el drea de un trapezoide es 3 h(b, + b,).

3
f (x + 2) dx = (Area del trapezoide) = %(3)(2 +5) = %1
0

¢) Estaregion es un semicirculo de radio 2. La férmula para el area de un semicirculo es
i,

2
p 1
f V4 — x? dx = (Area del semicirculo) = 577(22) =2
-2

Y f=4 Y fm=x+2 .
4+ 5+ 4+
it [ = V4-x2
3+ 3L
3 —+
2 5
1+ 1+ 1
> x ——t—1+—"1—>=x — F—t—x
1 2 3 4 1 2 3 45 2 -1 1 2
a) b) c)
Figura 4.23
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N
=

L

[ ax + ["fon ax

Figura 4.24

Propiedades de las integrales definidas

La definicién de la integral definida de f en el intervalo [a, b] especifica que a < b. Ahora,
es conveniente, sin embargo, extender la definicidn para cubrir casos en los cuales a = b o
a > b. Geométricamente, las siguientes dos definiciones parecen razonables. Por ejemplo,
tiene sentido definir el drea de una regién de ancho cero y altura finita igual a 0.

DEFINICIONES DE DOS INTEGRALES DEFINIDAS ESPECIALES

1. Sifestd definida en x = a, entonces se define f f(x) dx = 0.

a b
2. Sifes integrable en [a, b], entonces se define f fx)dx = — f f(x) dx.
b a

EJEMPLO 4 Calculo de integrales definidas

a) Debido a que la funcién seno se define en x = 7, y los limites superior e inferior de
integracion son iguales, puede decirse que

j senx dx = 0.

T

b) Laintegral [5(x + 2) dx es la misma que la dada en el ejemplo 3b excepto por el hecho
de que los limites superior e inferior se intercambian. Debido a que la integral en el
ejemplo 3b tiene un valor de %, puede escribirse

fo(x-I—Z)dx: —13(x+2)dx= —271.

En la figura 4.24, la regién mas grande puede dividirse en x = ¢ en dos subregiones
cuya interseccién es un segmento de recta. Como el segmento de recta tiene 4rea cero, se
concluye que el drea de la region mds grande es igual a la suma de las dreas de las dos
regiones mas pequefias.

TEOREMA 4.6 PROPIEDAD ADITIVA DE INTERVALOS

Si f es integrable en los tres intervalos cerrados determinados por a, b y ¢, entonces

f ) dx = f f)dx + f ) d.

EJEMPLO 5 Empleo de la propiedad aditiva de intervalos

1 0 1
f |x| dx = f —xdx + j x dx Teorema 4.6.
—1 —1 0

+

Area del triangulo.

_— N =
N | —



a b

J;bf(x) dx < J;bg(x) dx

Figura 4.25
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Debido a que la integral definida se describe como el limite de una suma, hereda las
propiedades de la suma dadas en la parte superior de la pagina 260.

TEOREMA 4.7 PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS

Si f y g son integrables en [a, b] y k es una constante, entonces las funciones kf y
f = g son integrables en [a, b], y

1. J kf(x)dxzkf fx) dx

2 f LFG) + g0 dv = f £ d + f o) d.

Observar que la propiedad 2 del teorema 4.7 puede extenderse a cualquier niimero finito de
funciones. Por ejemplo,

b b

glx) dx + J h(x) dx.

a

| "L + ) + )] de = | e + |

a

EJEMPLO 6 Evaluacién de una integral definida

3
Evaluar f (—x% + 4x — 3) dx utilizando los siguientes valores.
1

3 3 3
f xzdeE, f xdx = 4, f dx =2
1 3 1 1

Solucién
3 3 3
f (—xz)dx-l—f 4xdx+j (—3) dx
1 1 1

3 3 3
—f xzdx+4j xdx—SJ dx
| | I

—(%) +4(4) - 3(2)

3
f (—x2 4+ 4x — 3) dx
1

Sify g son continuas en el intervalo cerrado [a, b] y
0 < flx) < glx)

para a < x < b, las siguientes propiedades son ciertas. Primero, el drea de la regién acotada
por la gréfica de f'y el eje x (entre a y b) debe ser no negativa. Segundo, esta area debe ser
menor o igual que el drea de la regién delimitada por la grafica de g y el eje x (entre a y b),
como se muestra en la figura 4.25. Estos dos resultados se generalizan en el teorema 4.8.
(Una demostracion de este teorema se presenta en el apéndice A.)
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TEOREMA 4.8 CONSERVACION DE DESIGUALDADES

|a, b], entonces

1. Si f es integrable y no negativa en el intervalo cerrado [a, b], entonces
b
0< f F(x) dx.

2. Si fy g son integrables en el intervalo cerrado [a, b] y f(x) < g(x) para x en

f flx) dx < J g(x) dx.

Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 y 2, utilizar el ejemplo 1 como modelo para
evaluar el limite

lim O f(c;) Ax;
1

n—oo /=

sobre la region delimitada por las graficas de las ecuaciones.
L. f)=Vx, y=0, x=0, x=3
(Sugerencia: Sea c;, = 3i*/n?.)

2. f)=3x y=0 x=0 x=1

(Sugerencia: Sea c;, = i3/n3.)

En los ejercicios 3 a 8, evaluar la integral definida mediante la
definicion de limite.

6 3
3. J 8 dx 4. f x dx
2 -2
1 4
5. f X3 dx 6. f 4x2 dx
—1 1

2 1
7. j (x% + 1) dx 8. j (2x% + 3) dx
i -2

En los ejercicios 9 a 12, escribir el limite como una integral de-
finida en el intervalo [a, b], donde c; es cualquier punto en el
i-ésimo subintervalo.

Limite Intervalo
9. lim (3¢, + 10) Ax; [—1,5]

lal—0 =

10. lim E 6¢,(4 — ¢;)? Ax; [0, 4]
All—0 /=7

11. Hlﬁm E Je? + 4 Ax, [0, 3]
Al[—0 =1

12. lim \ (%) Ax; [1,3]
[a]—=0 =1 \C;

En los ejercicios 13 a 22, formular una integral definida que pro-
duce el area de la region. (No evaluar la integral.)

13. f(x) =5 14. f(x) =6 — 3x

y y

SA

4Ak

3Ak

2Ak

1
R T T —+——t—1>x
I 2 3 4 5 1 23 45

15. f(x) =4 — |« 16. f(x) = x?
y y
8+ 4t
6+ 34
4 2
2+ 1
/ e % > x
-4 =2 2 4 -1 1 2 3
17. f(x) =25 — 2 18, () = -2
x> +2
y y

=
=
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19. f(x) = cosx 20. f(x) = tanx

y y
42.
1 1
} \ x { t x
A E n T
4 2 4 2
43.
2L g(y) =»? 2. f(y)=(y—2p
y y
4 4+
3 34+
2 2 A 44.
1 1+
F—t—t—t—x Tt x
2 4 6 8 1 2 3 4
En los ejercicios 23 a 32, dibujar la region cuya area esta dada
por la integral definida. Luego, usar una formula geométrica para
evaluar la integral (a > 0, r > 0). 4s.

3 a

23. f 4 dx 24, f 4 dx
04 —4ax

25. J X dx 26. J de
0 0
2 6

27. f (3x + 4) dx 28. f (6 — x) dx
0 0 46.
1 a

29. J (1 — |x|) dx 30. J (a — |x]) dx
-1 —a
7 r

31. f V49 — x? dx 32. f Jr2 — x2dx
-7 —-r

En los ejercicios 33 a 40, evaluar la integral utilizando los siguien-
tes valores.

4 4
fx3dx=60, fxdx=6,
2

2

2 2
33. fxdx 34. fx3 dx
4 2
4 4
35. fo dx 36. fZS dx
2 2
4 4
37. j (x = 9) dx 38. f (r3 + 4) dx
2 2
4

4
39. f (343 — 3x + 2) dx 40. f (10+ 4x — 3x?) dx
2 2

41.

-

Dadas f *f)dx =10 y f " £(x) dx = 3, hallar
0 5

a) L f(x) dx. b) L F(x) dx.

4
j dx =
2 47.
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5 5
c) J;f(x) dx. d) L3f(x) dx.

Dadas fo f)de=4 y L °f(x) dx = —1, hallar
a) L "W de b) L "f@de
) L f@ de d) ﬁ " s an

Dada; fz *f)dx =10 y L ° g(x);dx = —2, hallar
o [0 +ewia v [0 - snae
) L e d. d) L " 30 d.

Dadas f_ll fWdx=0y fol £(x) dx = 5, hallar
a) 01 £x) db. b) L 00 di — fol F() dx.

c) jﬂ 3f (x) dx. d) Jo 3f(x) dx.

Utilizar la tabla de valores para determinar las estimaciones

10
inferiores y superiores de f f(x) dx. Suponer que f es una
funcién decreciente. 0

x 0 2 4 6 8 10

fe) | 32 24 | 12 | -4 | =20 | —36

6
Utilizar la tabla de valores para estimar f f(x) dx. Utilizar tres
0

subintervalos iguales y a) los puntos terminales izquierdos, ) los
puntos terminales derechos y ¢) los puntos medios. Si f es una
funcién creciente, ;cdmo se compara cada estimacion con el
valor real? Explicar el razonamiento.

x o | 1|23 |4]|5]6
f)

-6 0 8 18 | 30 | 50 | 80

Parapensar La grificade f estd compuesta por segmentos de
recta y un semicirculo, como se muestra en la figura. Evaluar
cada integral definida utilizando férmulas geométricas.

“4.2)

b) Lf(X)dx c) f%f(X)dx

o [rwia p [ s 2a
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48. Para pensar La grifica de f consta de segmentos de recta, Desarrollo de conceptos
como se muestra en la figura. Evaluar cada integral definida P
utilizando formulas geométricas. En los ejercicios 53 y 54, utilizar la figura para llenar los espa-

y cios con el simbolo <, > 0 =.
4+ y
3T 32 42 61
2+ (11,1
1+ 5+
| et { — /T x 4l
0 12 3 4 5 6 8 10 11
i, 3+
3l (8,-2) 2+
—4 + 1+
R
! 4 1 23 456
a) —f(x) dx b) 3 f(x) dx
07 31 1 53. Elintervalo[1, 5] se divide en n subintervalos de igual ancho
) j f(x) dx d) f f(x) dx Ax, y x; es el punto terminal izquierdo del i-ésimo subinter-
0 S valo.
11 10
e) j fx) dx D f(x) dx i 3
0 4 > flx) Ax f f(x) dx
i=1 1

49. Para pensar Considerar la funcién f que es continua en el

intervalo [—5, 5] y para la cual 54. Elintervalo [1, 5] se divide en n subintervalos de igual ancho

Ax, y x; es el punto terminal derecho del i-ésimo subinter-

5
f fx) dx = 4. valo.
0 n 5
Evaluar cada integral. Elf (o) Ax fl f(x) dx
5 3 =
a) J [flx) + 2] dx b) j flx +2)dx 1
0 -2 55. Determinar si la funciéon f(x)= 2 es integrable en el

intervalo [3, 5]. Explicar.

5 5
&) f J(x) dx (f es par) d) f f(x) dx (f es impar) 56. Proporcionar un ejemplo de una funcién que sea integrable
-3 = en el intervalo [—1, 1], pero no continua en [—1, 1].

50. Para pensar Una funcién f se define como se indiga a conti-
nuacién. Usar férmulas geométricas para encontrar Jo f(x) dx.

4, x<4 En los ejercicios 57 a 60, determinar cuales valores se aproximan
0 = x, x4 mejor a la integral definida. Realizar la seleccion con base en un
dibujo.

51. Parapensar Abajo se definle2 una funcién f. Usar férmulas
geométricas para encontrar [y f(x) dx.

4
f(x):{?; x>6 57. fo Vaxdx

x+9, x<6

Para discusion

a) 5 b) -3 c) 10 d) 2 e) 8

1/2
52. Encontrar posibles valores de a y b que hagan el enuncia- 58. J’ ! 4 cos mx dx
do correcto. Si es posible, usar una grafica para sustentar 0
su respuesta. (Aqui puede haber més de una respuesta a) 4 b) % c) 16 d) 2w e) —6
correcta.)

1 5 b
a) f f(x) dx + f f(x) dx = f f(x) dx 1
2 1 a 59. j 2 sen 7x dx
0

3 6 b 6

p [ swa [rac- [ [ 0o ml o4 @i
b

c) f senxdx < 0
(lb 9

d) fcosxdx=0 60. L(1+ﬁ)dx

a) —3 b) 9 c) 27 d 3




Iq; Programacion Escribir un programa en la herramienta de gra-
ficacién con el fin de aproximar una integral definida utilizando
la suma de Riemann

B

flc;) Ax;
1

i

donde los subintervalos sean de igual ancho. La salida debe pro-
porcionar tres aproximaciones de la integral donde c; es el punto
terminal del lado izquierdo I(n), el punto medio M(n) y el pun-
to terminal del lado derecho D(n) de cada subintervalo. En los
ejercicios 61 a 64, usar el programa para aproximar la integral
definida y completar la tabla.

n 4 8 12 | 16 | 20
I(n)
M(n)

D(n)

3 3
61. fx\/3—xdx 62. f 25 dx
o o x=+ 1

/2 3
63. J sen? x dx 64. f x sen x dx
0 0

¢(Verdadero o falso? En los ejercicios 65 a 70, determinar si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

65. f [f() + g(x)] dx:j f&) dx+f 8(x) dx

: f " g dv = [ f e a| f " g a]

67. Silanorma de una particion tiende a cero, entonces el nimero
de subintervalos tiende a infinito.

6

=)

68. Si fes creciente en [a, b], entonces el valor minimo de f(x) en

la, b] es f(a).
69. El valor de L b f(x) dx debe ser positivo.

70. El valor de | 22 sen (x2) dx es cero.

71. Encontrar la suma de Riemann para f(x) = x> + 3x en el inter-
valo [0, 8], donde x, = 0,x, = 1,x, =3,x; =7yx, = 8§, ydonde
c=1¢=2,¢c=5yc,=8.

y y
100 + 1.5+
80+ 1.0+
60+ 0.5 /
40+ % % % x
Tttt +
-2 | 2 4 6 810 151
Figura para 71 Figura para 72
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72. Determinar la suma de Riemann para f(x) = sen x sobre el
intervalo [0, 277], donde x, = 0, x; = 7/4,x, = w/3,x;, = 7y
x, = 2, ydonde ¢, = /6, c, = 7/3,c; = 2mw/3y ¢, = 37/2.

B — &2
2
b —a

3

b
73. Demostrar que L xdx =

3

b
74. Demostrar que L x*dx =

75. Para pensar Determinar si la funcién de Dirichlet

) 1, xesracional
x) = L.
0, xesirracional
es integrable en el intervalo [0, 1]. Explicar.

75. Suponer que la funcién f se define en [0, 1], como se muestra
en la figura.

f) =

05 1.0 1.5 2.0

Demostrar que [(f(x) dx no existe. ;Por qué lo anterior no
contradice al teorema 4.47

77. Encontrar las constantes a y b que maximizan el valor de

jb(l — x?) dx.

Explicar el razonamiento.

2
78. Evaluar, si es posible, la integral j [x] dx.
0

79. Determinar

lim %[12+22+32+-~-+n2]

n—»0o0

utilizando una suma de Riemann apropiada.

Preparacion del examen Putnam

80. P'(llra cada funcién continua f: [0, 1] >R, sean I(f) =
Jox*fx)dx y Jx) = fol x(f(x))? dx. Encontrar el valor
maximo de I(f) — J(f) sobre todas las funciones f.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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Integracion

Im El teorema fundamental del calculo

EXPLORACION

Integracion y antiderivacion

A lo largo de este capitulo, se ha
estado utilizando el signo de integral
para denotar una antiderivada o
primitiva (una familia de funciones)
y una integral definida (un nimero).

Antiderivacion: f fx) dx

b
Integracion definida: J f) dx

El uso de este mismo simbolo para
ambas operaciones hace parecer
que estaran relacionadas. En los
primeros trabajos con calculo, sin
embargo, no se sabia que las dos
operaciones estaban relacionadas.
(A qué se aplico primero el simbolo
J: ala antiderivacién o a

la integracién definida? Explicar
el razonamiento. (Sugerencia: El
simbolo fue utilizado primero por
Leibniz y proviene de la letra S.)

Evaluar una integral definida utilizando el teorema fundamental del calculo.
Entender y utilizar el teorema del valor medio para integrales.

Encontrar el valor medio de una funcién sobre un intervalo cerrado.
Entender y utilizar el segundo teorema fundamental del calculo.

Entender y utilizar el teorema del cambio neto.

El teorema fundamental del calculo

Se han visto ya dos de las principales ramas del célculo: el calculo diferencial (presentado
con el problema de la recta tangente) y el cdlculo integral (presentado con el problema
del 4rea). En este punto, podria parecer que estos dos problemas no se relacionan, aunque
tienen una conexién muy estrecha. La conexién fue descubierta independientemente por
Isaac Newton y Gottfried Leibniz y estd enunciada en un teorema que recibe el nombre de
teorema fundamental del cilculo.

De manera informal, el teorema establece que la derivacién y la integracidn (definida)
son operaciones inversas, en el mismo sentido que lo son la divisién y la multiplicacién.
Para saber cémo Newton y Leibniz habrian pronosticado esta relacion, considerar las
aproximaciones que se muestran en la figura 4.26. La pendiente de la recta tangente se
defini6 utilizando el cociente Ay/Ax (la pendiente de la recta secante). De manera similar,
el drea de la region bajo una curva se defini6 utilizando el producto AyAx (el drea de un
rectangulo). De tal modo, al menos en una etapa de aproximacién primitiva, las operaciones
de derivacién y de integracion definida parecen tener una relacién inversa en el mismo
sentido en el que son operaciones inversas la divisién y la multiplicacién. El teorema fun-
damental del célculo establece que los procesos de limite (utilizados para definir la deriva-
da y la integral definida) preservan esta relacién inversa.

R

Ay Recta A ‘
Recta tangente Y Area de
secante La .regllon
ajo la
curva
Ay o A T
Pendiente = Ax Pendiente ~ Ax Area= AyAx Area= AyAx

a) Derivacién b) Integracion definida

La derivacion y la integracion definida tienen una relacion“inversa”
Figura 4.26

TEOREMA 49 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una antiderivada de
f en el intervalo [a, b], entonces

f f(x) dx = F(b) — F(a).
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DEMOSTRACION ) La clave para la demostracién consiste en escribir la diferencia F(b) — F(a)
en una forma conveniente. Sea A la siguiente particion de [a, b].

A=Xg <X <X, <* <X, <x,=b

Mediante la resta y suma de términos analogos, se obtiene

F(b) — Fla) = F(x,) — F(x,_,) + F(x,_,) — - - - — F(x,) + F(x;) — F(x,)

n

E[F(x,‘) — Flx,_ )]

i=1

De acuerdo con el teorema del valor medio, se sabe que existe un nimero c¢; en el i-ésimo
subintervalo tal que

F(x;) — F(x;_,)
X T Xy

F'(c;) =

Como F'(c;) = f(c:), puede dejarse que Ax; = x; — x;—; y obtenerse

n
F(b) — F(a) = Y flc;) Ax;.
=
Esta importante ecuacion dice que al aplicar repetidamente el teorema del valor medio, se
puede siempre encontrar una coleccion de ¢; tal que la constante F(b) — F(a) es una suma
de Riemann de f en [a, b] para cualquier particion. El teorema 4.4 garantiza que el limite de
sumas de Riemann sobre las particiones con ||A|| — 0 existe. Asf, al tomar el limite (cuando
|A]| = 0) produce

F(b) — Fla) = J'bf(x) dx.

La siguiente guia puede ayudar a comprender el uso del teorema fundamental del
célculo.

Estrategia para utilizar el teorema fundamental del calculo

1. Suponiendo que se conozca una antiderivada o primitiva f, se dispone de una forma
de calcular una integral definida sin tener que utilizar el limite de la suma.

2. Cuando se aplica el teorema fundamental del célculo, la siguiente notacion resulta
conveniente.

b

L 1) dx = A |
= F(b) — F(a)

a

Por ejemplo, para calcular [ix3 dx, es posible escribir

3 473 4 4
s X3t 181 1
ﬁx‘lx 4]1 4 4 4 4

3. No es necesario incluir una constante de integracién C en la antiderivada o pri-
mitiva ya que

L ' £ dx = [F(x) + c}

= [F(b) + C] - [F(a) + C]
= F(b) — F(a).

b
a
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y y=[2x-1]

y=-(2x-1)

y=2x-1

La integral definida de y en [0, 2] es3

Figura 4.27
y
y=2x2-3x+2
4 -
3+
2

I I I I
T T T T X

1 2 3 4

El 4rea de la region acotada por la grafica
dey,elejexr,x =0yx=2es?
Figura 4.28

EJEMPLO I Calculo de una integral definida

Evaluar cada integral definida.

/4
sec? x dx

2 4
a) f(x2—3)dx b) J3\/}cdx ) f
1 1

0

Solucion

2 3 2
2 _ _|* (8 _ _l_>:_%
a) fl(x 3) dx [3 341 <3 6) <3 3 3
4 4 X3/2 4
b) j3\/;cdx=3fxl/2dx=3[] = 2(4)¥2 = 2(1)¥* = 14
1 1 3/204
/4

/4
c) f seczxdx=tanx} =1-0=1
0 0

EJEMPLO 2 Integral definida de un valor absoluto

2
Calcularf |2x — 1] dx.
0

Solucion  Utilizando la figura 4.27 y la definicién de valor absoluto, se puede reescribir
el integrando como se indica.

2x — 1] = {—(Zx - D
2x — 1,

X <

LSIE ST

A partir de esto, es posible reescribir la integral en dos partes.
2 1/2 2
f |2x—1|dx=f —(2x—1)dx+f (2x — 1) dx
0 0 1/2

12 2
Z[—x2+x} +[x2—x]
0 12

=(—i+%>—(o+o)+(4—2)—<Z—§>=5

EJEMPLO 3 Empleo del teorema fundamental para encontrar un area

Encontrar el drea de la region delimitada por la grafica de y = 2x?> — 3x + 2, el eje x y las
rectas verticales x = 0 y x = 2, como se muestra en la figura 4.28.

Solucion Notar que y > 0 en el intervalo [0, 2].
Integrar entre x = 0y x = 2.

2
Area = f (2x2 — 3x + 2) dx
0

Encontrar la antiderivada.

3 2 0
16 . .
= ? —6+4)|— (0 -0+ 0) Aplicar el teorema fundamental del célculo.
= & Simplificar.
3
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—
%

f©)

a

Rectangulo de valor medio:

b
fl)b — a) = J f(x) dx

Figura 4.29

1
1
1
1
1

c
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El teorema del valor medio para integrales

En la seccién 4.2, se vio que el drea de una regién bajo una curva es mayor que el drea de
un rectangulo inscrito y menor que el drea de un rectdngulo circunscrito. El teorema del
valor medio para integrales establece que en alguna parte “entre” los rectangulos inscrito y
circunscrito hay un rectdngulo cuya drea es precisamente igual al drea de la region bajo la
curva, como se ilustra en la figura 4.29.

TEOREMA 4.10 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES

Si fes continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe un nimero ¢ en el in-
tervalo cerrado [a, b], tal que

f f&x) dx = f(c)(b — a).

DEMOSTRACION

Caso 1: Si f es constante en el intervalo [a, b], el teorema es claramente valido debido a
que ¢ puede ser cualquier punto en [a, b].

Caso 2: Si f no es constante en [a, b], entonces, por el teorema del valor extremo,
pueden elegirse f(m) y f(M) como valores minimo y médximo de f en [a, b]. Como
f(m) < f(x) £ f(M) para todo x en [a, b], se puede aplicar el teorema 4.8 para escribir

fbf(m) dx < fbf(x) dx < be(M) dx Ver la figura 4.30.
Fm)(b — a) < f fWdr < b - a)
flm) < J F dx < fM)

De acuerdo con la tercera desigualdad, puede aplicarse el teorema del valor medio para
concluir que existe alguna c en [a, b] tal que

=5 [wa o 00 -0 = e

f / f_// f./ )

f(m){

a b a b a b
Rectangulo inscrito (menor Rectangulo del valor Rectangulo circunscrito
que el area real) medio (igual al area real) (mayor que el area real)
b b b
f f(m)dx = f(m)(b — a) f fx) dx j fM)dx = f(M)(b = a)
Figura 4.30
I

W Adviértase que el teorema 4.10 no especifica como determinar c. S6lo garantiza la existencia
de al menos un nimero c en el intervalo. |
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Valor medio

i

N

a

X

b

b
Valor medio = ﬁ L f(x) dx

Figura 4.31

(4, 40)

40-+
30 fx) =3x%2—2x
20+

1,1

Valor
medio = 16

1

Figura 4.32

}
T
3

I
4

Integracién

Valor medio de una funcion

El valor de f(c) dado en el teorema del valor medio para integrales recibe el nombre de valor
medio de f en el intervalo [a, b].

DEFINICION DEL VALOR MEDIO DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO

Si f es integrable en el intervalo cerrado [a, b], entonces el valor medio de f en el
intervalo es

L[
P aL f(x) dx.

Obsérvese en la figura 4.31 que el 4rea de la region bajo la grafica f es igual al drea del rec-
tangulo cuya altura es el valor medio. |

Para saber por qué el promedio de f se define de esta manera, supéngase que se divide
[a, b] en n subintervalos de igual anchura Ax = (b — a)/n. Si ¢; es cualquier punto en el

i-ésimo subintervalo, la media aritmética de los valores de la funcién en los ¢; estd dada
por

1
a, = ;[f(cl) +f(cz) + - +f(cn)]. Porcentaje de f(c,), . . ., f(c,).

Al multiplicar y dividir entre (b — a), puede escribirse la media como

PN ot B W e

! E f(c) Ax.

b—a4

Por dltimo, al tomar el limite cuando n — 0 se obtiene el valor medio de f en el intervalo
[a, b], como se indic6 en la definicidn anterior.

Este desarrollo del valor medio de una funcién en un intervalo es s6lo uno de los muchos
usos practicos de las integrales definidas para representar procesos de suma. En el capitulo
7, se estudiardn otras aplicaciones, tales como volumen, longitud de arco, centros de masa
y trabajo.

EJEMPLO 4 Determinacién del valor medio de una funcién

Determinar el valor medio de f(x) = 3x> — 2x en el intervalo [1, 4].

Solucién  El valor medio estd dado por
1’ [
b—af f(x) dx = 4_1f (3)62 - Zx) dx
a 1

el
=—[x’—x
3 1
48

1
=364 =16 - (1= D] == =16,

(Ver la figura 4.32.) —
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George Hall/Corbis

La primera persona en volar a una velo-
cidad mayor que la del sonido fue Charles
Yeager. El 14 de octubre de 1947, a una
altura de 12.2 kilometros, Yeager alcanzo
295.9 metros por segundo. Si Yeager hubie-
ra volado a una altura menor que 11.275
kilometros, su velocidad de 295.9 metros
por segundo no hubiera“roto la barrera del
sonido”. La foto muestra un Tomcat F-14,
un avion bimotor supersonico. Normal-
mente, el Tomcat puede alcanzar alturas

de 15.24 km y velocidades que superan

en mas del doble la velocidad del sonido
(707.78 m/s).
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EJEMPLO 5 La velocidad del sonido

A diferentes alturas en la atmésfera de la Tierra, el sonido viaja a distintas velocidades. La
velocidad del sonido s(x) (en metros por segundo) puede modelarse mediante

—dx + 341, 0<x<IL5
295, 115 < x <22
s(x) = {3x + 2785, 2 <x<32
2 + 25455, 32 < x <50
—3x + 4045, 50 < x < 80

donde x es la altura en kilémetros (ver la figura 4.33). ; Cudl es la velocidad media del sonido
sobre el intervalo [0, 80]?

Soluciéon Se empieza con la integracion s(x) en el intervalo [0, 80]. Para hacer esto, se
puede dividir la integral en cinco partes.

11.5 11.5 11.5
f s(x) dx = f (—4x + 341) dx = [—2x2 + 341x} = 3657
0 0 0
22 22 22
f s(x) dx = f (295) dx = [2954 =3097.5
11.5 11.5 11.5
32 32 32
f s(x) dx = f (3x + 278.5) dx = [gxz + 278.5x] = 29875
22 22 22
50 50 50
f s(x) dx = f (3x + 254.5) dx = [ﬁxz + 254.5x] = 5688
32 32 32
80 80 80
f s(x) dx = f (=3x + 404.5) dx = [—ixz + 404.5x] = 9210
50 50 50

Al sumar los valores de las cinco integrales, se obtiene
80
f s(x) dx = 24 640.
0

De tal modo, la velocidad media del sonido entre los O y los 80 km de altitud es

: N O 24 640
Velocidad promedio = 80] s(x) dx = 0 - 308 metros por segundo
0
S

350
E 340
5
5 330
=]
E 0 \\ //\\
3 310 \ / \
=
< 300
2 — AN
5 290
> N

280

f Il Il Il Il Il Il Il Il Il X
0 20 30 40 S0 6 70 8 90
Altura (en km)

La velocidad del sonido depende de la altura
Figura 4.33
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EXPLORACION

Emplear una herramienta de grafica-
cién para representar la funcién

F(x) = J cos t dt

0

para 0 < x < 7. ;Reconoce esta
grafica? Explicar.

El segundo teorema fundamental del calculo

Al introducir la integral definida de fen el intervalo [a, b] se ha tomado como fijo el limite
superior de integracién b y x como la variable de integracién. Sin embargo, es posible que
surja una situacién un poco diferente en la que la variable x se use como el limite superior
de integracién. Para evitar la confusion de utilizar x de dos maneras diferentes, se usa tem-
poralmente ¢ como la variable de integracién. (Recordar que la integral definida no es una
funcidén de su variable de integracién.)

La integral definida como un niimero La integral definida como una funcion de x

’ F es una funcién de x

!
| ") d Fo = [ s a

f es una funcién f es una funcién
Constante de x Constante de ¢

EJEMPLO 6 La integral definida como funcién

Calcular la funcién

F(x) =J cos tdt

0
enx =0, 7/6, w/4, w/3y w/2.

Solucién  Se podrian calcular cinco integrales definidas diferentes, una para cada uno de
los limites superiores dados. Sin embargo, es mucho mas simple fijar x (como una constante)
por el momento para obtener

X X
f costdt:sent] =senx — sen 0 = sen x.
0 0

Después de esto, utilizando F(x) = sen x, es posible obtener los resultados que se muestran
en la figura 4.34.

F(x) = f cos ¢ dt es el area bajo la curva f(r) = cos ¢ desde 0 hasta x
0

Figura 4.34

Podria considerarse la funcién F(x) como la acumulacion del drea bajo la curva
f(t) = cos t desde t = O hasta r = x. Parax = 0, el dreaes 0 y F(0) = 0. Para x = /2,
F(m/2) = 1 produce el drea acumulada bajo la curva coseno del intervalo completo [0, 7/2].
Esta interpretacién de una integral como una funcién acumulacién se usa a menudo en
aplicaciones de la integracion.
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En el ejemplo 6, advertir que la derivada de F es el integrando original (s6lo que con
la variable cambiada). Esto es,

X

dii[F(x)] = di)lc[senx] = LZC[J cos tdt} = coS X.

0

Este resultado se generaliza en el siguiente teorema, denominado el segundo teorema
fundamental del calculo.

TEOREMA 4.11 EL SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si f es continua en un intervalo abierto I que contiene a, entonces, para todo x en el
intervalo,

o [ J 0 dr] — 1(0).

DEMOSTRACION ) Empezar definiendo ' como

F(x) = f f() dt.
Luego, de acuerdo con la definicién de la derivada, es posible escribir

F(x + Ax) — F(x)

F) = Ajglo Ax
1 r (x+Ax X
= AliToAx_L f(t) dt — fa f@) dt]
1 r (x+Ax a
= AI)EOML fe) de + fx f@) dt]
1 r (x+Ax
e | ]

Por el teorema del valor medio para integrales (suponiendo que Ax > 0), se sabe que existe
un ndmero c en el intervalo [x, x + Ax] tal que la integral en la expresién anterior es igual a
f(c) Ax. Ademas, como x < ¢ < x + Ax se sigue que ¢ — x cuando Ax — 0. De tal modo,

se obtiene
() = 1em | L
P = Jin |5 508
S0 )
Ax N Aliglof(c)

//\ 1 = f(x)

Es posible plantear un argumento similar para Ax < 0.

S0

[(\1l'W Utilizando el modelo del drea para integrales definidas, considerar la aproximacién

x+ Ax

X xtAr f(x)szJ' f(0) dt

X

x+ Ax
flx) Ax = f f(1) dt se dice que el drea del rectdngulo de altura f(x) y anchura Ax es aproximadamente igual al drea de la
x region que se encuentra entre la gréifica de fy el eje x en el intervalo [x, x + Ax], como se muestra en
Figura 4.35 la figura 4.35. n
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Notese que el segundo teorema del cdlculo indica que toda f continua admite una an-
tiderivada o primitiva. Sin embargo, ésta no necesita ser una funcién elemental. (Recordar
la discusién de las funciones elementales en la seccion P.3.)

EJEMPLO 7 Empleo del segundo teorema fundamental del calculo
d X
Calculara V2 + 1dr).
0

Solucion Advertir que f(1) = /t> + 1 es continua en toda la recta real. De tal modo,
empleando el segundo teorema fundamental del célculo, es posible escribir

ij \/t2+ldt}= Ix2+ 1.
0

La derivacién que se muestra en el ejemplo 7 es una aplicacién directa del segundo
teorema fundamental del cédlculo. El siguiente ejemplo muestra cémo puede combinarse
este teorema con la regla de la cadena para encontrar la derivada de una funcién.

EJEMPLO 8 Empleo del segundo teorema fundamental del calculo

x3
Encontrar la derivada de F(x) = f cos tdt.
/2

Solucién Haciendo u = x3, es factible aplicar el segundo teorema fundamental del cdlculo
junto con la regla de la cadena como se ilustra.

dF du
Fx) = —— Regla de la cadena.
du dx
d du dF
= —|F(x)|— Definicién de ——.
S e 0
x3 3
d du [
= — cos tdt|— Sustituir cos t dt por F(x).
dul )./ dx /2
d " du o
= — cos tdt|— Sustituir u porx>.
dul J, ., dx
= (COS u)(3x2) Aplicar el segundo teorema fundamental del cdlculo.
= (COS x3 )(3x 2) Reescribir como funcién de x.

Debido a que la integral del ejemplo 8 se integra con facilidad, se puede verificar la
derivada del modo siguiente.

3
xl

X
F(x) = j costdt = sen t} = sen x* — sen — = (sen x3) — 1
/2 /2 2

En esta forma, se tiene la posibilidad de aplicar la regla de las potencias para verificar que
la derivada es la misma que la que se obtuvo en el ejemplo 8.

F'(x) = (cos x*)(3x?)
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Teorema del cambio neto

El teorema fundamental del cdlculo (teorema 4.9) establece que sifes continua en el intervalo
cerrado [a, b] y F es una antiderivada de fen [a, b], entonces

b
f f(x) dx = F(b) — F(a).
Pero dado que F'(x) = f(x), este enunciado se puede reescribir como

J F'(x) dx = F(b) — F(a)

donde la cantidad F(b) — F(a) representa el cambio neto de F sobre el intervalo [a, b].

TEOREMA 4.12  EL TEOREMA DEL CAMBIO NETO

La integral definida de la razén de cambio de una cantidad F”’(x) proporciona el cambio
total, o cambio neto, en esa cantidad sobre el intervalo [a, b].

b
f F'(x) dx = F(b) — F(a) Cambio neto de F.

a

EJEMPLO 9 Uso del teorema del cambio neto

Una sustancia quimica fluye en un tanque de almacenamiento a una razén de 180 + 3¢ litros
por minuto, donde 0 < ¢ < 60. Encontrar la cantidad de la sustancia quimica que fluye en
el tanque durante los primeros 20 minutos.

Solucién  Sea c¢(r) la cantidad de la sustancia quimica en el tanque en el tiempo 7. Entonces
¢'(7) representa la razén a la cual la sustancia quimica fluye dentro del tanque en el tiempo
t. Durante los primeros 20 minutos, la cantidad que fluye dentro del tanque es

20 20
f () dt = f (180 + 3¢) dt
0 0

20

3
= + =
[ISOt 2t ]0

= 3600 + 600 = 4 200.

Ast, la cantidad que fluye dentro del tanque durante los primeros 20 minutos es de 4 200
litros.

Otra forma de ilustrar el teorema del cambio neto es examinar la velocidad de una
particula que se mueve a lo largo de una linea recta, donde s (¢) es la posicién en el tiempo z.
Entonces, su velocidad es v(t) = s'(f) y

jh v(t) dt = s(b) — s(a).

Esta integral definida representa el cambio neto en posicion, o desplazamiento, de la
particula.

Cuando se calcula la distancia total recorrida por la particula, se deben considerar los
intervalos donde v(f) < 0 y los intervalos donde v(¢) = 0. Cuando v(¢) < 0, la particula se
mueve a la izquierda, y cuando v(f) = 0, la particula se mueve hacia la derecha. Para calcu-
lar la distancia total recorrida, se integra el valor absoluto de la velocidad |v(r)|. Asi, el
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Ay, A2y Asson las areas de las regiones

sombreadas
Figura 4.36

6 v(®)

-2+

Figura 4.37

0 ——

desplazamiento de una particula y la distancia total recorrida por una particula sobre [a, b],
se puede escribir como

b
Desplazamiento sobre [a, b] = f v()dr = A, — A, + A
b
Distancia total recorrida sobre [a, b] = f (@) dt = A, + A, + A,
(ver la figura 4.36).

EJEMPLO 10 Soluciéon de un problema de movimiento de particula

Una particula estd moviéndose a lo largo de una linea, asf, su velocidad es v(f) = £ — 102
+ 29t — 20 pies por segundo en el tiempo .

a) ;Cudl es el desplazamiento de la particula en el tiempo 1 <¢<5?
b) (Cual es la distancia total recorrida por la particula en el tiempo 1 <7< 57
Solucién

a) Por definicién, se sabe que el desplazamiento es

5 5
f v(t) dt = f (# — 102 + 29 — 20) dt
1

10,29, s
S L I L R
[4 30! ZOt]l

_ 25 ( 103)

12 12
18

12

_32
T

Asi, la particula se mueve ¥ pies hacia la derecha.

b) Para encontrar la distancia total recorrida, calcular f} |v(#)| dr. Usando la figura 4.37 y
el hecho de que v(¢) pueda factorizarse como (t — 1)(t — 4)(t — 5), se puede determinar
que v(r) 20en [1, 4] y v(¢) <0 en [4, 5]. Asi, la distancia total recorrida es

fl(t)ldt fv(t dr — fv(t)dt

=f( — 102 + 29t — 20) dt — f(t3—10t2+29t—20)dt
1

4 4 4
_[L—&w 2p —20:}—[5—&% 2p —ZOt]
4 1 4

3 2 4 3 2
_45 (_l>
4 12
= 7 ies
6 p



Iml Ejercicios

F\L—- Razonamiento grdfico En los ejercicios 1 a 4, utilizar una herra-
mienta de graficacion para representar el integrando. Emplear la
grafica para determinar si la integral definida es positiva, negativa

0 cero.
w 4 T
—_ 2. s
fo x2+1a’x fo cos x dx
2 2
3. f xVx2 + 1ldx 4. X2 — xdx
-2 -2

En los ejercicios 5 a 26, hallar la integral definida de la funcion
algebraica. Utilizar una herramienta de graficacion para verificar
el resultado.

2 9
S. j 6x dx 6. J' 5dv
0 4

0 5
7. f (2x — 1) dx 8. f (=3v+4)dv
o -
9. (> = 2)dt 10. j (6x2 + 2x — 3) dx

o g

11. j (2t — 1)2dt 12. (B =90 dt
0 —1
2 —1

13. f (% - 1) dx 14. f <u - %) du
L\ _, u
4 u—2 3

15. d 16. f vi3dy

ﬁ Ju ™ .

1 8 2

17. f (1 -2)ar 18. f dx
—1 1
1 2

19. j X Vx 20. f Q- )Jide
0 3 0

a [ (13 — ) n [xo2

. V3 — 123) dt . d
L L 2%

5 4

23. |2x — 5| dx 24. f (3—|x—3])dx
03 14

25. j [x2 — 9| dx 26. f |x? — 4x + 3| dx
0 0

En los ejercicios 27 a 34, hallar la integral definida de la funcion
trigonométrica. Emplear una herramienta de graficacion para
verificar el resultado.

217. f (1 + senx) dx 28. j (2 + cos x) dx
0 0
/4 2 /4 2
1 — sen?6 sec” 6
29. 1 sen’f 30. ey
L cos26 a0 JO tan? 6 + 1 a6
/6
31. f sec?x dx
—7/6

/2

32. f (2 — csc?x) dx
/3

33. f 4 sec ftan 6dO
—x/3

/2
34. f (2t + cost) dt

—a/2

SECCION 4.4 El teorema fundamental del célculo 293

En los ejercicios 35 a 38, determinar el area de la regién indicada.

3B y=x—x? 36. y=—

y y

N
}
-
1
T

37. y=cosx 38. y=x+senx

y y

P e
SIEES
NI

En los ejercicios 39 a 44, encontrar el area de la region delimitada
por las graficas de las ecuaciones.

39. y=52+2, x=0, x=2, y=0

4. y=x>4+x, x=2, y=0

41. y=1+ ¥x, x=0, x=8, y=0

2. y=B-x)Jx, y=0

43. y=—x>+4x, y=0 4. y=1—-x* y=0

En los ejercicios 45 a 50, determinar el (los) valor(es) de ¢ cuya
existencia es garantizada por el teorema del valor medio para
integrales de la funcion en el intervalo indicado.

45, f =, [0.3] 46. f0) =2 [13]

47. f(x) = Vx, [4,9] 48. f(x) =x—2Vx [0,2]
49. f(x) = 2sec?x, [—m/4, w/4]
50. f(x) =cosx, [—m/3, /3]

En los ejercicios 51 a 56, encontrar el valor medio de la funcién
sobre el intervalo dado y todos los valores de x en el intervalo para
los cuales la funcién sea igual a su valor promedio.

51 f(x) =9 —x2 [-3,3]
52, fx) = 74("2; D113
53. f(x) =x% [0,1]

54, f(x) =4x3 —3x%, [—1,2]
55. f(x) =senx, [0, ]

56. f(x) =cosx, [0, /2]
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CAPITULO 4  Integracién

Velocidad La grifica muestra la velocidad, en pies por se-
gundo, de un automdévil que acelera desde el reposo. Emplear
la grafica para estimar la distancia que el automdvil recorre en
8 segundos.

4 v

< 150 < 100

El - E

g 120 =z 2 50

= /. :

2 90 / & 60+-\

@ » \

9 R \

& 60 o 40

= = N\

< ) N

g 30 9 20 &

= =

8 t 8 t
E 4 8 12 16 20 § 1 2 3 4 5

Tiempo (en segundos) Tiempo (en segundos)

Figura para 57 Figura para 58

58. Velocidad La graficamuestrala velocidad de un automdvil tan

pronto como el conductor aplica los frenos. Emplear la grafica
para estimar qué distancia recorre el auto antes de detenerse.

Desarrollo de conceptos

59. La grifica de f se muestra en la figura.
y
4 -+
3 -+
2T f
1 -+
11> x
1 2 3 4 5 6 7
a) Calcular | 17 f(x) dx.
b) Determinar el valor medio de fen el intervalo [1, 7].
¢) Determinar las respuestas a los apartados a) y b) si la
grafica se desplaza dos unidades hacia arriba.
60. Si r'(7) representa la razén de crecimiento de un perro en li-
~ < £ 6
bras por afio, ;qué representa r(£)? ;Qué representa [ r'(t) dt
en el perro?
61. Fuerza Lafuerza F (en newtons) de un cilindro hidraulico en

62.

una prensa es proporcional al cuadrado de sec x, donde x es la
distancia (en metros) que el cilindro se desplaza en su ciclo. El
dominio de F es [0, /3] y F(0) = 500.

a) Encontrar F' como una funcién de x.
b) Determinar la fuerza media ejercida por la prensa sobre el
intervalo [0, 7/3].

Flujo sanguineo La velocidad v del flujo de sangre a una
distancia r del eje central de cualquier arteria de radio R es

v =k(R?>—r?

donde £ es la constante de proporcionalidad. Determinar el flujo
medio de sangre a lo largo de un radio de la arteria. (Usar Oy R
como los limites de integracion.)

63.

BE 64

EE 5.

Ciclo respiratorio  El volumen V en litros de aire en los pulmo-
nes durante un ciclo respiratorio de cinco segundos se aproxima
medianteelmodelo V = 0.17297 + 0.1522¢> — 0.037413 donde
tes el tiempo en segundos. Aproximar el volumen medio de aire
en los pulmones durante un ciclo.

Promedio de ventas Una compaiiia ajusta un modelo a los datos
de ventas mensuales de un producto de temporada. El modelo es

() = ﬁ +18+05 sen(%t), 0<r<24

donde S son las ventas (en miles) y ¢ es el tiempo en meses.

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
f(©) = 0.5 sen(wz/6) para 0 < t < 24. Emplear la grafica
para explicar por qué el valor medio de f(#) es cero sobre
el intervalo.

Recurrir a una herramienta de graficacion para representar
S(r) y la recta g(f) = t/4 + 1.8 en la misma ventana de
observacion. Utilizar la gréfica y el resultado del apartado
a) para explicar por qué g recibe el nombre recta de ten-
dencia.

b)

Modelado matemdtico Se prueba un vehiculo experimental en
una pista recta. Parte del reposo y su velocidad v (metros por segun-
do) se registra en la tabla cada 10 segundos durante un minuto.

t 0 | 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60
v 0 5 | 21|40 | 62| 78 | 83
a) Emplear una herramienta de graficacion para determinar un

modelo de la forma v = ar® + b> + ct + d para los datos.

Utilizar una herramienta de graficacién para dibujar los

datos y hacer la grifica del modelo.

¢) Emplear el teorema fundamental del calculo para aproximar
la distancia recorrida por el vehiculo durante la prueba.

b)

Para discusion

66. Lagréficadefse muestraen la figura. Laregion sombreada

Atiene un dreade 1.5,y [§ f(x) dx = 3.5. Usar esta infor-
macién para completar los espacios en blanco.

a) Jf(x)dx= y
b) ff(x) dx =

6
c) f [f)| dx =

4 f‘ﬂ
723456x

d) f2—2f(x)dx=
e) J; [2 + flx)]dx =

5 El valor promedio de f sobre el intervalo [0, 6] es

En los ejercicios 67 a 72, encontrar F como una funcion de x y
evaluarenx = 2,x =5yx =8.

67.

X

F(x) = fx (4t — 7) dt B +2t—2)dr

0

68. F(x) :f

2



70, Flx) = f —%dt

2

69. Flx) = f %dv
1

72. F(x) = f sen 6 d6
C

)

71. F(x):J' cos 0.do
1

73. Seag(x) = [yf(t)dt,donde fes la funcién cuya grafica se muestra
en la figura.

a) Estimar g(0), g(2), g(4), g(6) y (8).

b) Determinar el intervalo abierto mds grande en el cual g estd
creciendo. Encontrar el intervalo abierto mds grande en el
que g decrezca.

¢) Identificar cualesquiera extremos de g.

d) Dibujar una gréfica sencilla de g.

y y
6 4
3
; g\
4 2 / \
3 1
2 f !
| f 1-A\1-2-3/4..5..6.7-8
! r =2
141234 7.8 -3
-2 -4
Figura para 73 Figura para 74

74. Sea g(x) = [,f(H)dt, donde f es una funcion cuya gréfica se
muestra en la figura.

a) Estimar g(0), g(2), g(4). 2(6) y g(8).

b) Encontrar el intervalo abierto mds grande en el cual g esté
creciendo. Determinar el intervalo abierto mds grande en
el que g decrezca.

¢) Identificar cualesquiera extremos de g.

d) Dibujar una gréfica sencilla de g.

En los ejercicios 75 a 80, a) integrar para determinar F como una
funcion de x y b) demostrar el segundo teorema fundamental del
calculo derivando el resultado del apartado a).

X

76.  F(x) =f (> + 1) dt

0

75. F(x) =fx(t+2)dt
77. F(x) = f ) Ytdr 78. F(x) = f ) Jidt

80. F(x) = f

/3

X

79. F(x) =f sec2 1 dt sec f tan  dt

/4

En los ejercicios 81 a 86, utilizar el segundo teorema fundamental
del calculo para encontrar F'(x).

— * 2 _ L
81. F(x) ﬁz (2 = 21) dt o

X l’2
82. Flx) = f dt
1

s o= [ T s o= [ via

X

85. F(x)=f tcostdt
0

X

86. F(x) = J sec 1 dt

0

En los ejercicios 87 a 92, encontrar F'(x).

87. F(x) = f+2(4t+ 1)dt 88. F(x) = fx Bdt

x —Xx

SECCION 4.4

89.
91.

93.

94.

95.

96.

El teorema fundamental del célculo 295

2

1
t?dt

senx

Jidt

F(x) = )
0

90. F(x) = L

x2

92. F(x) = j sen 62 d6
0

F(x) = J sent?dt

0

Andlisis grdfico Aproximar la grafica de g en el intervalo
0 <x<4, donde g(x) = [;f(r)dt. Identificar la coordenada x de
un extremo de g.

y

2Ak
RN

1 1 t
N+
1k

-2+

Utilizar la gréfica de la funcién f que se muestra en la figu-
ra y la funcién g definida por g(x) = [of(fdt.

4+ s
- O—eee@
2,,
-——

—
-+ 2 4 6 8 10
2+ O——————————
—4

a) Completar la tabla.

x 1 2 3 | 4 5 6 7 8 9 | 10

g(x)

b) Dibujar los puntos de la tabla en el apartado a) y graficar g.
¢) (Dodnde tiene g un minimo? Explicar.
d) (Dénde tiene g un mdximo? Explicar.
e) (En qué intervalo g crece a la mayor velocidad? Explicar.

) Identificar los ceros de g.

Costo El costo total C (en ddlares) de compra y mantenimien-
to de una pieza de equipo durante x afios es

X

Clx)=5 000(25 + 3f /4 dt).
0
a) Efectuar la integracién para escribir C como una funcién
de x.

b) Encontrar C(1), C(5) y C(10).

Area Elérea A entre la gréfica de la funcion g(r) = 4 — 4/
y el eje ¢ sobre el intervalo [1, x] es

Ax) = ﬁ (4 - ;iz) .

a) Determinar la asintota horizontal de la grafica de g.
b) Integrar para encontrar A como una funcién de x.
(La grafica de A tiene una asintota horizontal? Explicar.
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En los ejercicios 97 a 102, la funcién velocidad, en pies por segundo,
esta dada para una particula que se mueve a lo largo de una linea
recta. Encontrar a) el desplazamiento y b) la distancia total que
la particula recorre en el intervalo dado.

97. v(it)=5t—7, 0<tr=<3
98. v()=r—t—12, 1 <t<5
9. vit)=£ —102+27t— 18, 1 <t<7

100. v() = —82+ 15t 0<t<5

101 () =

Jr

103. Una particula se mueve a lo largo del eje x. La posicion de la
particula en el tiempo ¢ estd dada por x(¢) = £* — 61> + 91 - 2,
0 <t <5. Encontrar el desplazamiento total que la particula
recorre en 5 unidades de tiempo.

1<t<4 102. v(r) = cost, 0 <t <3m

104. Repetir el ejercicio 103 para la funcién posiciéon dada por
x()=@¢—-1F—-3)4,0=<t<5.

105. Flujo de agua Fluye agua a través de un tanque de almace-
namiento a una razén de 500 — 5¢ litros por minuto. Encontrar
la cantidad de agua que fluye hacia afuera del tanque durante
los primeros 18 minutos.

106. Filtracion de aceite  Ala 1:00 p.m., empieza a filtrarse aceite
desde un tanque a razén de 4 + 0.75¢ galones por hora.

a) (Cudnto aceite se pierde desde la 1:00 p.m. hasta las

4:00 p.m.?

b) (Cudnto aceite se pierde desde las 4:00 p.m. hasta las
7:00 p.m.?

¢) Comparar los resultados de los apartados a) y b). {Qué se
observa?

En los ejercicios 107 a 110, describir por qué el enunciado es incorrecto.

110. CSC X €O =
/2

111. Experimento de la aguja de Buffon Sobre un plano horizontal
se trazan rectas paralelas separadas por una distancia de 2 pul-
gadas. Una aguja de 2 pulgadas se lanza aleatoriamente sobre
el plano. La probabilidad de que la aguja toque una recta es

2 /2
P:ff sen 0 d6O
T Jo

donde 0 es el dngulo agudo entre la aguja y cualquiera de las
rectas paralelas. Determinar esta probabilidad.

v(x)

112. Demostrarquea[ f@) dt] = fv(x)v(x) = flulx)u'(x).

u(x)

¢(Verdadero o falso? En los ejercicios 113 y 114, determinar si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

113. Si F’(x) = G’(x) en el intervalo [a, b], entonces F(b) — F(a) =
G(b) — G(a).

114. Sifes continua en [a, b], entonces f es integrable en [a, b].

115. Demostrar que la funcién

1/x 1 X 1
=| Sg—d+ | 55—
f(x) fo t2+ldt J(;tz_,_ld’

es constante para x > 0.

116. Encontrar la funcién f (x) y todos los valores de c, tal que

jxf(t)dt=x2+x—2.

117. Sea G(x) = f [s j f (t)dt] ds, donde f es continua para todo
0 o

t real. Determinar a) G(0), b) G’(0), ¢) G”(x) y d) G”(0).

[Frovecro oe rmaswo)

Demostracion del teorema fundamental

Utilizar una herramienta de graficacién para representar la funcién
y1 = sen’f en el intervalo 0 < ¢ < 7. Sea F(x) la siguiente funcién
de x.

F(x) =jsen2tdt

0
a) Completar la tabla. Explicar por qué los valores de f estan cre-
ciendo.

x 0| w6 | w/3 | w2 |2%w/3|57/6| &
F(x)

b) Utilizar las funciones de integracién de una herramienta de gra-
ficacién para representar F.

c¢) Emplear las funciones de derivacion de una herramienta de gra-
ficacion para hacer la gréfica de F'(x). ;Como se relaciona esta
grafica con la grafica de la parte b)?

d) Verificar que la derivada de y = (1/2)t — (sen 2£)/4 es sen’t.
Graficar y y escribir un pequeio parrafo acerca de cémo esta
grafica se relaciona con las de los apartados b) y ¢).
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Iml Integracion por sustitucion

El enunciado del teorema

4.13 no dice cémo distinguir entre

f(g x)) y g'(x) en el integrando. A me-
dida que se tenga mds experiencia en la
integracidn, la habilidad para efectuar
esta operacién aumentard. Desde luego,
parte de la clave es la familiaridad con
las derivadas. |

m Utilizar el reconocimiento de patrones para encontrar una integral indefinida.

® Emplear un cambio de variable para determinar una integral indefinida.

m Utilizar la regla general de las potencias para la integracion con el fin de determinar una
integral indefinida.

m Utilizar un cambio de variable para calcular una integral definida.

® Calcular una integral definida que incluya una funcién par o impar.

Reconocimiento de patrones

En esta seccidn se estudiaran técnicas para integrar funciones compuestas. La discusion se
divide en dos partes: reconocimiento de patrones 'y cambio de variables. Ambas técnicas
implican una u-sustituciéon. Con el reconocimiento de patrones se efectia la sustitucion
mentalmente, y con el cambio de variable se escriben los pasos de la sustitucion.

El papel de la sustitucion en la integracion es comparable al de la regla de la cadena
en la derivacion. Recordar que para funciones derivables dadas pory = F(u) y u = g(x), la
regla de la cadena establece que

d

7 [FeG)] = F(g()g ).

De acuerdo con la definicion de una antiderivada o primitiva, se sigue
[Fang o ax = sty + ¢

Estos resultados se resumen en el siguiente teorema.

TEOREMA 4.13  ANTIDERIVACION DE UNA FUNCION COMPUESTA

Sea g una funcién cuyo recorrido o rango es un intervalo /, y sea f una funcién con-
tinua en /. Si g es derivable en su dominio y F es una antiderivada o primitiva de f
en I, entonces

st as = et +
Siu = g(x), entonces du = g'(x) dx y

ff(u) du = Fu) + C.

Los ejemplos 1 y 2 muestran cémo aplicar directamente el teorema 4.13, reconociendo
la presencia de f(g(x)) y g'(x). Notar que la funcién compuesta en el integrando tiene una
funcion exterior f y una funcion interior g. Ademads, la derivada g’'(x) estd presente como
un factor del integrando.

Funcion exterior

!
fﬂg(x))@ dx = Flglx)) + €

Funcion interior Derivada de la

funcién interior




298 CAPITULO 4  Integracién

TECNOLOGIA Usar un
sistema algebraico computarizado,
tal como Maple, Mathematica o
TI-89, para resolver las integrales
dadas en los ejemplos 1y 2. ;Se
obtienen las mismas antiderivadas
o primitivas que las que se citan en
los ejemplos?

EJEMPLO I Reconocimiento del patron de f(g(x))g’'(x)

Determinar f (x2 + 1)2(2x) dx.

Solucién Tomando g(x) = x> + 1, se obtiene

g'lx) = 2x

flg)) = > + 1) = (> + 1)%

A partir de esto, se puede reconocer que el integrando sigue el patron f(g(x))g’ (x). Utilizando
la regla de la potencia para la integracion y el teorema 4.13, es posible escribir

[(g) g’
— " 1
f(x2 + 1)2(2x) dx = g(x2 + 1) + C.

Es facil comprobar, mediante la regla de la cadena, que la derivada de 1+ 1)° + Ces,
en efecto, el integrando de la integral original.

EJEMPLO 2 Reconocimiento del patron f(g(x))g’'(x)

Determinar f 5 cos 5x dx.

Solucion Tomando g(x) = 5x, se obtiene
gx) =5

f(g(x)) = f(5x) = cos 5x.

A partir de esto, se puede reconocer que el integrando sigue el patron f(g(x))g’(x). Utilizando
la regla del coseno para la integracién y el teorema 4.13, puede escribirse

fglx) g'(x)
A /\

(cos (5x))(5) dx = sen 5x + C.

Lo anterior se verifica derivando sen 5x + C para obtener el integrando original.

EXPLORACION

Reconocimiento de patrones El integrando en cada una de las siguientes integrales
corresponde al patrén f(g(x))g’(x). Identificar el patrén y utilizar el resultado para
calcular la integral.

a) J’Zx(x2 + 1)*dx b) f3x2\/x3 + 1dx c) fseczx(tanx + 3) dx

Las siguientes tres integrales son similares a las primeras tres. Mostrar como se puede
multiplicar y dividir por una constante para calcular estas integrales.

d) Jx(x2 + 1)* dx e) fxzx/x3 + 1dx i) JZ sec? x(tan x + 3) dx
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Los integrandos en los ejemplos 1 y 2 corresponden exactamente al patrén f(g(x))
g'(x) (s6lo se tiene que reconocer el patrén). Es posible extender esta técnica de manera
considerable utilizando la regla del multiplo constante.

fkf(x) dx = kff(x) dx.

Muchos integrandos contienen la parte esencial (la parte variable) de g’(x), aunque esta fal-
tando un miiltiplo constante. En tales casos, es posible multiplicar y dividir por el multiplo
constante necesario, como se muestra en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Multiplicar y dividir por una constante

Determinar f x(x2 + 1)% dx.

Solucién  Esto es similar a la integral dada en el ejemplo 1, salvo porque al integrando le
falta un factor 2. Al reconocer que 2x es la derivada de x* + 1, se toma g(x) = x* + 1 y se
incluye el término 2x de la manera siguiente.

fx(xz + 1)2 dx = f(xz + 1)2 (l)(zx) dx Multiplicar y dividir entre 2.
2
flek) &)
1 —
- f(xz 4 1)2 (zx) dx Regla del miiltiplo constante.
2
I (x% + 1)3}
- — + Integrar.
2 [ 3 ¢
— %(xz + 1)3 +C Simplificar.

Enla prictica, la mayoria de la gente no escribiria tantos pasos como los que se muestran
en el ejemplo 3. Por ejemplo, podria calcularse la integral escribiendo simplemente

fx(x2 + 1)2dx = ;f(xz + 1)22x dx

e

=é(x2+ 13+ C.

Asegurarse de ver que la regla del miltiplo constante se aplica solo a constantes. No se
puede multiplicar y dividir por una variable y después mover la variable fuera del signo integral. Por
ejemplo,

f(x2 + 1)2dx # ?Zf(xz + 1)2(2x) dx.

Después de todo, si fuera legitimo mover cantidades variables fuera del signo de la integral, se
podria sacar el integrando completo y simplificar el proceso completo. Sin embargo, el resultado
serfa incorrecto. |
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Como la inte-
gracion suele ser mds dificil que la
derivacion, verificar la respuesta en
un problema de integracién mediante
la derivacion. Asi, en el ejemplo 4
debe derivarse £(2x — 1)¥? + C para
verificar que se obtiene el integrando
original.

Cambio de variables

Con un cambio de variables formal se puede reescribir por completo la integral en términos
de u 'y du (o cualquier otra variable conveniente). Aunque este procedimiento puede implicar
mads pasos escritos que el reconocimiento de patrones ilustrado en los ejemplos 1 a 3, resulta
util para integrandos complicados. La técnica del cambio de variable utiliza la notacién de
Leibniz para la diferencial. Esto es, si u = g(x), entonces du = g'(x) dx, y la integral en el
teorema 4.13 toma la forma

ff (g(x))g'(x) dx = ff(u) du = F(u) + C.

EJEMPLO 4 Cambio de variable

Encontrar f V2x — 1dx.

Solucién Primero, sea u la funcién interior, u = 2x — 1. Calcular después la diferencial
du de manera que du = 2 dx. Ahora, utilizando +/2x — 1 = Ju y dx = du/2, sustituir
para obtener

d
f\/ 2x — ldx = f\/ﬁ (714) Integrar en términos de u.

1

= E ful/z du Regla del multiplo constante.
1 u3/2

= E m + C Antiderivada en términos de u.
1

=3 w2+ C Simplificar.

1
= 3 (2x — 1)32 + C.  Antiderivada en términos de x.

EJEMPLO 5 Cambio de variables

Encontrar f x~/2x — 1dx.

Soluciéon Como en el ejemplo previo, considerar que u = 2x — 1 para obtener dx =
du/2. Como el integrando contiene un factor de x, se tiene que despejar x en términos de
u, cComo se muestra.

u=2x-1 > x= (u + l)/2 Resolver para x en términos de u.
Después de esto, utilizando la sustitucién, se obtiene

e fles (8

= AILJ(MS/Z + u'/2) du

1/ w2 u3/2>

===+ =] +
4(5/2 32) €

SQr- L R C

:TO —



Cuando se realiza
un cambio de variable, cerciorarse de
que la respuesta se escriba utilizando
las mismas variables que en el integran-
do original. Asi, en el ejemplo 6, no
debe dejarse la respuesta como

$u3+C

sino mds bien, reemplazar u por sen 3x.
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Para completar el cambio de variable en el ejemplo 5, debe resolverse para x en térmi-
nos de u. Algunas veces esto es muy dificil. Por fortuna no siempre es necesario, como se
ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6 Cambio de variables

Determinar f sen? 3x cos 3x dx.

Solucién Debido a que sen” 3x = (sen 3x)?, podemos tomar u = sen 3x. Entonces

du = (cos 3x)(3) dx.
Luego, debido a que cos 3x dx es parte de la integral original, puede escribirse

% = cos 3x dx.

Sustituyendo u y du/3 en la integral original, se obtiene

fsen2 3x cos 3x dx = Ju2d3”
=§fu2du
3
e
1
=§sen3 3x + C.

Es posible verificar lo anterior derivando.

(5@ sen 30%(c0s 33)

sen? 3x cos 3x

ajl
dx[9sen 3x}

Como la derivacién produce el integrando original, se ha obtenido la antiderivada o primitiva

correcta.

Los pasos que se utilizan para la integracion por sustitucion se resumen en la siguiente
guia.

Estrategia para realizar un cambio de variable

1. Elegir una sustituciéon u = g(x). Usualmente, es mejor elegir la parte interna de
una funcién compuesta, tal como una cantidad elevada a una potencia.

Calcular du = g'(x)dx.
Reescribir la integral en términos de la variable u.

Encontrar la integral resultante en términos de u.

Al E e )

Reemplazar u por g(x) para obtener una antiderivada o primitiva en términos
de x.

6. Verificar la respuesta por derivacion.
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EXPLORACION

Suponer que se pide encontrar una
de las siguientes integrales. ;Cudl
elegiria? Explicar la respuesta.

a) f\/x3 +1dx o
f}cz\/x3 + 1dx

b) ftan(?ax) sec2(3x) dx o

J tan(3x) dx

La regla general de la potencia para integrales

Una de las sustituciones de # mas comunes incluye cantidades en el integrando que se
elevan a una potencia. Debido a la importancia de este tipo de sustitucidn, se le da un
nombre especial: la regla general de la potencia para integrales. Una prueba de esta
regla sigue directamente de la regla (simple) de la potencia para la integracién, junto
con el teorema 4.13.

TEOREMA 4.14 LA REGLA GENERAL DE LA POTENCIA PARA INTEGRALES

Si g es una funcién derivable de x, entonces

n+1

f[g(x)]”g/(x) dx = Lt + C, n# —1.

De manera equivalente, si u = g(x), entonces

n+1

fu”duZ + C, n+ —1.

EJEMPLO 7 Sustitucion y regla general de la potencia
u* du uw/5
— —
(Bx —1)°

a) f3(3x — 1)*dx = f(?»x — 1)*Q3) dx = s +C

u' du u?/2
f—%

%) f(2x+ D2 + x) dx = f(xz +x)' (2x + l)dxzw

+
) C

u'/? du u32/(3/2)

— r3—’7
¢) fﬁ&/ﬁ dx = f(x3 —2)12(3x?) dx = % +C= %(x3 -22+ C

u? du u'/(—1)

1 1 —2x2
u? du /3

d) fu dx—f(l—sz) 2(—4x) dx _“‘_i)%c:_ L _L¢

—
3
~ (cos x) +c

e) fcoszx senx dx = —f(cos x)?(—sen x) dx =

3 I

Algunas integrales cuyos integrandos incluyen cantidades elevadas a potencias no pueden
determinarse mediante la regla general de la potencia. Considerar las dos integrales

fx(xz +12dx y f(xu 1)2dx.

La sustitucién u = x* + 1 funciona en la primera integral pero no en la segunda. En la
segunda, la sustitucion falla porque al integrando le falta el factor x necesario para formar
du. Por fortuna, esta integral particular puede hacerse desarrollando el integrando como
(* + 1)> = x* + 2x* + 1 y utilizando la regla (simple) de la potencia para integrar cada
término.
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Cambio de variable para integrales definidas

Cuando se usa la sustitucion de u en una integral definida, muchas veces es conveniente
determinar los limites de integracion para la variable u en vez de convertir la antiderivada
o primitiva de nuevo a la variable x y calcularla en los limites originales. Este cambio de
variable se establece explicitamente en el siguiente teorema. La demostracion sigue del
teorema 4.13 en combinacién con el teorema fundamental del calculo.

TEOREMA 4.15 CAMBIO DE VARIABLE PARA INTEGRALES DEFINIDAS

Si la funcién u = g(x) tiene una derivada continua en el intervalo cerrado [a, b] y f
es continua en el recorrido o rango de g, entonces

2(b)

J fgx))g (x) dx = ’ flu) du.

EJEMPLO 8 Cambio de variables

1

Calcularf x(x2 4+ 1)3 dx.
0

Soluciéon Para calcular esta integral, sea u = X+ 1. Después,
u=x>+1 = du=2xdx
Antes de sustituir, determinar los nuevos limites superior e inferior de integracion.

Limite inferior Limite superior

Cuandox =0, u =02+ 1= 1. Cuandox =1, u=12+1=2.

Abhora, es posible sustituir para obtener

1 lm
fx(x2+ 1)3dx=1j

(x2 + 1)3 (Zx) dx Limites de integracion para x.

v

3du Limites de integracion para u.

-4e-

-
8

Intentar reescribir la antiderivada o primitiva 3(u*/4) en términos de la variable x y calcular
la integral definida en los limites originales de integracién, como se muestra.

{202

1 1 15
7(4‘1)—?

Notar que se obtiene el mismo resultado. —
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y
5 -+
4+
3 __ X
J 2x—1
2T 5
a, 12/‘ (5’ 3)
1 -+
% >
-1 1 2 3 4 5

La region antes de la sustitucion tiene
un rea de %

Figura 4.38
2
flu) fuy=1 2+ 1
ST (3.5
4 -+
3 -+
2 -+
1,1
1+
} } } } } } u
-1 1 2 3 4 5
-1+

La region después de la sustitucion tiene
un area de %
Figura 4.39

EJEMPLO 9 Cambio de variables
> X
Calcular A = | ——dx.
e fl V-1

Soluciéon Para calcular esta integral, considerar que u = </2x — 1. Después, obtener

w> =2x—1

w+ 1 =2
w+1
) =X
udu = dx. Diferenciar cada lado.

Antes de sustituir, determinar los nuevos limites superior e inferior de integracion.

Limite inferior Limite superior

Cuandox =1, u = /2 —1=1. Cuandox =5, u = V10— 1= 3.
Ahora, sustituir para obtener
fxdx:fl(mﬂ o
1 \/2x—1 o u 2
3
=;f w? + 1) du
1
l[u3 ]3
=—|=+
203 Y,
1 1
=—194+3—-—=-—-1
lo+3-5-1)
_ 16
3

Geométricamente, es posible interpretar la ecuacion

2+ 1
u2 du

J‘S X d_J"%
1\/2)C_lx 1

en el sentido de que las dos regiones diferentes que se ilustran en las figuras 4.38 y 4.39
tienen la misma area.

Al calcular integrales definidas por cambio de variable (sustitucion), es posible que el
limite superior de integracion correspondiente a la nueva variable u sea mas pequefio que
el limite inferior. Si esto ocurre, no hay que reordenar los limites. Simplemente se calcula la
integral de la manera usual. Por ejemplo, después de sustituir u = /1 — x en la integral

1
f x2(1 — x)'2dx
0

se obtiene u = V1 — 1 =0cuandox = 1,y u = /1 — 0 =1 cuando x = 0. De tal
modo, la forma correcta de esta integral en la variable u es

0
—2[ (1 — u?)?u?du.
1



Funcion par

Funcion impar
Figura 4.40

fx) = sen> X COS X + Sen x cos x

y

SRR

Como fes una funcion impar,
/2

f(x)dx =0

—7/2

Figura 4.41

SIEE
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Integracion de funciones pares e impares

Incluso con un cambio de variable, la integracién puede ser dificil. En ocasiones se puede
simplificar el cdlculo de una integral definida (en un intervalo que es simétrico respecto al
eje y o respecto al origen) reconociendo que el integrando es una funcién par o impar (ver
la figura 4.40).

TEOREMA 4.16 INTEGRACION DE FUNCIONES PARES E IMPARES

Sea f'integrable en el intervalo cerrado [—a, a].

1. Sifes una funcién par, entonces f flx) dx =2 f f(x) dx.
—a 0

2. Sifes una funcién impar, entonces J f(x) dx = 0.
—a

Como fes par, se sabe que f(x) = f(—x). Utilizando el teorema 4.13 con

la sustitucién u = —x, se obtiene
0 0 0 a a
f fx) dx = f f=u)(—du) = —f fu) du = J fu) du = J f(x) dx.
—a a a 0 0
Por ultimo, utilizando el teorema 4.6, se llega a
a 0 a
j f(x) dx = f f(x) dx + f f(x) dx
—a —a 0
= faf(x) dx + faf(x) dx =2 faf(x) dx.
0 0 0

Esto demuestra la primera propiedad. La demostracién de la segunda propiedad se deja al
lector (ver el ejercicio 137). ——

EJEMPLO 10 Integracién de una funcién impar

/2
Calcular f (sen® x cos x + senx cos x) dx
—a/2

Solucién Haciendo f(x) = sen’x cos x + sen x cos x se obtiene

sen3(—x) cos(—x) + sen(—x) cos(—x)

f(=x)

= —sen’xcosx — sen x cos x = —f(x).

De tal modo, f es una funcién impar, y debido a que f es simétrica respecto al origen en
[—m/2, 7/2], es posible aplicar el teorema 4.16 para concluir que

/2
f (sen? x cos x + sen x cos x) dx = 0.
—a/2
I
De acuerdo con la figura 4.41 puede verse que las dos regiones a cualquier lado del eje tienen
la misma drea. Sin embargo, como una se encuentra por debajo del eje x y otra estd por encima del
mismo, la integracién produce un efecto de cancelacion. (Se verd mds al respecto en la seccién 7.1.)
|
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, completar la tabla identificando u y du
para la integral.

J f(g(x))g (x) dx u = glx) du = g'(x) dx
1. f(sz + 1)%(16x) dx
2. f}cz\/x3 + 1dx
> f NoEat

4. f sec 2x tan 2x dx
5. ftanz xsec®x dx
f cos2 X dx

sen? x

En los ejercicios 7 a 10, determinar qué se necesita para usar
sustitucion para calcular la integral. (No calcular la integral.)

a

7. f\/;c(6fx)dx 8. fx\/x+4dx
9. fx?/l + x2dx 10. fxcos x2 dx

Enlos ejercicios 11 a 38, encontrar la integral indefinida y verificar
el resultado por derivacion.

11. f(l + 6x)*(6) dx 12. f(x2 — 9)3(2x) dx
13. f\/ 25 — x2(—2x) dx 14. f?/ 3 — 4x%(—8x) dx
15. jx3(x4 + 3)2dx 16. fxz(x3 + 5)*dx
17. sz(x3 — 1)*dx 18. jx(sz + 4)3 dx
19. J’t\/tz + 2dt 20. jt3\/t4 + 5dt
21. ij Y1 — x2dx 22. juzx/m + 2du

X X3

x2 x?

3
27. j — 28. j SR —
V1 —x? J1+ x*

29. f(l + %)Y%) dt 30 J[xz + (37;02] dx

1
31. —d 32. ——d
N fzﬁ o

x>+ 5x—8 t— 972
3. |[———F——d 34. dt
Jx ! f Ji
8 I 1
2 I i P
3s. Jr (r t)dz 36. J(B + 412> dt
37. f(9 — Wy dy 38. f477y(6 + y3/2) dy

En los ejercicios 39 a 42, resolver la ecuacion diferencial.

dy dx dy 10x2
39 Doy g D

RV T dx  J1+ 2
4. Y x g, Yo x4

dc  Jx2—8x + 1

ldF Campos de pendientes En los ejercicios 43 a 46, se indican una
ecuacion diferencial, un punto y un campo de pendientes. Un
campo de pendientes consiste en segmentos de recta con pendien-
tes dadas por la ecuacion diferencial. Estos segmentos de recta
proporcionan una perspectiva visual de las direcciones de las
soluciones de la ecuacion diferencial. a) Dibujar dos soluciones
aproximadas de la ecuacion diferencial en el campo de pendientes,
una de las cuales pase por el punto dado. b) Utilizar la integracion
para encontrar la solucién particular de la ecuacion diferencial y
usar una herramienta de graficacion para representar la solucion.
Comparar el resultado con los dibujos del apartado a).

az(x2+2x—3)2

d d
B3 Yo aoe 4. 2= 23—y
dx dx
(2,2) (1,0
y y
—\\ 34+ /7 /- Ll 2+ == 1|
NN N A A
—\\\N+// / ® I/ === 1"1
“\\N N+ 77/ /= L7 =+-==1"1
—\\N N+ 7/ /= —+—t———F—+—1—x
—\\ N+ 7/ /= 2 ) -+ — 2
} % ¥ | x I/ =+ =11
2 \\~N+,7 72 L=+ ==11
N Ll 2+ =— 1 |
d d
45. 2= ycos a2 46. Y= 2 sec(2x) tan(2x)
dx dx
(0, 1) 0, -1
y
~I\—=/3+\ 1=/~
~I\—=11 \\ =/ |~
~|\—=11 \ I~/ |~
~I\—=11 \\ =/ |~
~I\—=11 \\~/ |~
~I\—=11 \\ =/ |~




En los ejercicios 47 a 60, encontrar la integral indefinida.

47. f 7 sen X dx
49. j sen 4x dx
1 1
51. J 3 cos 9 do
53. f sen 2x cos 2x dx
54. jsec(l — x) tan(1 — x) dx
55. J tan* x sec? x dx
2
57, j csc3x A
cot®x

59. j cot? x dx

48. f4x3 sen x* dx
50. f cos 8x dx

52. jx sen x2 dx

56. j\/tan x sec? x dx
58. f S g
cos x

60. fcsc2 (%) dx

En los ejercicios 61 a 66, encontrar una ecuacién para la funcion
f que tiene la derivada dada y cuya grafica pasa por el punto

indicado.

Derivada

61. f(x)=— seng
62. f(x) = msec mx tan mx

63. f(x) = 2sen4x

64. f(x) = sec?(2x)

65. f(x) = 2x(4x> — 10)?
66. f(x) = —2x/8 — 2

Punto
(0,6)
(1)

(5-3)

(2, 10)
2.7

En los ejercicios 67 a 74, encontrar la integral indefinida mediante
el método que se muestra en el ejemplo 5.

67. fx\/x+6dx
69. fxzx/l — xdx

x2—1

71. ———dx
V2x — 1

- X
7 f(x-i—l)— Vb

68. fx\/4x+ldx
70. f(x-ﬁ-l)\/Z—dec

2x + 1

Jx+ 4
74. J'zé/t + 10 dt

72. dx

En los ejercicios 75 a 86, calcular la integral definida. Utilizar una
herramienta de graficacion para verificar el resultado.

1
75. fx(x2+1)3dx
—1

2
77. ‘[2)62\/)63 + 1dx
1

4
76. f x2(x® + 8)% dx
—2

1
78. f xJ/1T — x2dx
0
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2
X
79 80. —Fd.
J:) V1 + 2x2 "

2
82. j x4+ x2dx
0

[, e
) o V2x + 1 "
? 1
81. f] mdx
83. f (x—1)V2 — xdx

/2
85. f cos <E> dx
0 3

/2
86. f (x + cos x) dx

/3

5
X
——dx
8. fm

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 87 a 90, se muestra
la grafica de una funcion f. Emplear la ecuacion diferencial y el
punto dado para determinar una ecuacién de la funcién.

dy dy —48
87. % = 18202 + 1) T .
4~ 18 ) dx  (x +5)

y y
7+ . -
6|’ -
il I
70, 4) I

—>x
L1 2

d 2x d Ox?
89, & _ X 90. ¥ _ e
w YT G Do

En los ejercicios 91 a 96, encontrar el area de la region. Emplear
una herramienta de graficacion para verificar el resultado.

7 6
91. f xJx + ldx 92. f x2 x4+ 2dx
0 -

y y

16 + 80
12 + 60
8+ 40
4+ 20
F—t—+—+—>x —
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93. y =2senx + sen 2x 94. y =senx + cos 2x
y y
4 —_
2

3 —_

2+ 1

— X ag } X
n nm 3t =« ol T
4 2 4 2

2m/3 X /4
95, f sec? (*) dx 96. f csc 2x cot 2x dx
/2 2 /12
Y y

4

3 -+

2 —
—t——F+—+—>x
n m 3 7w
4 2 4

HF En los ejercicios 97 a 102, utilizar una herramienta de graficacion

para evaluar la integral. Hacer la grafica de la region cuya area
esta dada por la integral definida.

6 2
X
9. | X4 98. s/ ¥ 3d
,[) s L * *

7
99.fx\/x—3dx
3

* )
101. f <0 + sen 7) do
| 4

En los ejercicios 103 a 106, calcular la integral utilizando las pro-
piedades de las funciones pares e impares como una ayuda.

5
100. f x2Vx — ldx
1

/6
102. f cos 3x dx
0

2 2
103. j x2(x2 + 1) dx 104. J x(x2 + 13 dx

-2 -2

/2 /2
105. f sen? x cos x dx 106. f sen x cos x dx

—a/2 —a/2

107. Usar [ x2 dx = % paracalcular cada integral indefinida sin usar
el teorema fundamental del célculo.

0 4
a) f x2 dx b) f x2 dx
—4 —4

4 0
9] f —x%dx d) f 3x2 dx
0 —4

108. Emplearla simetria de las grificas de las funciones seno y coseno
como ayuda para el clculo de cada integral definida.

/4 /4
a) J sen x dx b) f cos x dx

—/4 —m/4

/2 /2
c) f cos x dx d) J sen x cos x dx

—/2 —m/2

En los ejercicios 109 y 110, escribir la integral como la suma de
la integral de una funcién impar y la integral de una funcién par.
Utilizar esta simplificacion para calcular la integral.

3 T/2
109. J (3 +4x2 - 3x—6)dx 110. J (sen 4x + cos 4x) dx
-3 —7/2

Desarrollo de conceptos

111. Describir por qué

fx(S — x?)3dx # fu3 du

dondeu =5 — x°.
112. Sin integrar, explicar por qué

2

x(x2 + 1)2dx = 0.
-2

8 4
113. Sifes continua y J' f(x) dx = 32, encontrar j f(2x) dx.
0 o

Para discusion

114. Escribir Encontrar la integral indefinida en dos formas.
Explicar alguna diferencia en las formas de la respuesta.

a) f(Zx — 1)2dx b) [senx cosx dx

) j tan x sec? x dx

115. Flujo de efectivo La tasa de desembolso de dQ/dt de una
donacién federal de 2 millones de ddlares es proporcional al
cuadrado de 100 — ¢. El tiempo 7 se mide en dias (0 << 100) y
Q es la cantidad que queda para ser desembolsada. Determinar
la cantidad que queda para desembolsarse después de 50 dias.
Suponer que todo el dinero se gastard en 100 dias.

116. Depreciacién La tasa de depreciacion dV/dt de una maquina
es inversamente proporcional al cuadrado de 7 + 1, donde V es
el valor de la maquina ¢ aflos después de que se comprd6. El valor
inicial de la médquina fue de 500 000 d6lares, y su valor decreci6
100 000 ddlares en el primer afio. Estimar su valor después de
4 afios.

117. Precipitacion La precipitacion mensual normal en el aeropuer-
to de Seattle-Tacoma puede aproximarse mediante el modelo

R =2.876 + 2.202 sen(0.576¢ + 0.847)

donde R se mide en pulgadas y ¢ es el tiempo en meses, con
t = 0 correspondiente al 1 de enero. (Fuente: U.S. National
Oceanic and Atmospheric Administration)

a) Determinar los extremos de la funcién en el periodo de un
afo.

b) Emplear integracion para aproximar la precipitacién anual
normal. (Sugerencia: Integrar sobre el intervalo [0, 12].)

¢) Aproximar el promedio de la precipitacion mensual durante
los meses de octubre, noviembre y diciembre.



118. Ventas Las ventas S (en miles de unidades) de un producto de
temporada estdn dadas por el modelo

Tt
S = 7450 + 43.75 sen 6
donde ¢ es el tiempo en meses, con ¢ = 1 correspondiente a enero.
Determinar las ventas medias para cada periodo.

a) El primer trimestre (0 <7< 3)
b) El segundo trimestre (3 <1< 6)
¢) Elafio completo (0 <r<12)

119. Suministro de agua Un modelo para la tasa de flujo de agua
en una estacién de bombeo en un dia determinado es

R(H) =53 +7 sen(%t n 3.6> 49 cos<112t + 8.9)

donde 0 <7< 24. R es la tasa de flujo en miles de galones por
hora y t es el tiempo en horas.

de a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
la funcidn de la tasa de flujo y aproximar la tasa de flujo
mdéximo en la estacién de bombeo.

b) Aproximar el volumen total del agua bombeada en un
dia.
120. Electricidad 1a intensidad de corriente alterna en un circuito
eléctrico es

I = 2 sen(607t) + cos(1207r¢)

donde / se mide en amperes y 7 se mide en segundos. Determinar
la intensidad media para cada intervalo de tiempo.

a) 0<1<gs
1
by 0<t<35
1
) 0<tr<y

Probabilidad En los ejercicios 121 y 122, la funcion
f) =kx"1 —x)", 0<x<1

donde n > 0, m > 0 y k es una constante, puede utilizarse para
representar diversas distribuciones de probabilidad. Si & se elige
de manera tal que

flf(x)dx =1
0

la probabilidad de que x caeraentreayb (0<a<b<1)es

b
P,,= f f(x)dx.

121. La probabilidad de que una persona recuerde entre 100a% y
1000% del material aprendido en un experimento es

b
P, ,= f 14T5x\/1 — xdx
donde x representa el porcentaje recordado. (Ver la figura.)
a) (Cudles laprobabilidad de que un individuo elegido al azar
recuerde entre 50 y 75% del material?
b) (Cudl es el porcentaje medio de lo que se recuerda? Esto

es, ¢para qué valor de b es cierto que la probabilidad de
recordar de 0 a b es 0.5?

122.

123.
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0.5

a bos 10 15
Figura para 121

La probabilidad de que se tomen muestras de un mineral de una
regién que contiene entre 100a% y 1006% de hierro es

b
11
P, ,= f 3255)63(1 — x)¥2 dx

a

donde x representa el porcentaje de hierro. (Ver la figura.) ; Cudl
es la probabilidad de que la muestra contendrd entre

a) 0y 25% de hierro?
b) 50y 100% de hierro?

a, b

]
T

a bi 2

Temperatura La temperatura en grados Fahrenheit en una
casa es

m(t — 8)]
=72+ —_
T=172+12 sen[ 2

donde 7 es el tiempo en horas, con = 0 representando la media
noche. El costo horario de refrigeracion de una casa es de 0.10
ddlares por grado.

a) Encontrar el costo C de refrigeracion de la casa si el ter-
mostato se ajusta en 72°F calculando la integral

20 w(t — 8)
C=0.1 [72 + 12 sen 1 72] dt. (Ver la figura.)
8

84

N
78 +

» /.
66 1 //.
60 !

1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Tiempo (en horas)

7/

Ajuste del
termostato: 72°

/

Temperatura (en °F)

1
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124.

FL" 125.

126.

127.

128.
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b) Encontrar el ahorro al reajustar el termostato en 78 °F
calculando la integral

18 _
c:o.lf [72+1256HM
1 12

0

—78] dt.

(Ver la figura.)

84

. / \
72 /E
o / : \\
60 'J AjusEe del termostato: 78°

1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1
T T T T T T T T T T T T

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Tiempo (en horas)

v

Temperatura (en °F)

Manufactura Un fabricante de fertilizantes encuentra que las
ventas nacionales de fertilizantes siguen el patrén estacional

F =100 000[1 + sen M]

365

donde F se mide en libras y 7 representa el tiempo en dias, con ¢
= 1 correspondiente al 1 de enero. El fabricante desea establecer
un programa para producir una cantidad uniforme de fertilizante
cada dia. ;Cudl debe ser esta cantidad?

Andlisis grdfico Considerar las funciones f y g, donde
t

f(x) = 6senxcos’x y g(t) = Jf(x) dx.
0

a) Emplear una herramienta de graficacion para representar
fy g en la misma ventana de observacion.

b) Explicar por qué g es no negativa.

¢) Identificar los puntos sobre la grafica de g que corresponden
a los extremos de f.

d) (Cadauno de los ceros de f corresponden a un extremo de
g7 Explicar.

e) Considerar la funcion

h(t) = J/z F(x) dx.

Utilizar una herramienta de graficacién para representar
h. (Cudl es la relacion entre g y h? Verificar la suposi-
cién.

. sen(i7/n)

Determinar LHJP evaluando una integral defi-
n ® =1

nida apropiada sobre el intervalo [0, 1].

@) Demostrar que Jo ¥*(1 — x)° dx = Jo (1 = x)? dx.

b) Demostrar que f(i x(1 = x)Pdx = f(i x0(1 — x)* dx.

a) Demostrar que f(f/z sen® x dx = fg/z cos? x dx.

b) Demostrar que [y~ sen” x dx = f;7>cos” x dx, donde n
es un entero positivo.

¢Verdadero o falso?

En los ejercicios 129 a 134, determinar si

el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o

pro

129

130.

131.

132.

133.

134.

13s.

136.

137.
138.

porcionar un ejemplo que lo demuestre.

. f(Zx +1P2dx=32x+ 13+ C
fx(x2 + 1) de =223 +x) + C

10 10
f (ax® + bx2 + cx + d)dx = 2] (bx? + d) dx
~10 0

b b+2m
f senx dx = f sen x dx
a a

4jsenxcosxdx = —cos2x + C
fsen2 2x cos 2x dx = §sen2x + C

Suponer que f es continua en todos lados y que ¢ es una cons-
tante. Demostrar que

J‘" flx) dx = cf f(cx) dx.

a) Verificar que senu — ucosu + C = [usenu du.

b) Utilizar el apartado a) para demostrar que fgl sen/x dx =
2.

Completar la prueba del teorema 4.16.

Demostrar que si fes continua en la recta numérica real completa,
entonces

ff(x-l—h)dx:f hf(x)aix.

Preparacion del examen Putnam

1

E

140.

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

39. Siay,ay,...,a,sonnimeros reales que satisfacen

a,  _
n+1 0

a , a4
1 2

demostrar que la ecuacién a, + a;x + ax* + - - + ax" =
0 tiene al menos un cero real.

Encontrar todas las funciones continuas positivas f(x), para
0<x<1,tales que
1
f fx)dx =1
0
1
f f)xdx = a
0

1
f f)x?dx = o?

0
donde o es un nimero real.

ste problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
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Iml Integracion numeérica

B Aproximar una integral definida utilizando la regla de los trapecios.
B Aproximar una integral definida utilizando la regla de Simpson.
B Analizar los errores de aproximacion en la regla de los trapecios y en la regla de Simpson.

La regla de los trapecios

Algunas funciones elementales simplemente no tienen antiderivadas o primitivas que sean
funciones elementales. Por ejemplo, no hay funcién elemental que tenga alguna de las
_
// siguientes funciones como su derivada.

3IxS1 - x, Jx cos x, co; x’ 1 — X3, sen x2

Si se ha de calcular una integral definida cuyo integrando no admite primitiva (antiderivada),
el teorema fundamental del célculo no es de utilidad y hay que recurrir a una técnica de
aproximacion. Dos de estas técnicas se describen en esta seccidn.
Una forma de aproximar una integral definida consiste en utilizar n trapecios, como se
x=a x,  x, X, x,=b * muestra en la figura 4.42. En la formulacién de este método, se supone que f es continua y
positiva en el intervalo [a, b]. De tal modo, la integral definida

\"H

El area de la region puede aproximarse

b
utilizando cuatro trapecios f(x) dx
Figura 4.42 a
representa el drea de la regién delimitada por la grafica de f y el eje x, desde x = a hasta
x = b. Primero, se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos, cada uno de ancho Ax =
(b — a)/n, de modo tal que
a=xy <X <Xy<---<x,=Db.
Luego se forma un trapecio para cada subintervalo (ver la figura 4.43). El drea del i-ésimo
trapecio es
I’ i— + i b -
Area del i-ésimo trapecio = [f(x, ) + ) ]( a>'
¥ 2 n
_____ Esto implica que la suma de las dreas de los n trapecios es
R Area = (b — a)[f(xo) + flx) +oe ot J-1) +f(xn):|
K n 2 2
/! b—a
o o = (P00 + ) + ) + ) G, ) + )]
7 ) b—a
t = (st + 200 + 2700+ 4 270, G
X
)C%V—ic' Haciendo Ax = (b — a)/n, puede tomarse el limite cuando n — 00 para obtener
. )
, —a
El area del primer trapecio es nlg{.lo< n )[f (o) + 2f(x) + - - - + 2f(x,_ ) + flx,)]
f(xo) + f(ﬂ)](b — a) _ 1 [f(a) — f(b)] Ax S
[ 5 p = "11_>r£10 5 + 521 fx) Ax
Figura 4.43 — im [f(a) — fz(Z)](b — a) ©aim S fo)Ax
n—oo n—oo 1

i=

0+ fbf(x)dx.

El resultado se resume en el siguiente teorema.
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TEOREMA 4.17 LA REGLA DE LOS TRAPECIOS

Sea fcontinua en [a, b]. La regla de los trapecios para aproximar [ f(x) dx estd dada
p

or
f F(x) dx ~ bz_n“ [Flx) + 2f () + 2f(x) + - - + 2f(x, ) + f(x)]

Ademds, como n — oo, el lado derecho se aproxima a . f f(x) dx.

Observar que los coeficientes en la regla de los trapecios siguen el siguiente patrén.
1222...221 ]
EJEMPLO I Aproximacion con la regla de los trapecios
I
y Utilizar la regla de los trapecios para aproximar

y=senx ™
sen x dx.
0

Comparar los resultados paran = 4 y n = 8§, como se muestra en la figura 4.44.

X X ‘ e x Solucion Cuando n = 4, Ax = /4, y se obtiene
b4 i 3n ™
¢ : ¢ 5 T T T 37
) sen x dx z*<sen0-|—25en*+2sen*+2senf+ SGH7T>
Cuatro subintervalos o 8 4 2 4
: +
f =5(o+ﬂ+2+ﬂ+o)=M)x1.896.
y=senx 8 4

1 Cuando n = 8, Ax = /8, y se obtiene

J;) senx dx = %(seno + 2 seniST + 2 seng + 2 sen% + 2 seng

T T T T T T T Y X
T om 3 om Smdm Inmom 5w 3w
8 4 8 2 8 4 8 +2sen?+2senf

4

+ ZSGH%T + sen )

Ocho subintervalos ar

e , = (2 + 22 + dsen— + 4 sen3—77> ~ 1.974.
Aproximaciones trapezoidales 16 8 8

Figura 4.44 . . . S .
8 Para esta integral particular, se podria haber encontrado una antiderivada y determinado que

el area exacta de la regién es 2. ——

TECNOLOGIA La mayorfa de las herramientas de graficacion y de los sistemas
algebraicos computarizados cuenta con programas incorporados que es posible utilizar
para aproximar el valor de una integral definida. Utilizar un programa de este tipo para
aproximar la integral del ejemplo 1. ;Qué tan precisa es su aproximacién?

Cuando se usa uno de estos programas, debe tenerse cuidado con sus limitaciones.
Muchas veces, no se le da una indicacién del grado de exactitud de la aproximacion.
Otras, se le puede dar una aproximacion por completo equivocada. Por ejemplo, utilizar
un programa de integracién numérica incorporada para calcular

2
1

j —dx.

X

La herramienta de graficacién producird un mensaje de error, jno es asi?
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Es interesante comparar la regla de los trapecios con la regla del punto medio que se dio
en la seccion 4.2 (ejercicios 73 a 76). En la regla de los trapecios, se promedian los valores
de la funcién en los puntos extremos de los subintervalos, pero la regla del punto medio
toma los valores de la funcién de los puntos medios de los subintervalos.

b n oy
f fx) dx = 2 f(%) Ax Regla del punto medio.

=1
b n

J fx) dx = 2 (W) Ax  Reglade los trapecios.

a i=1

Hay dos puntos importantes que deben sefialarse respecto a la regla de los trapecios (o a la
regla del punto medio). Primero, la aproximacidn tiende a volverse mds exacta a medida que n au-
menta. Asi, en el ejemplo 1, si n = 16, la regla de los trapecios produce una aproximacién de 1.994.
Segundo, aunque podria utilizarse el teorema fundamental para calcular la integral en el ejemplo 1,
este teorema no puede utilizarse para calcular una integral tan simple como [ sen x*dx debido a que
sen x* no tiene una antiderivada elemental. Sin embargo, es posible aplicar con facilidad la regla de
los trapecios a esta integral. |

Regla de Simpson

Una manera de ver la aproximacion que permite la regla de trapecios de una integral definida
consiste en decir que en cada subintervalo se aproxima f por medio de un polinomio de
primer grado. En laregla de Simpson, que recibe ese nombre en honor del matematico inglés
Thomas Simpson (1710-1761), se lleva este procedimiento un paso adelante y aproxima f
mediante polinomios de segundo grado.

Antes de presentar la regla de Simpson, enunciamos un teorema sobre las integrales de
polinomios de grado 2 (o menor).

TEOREMA 4.18 INTEGRAL DE p(x) = Ax* + Bx + C

Si p(x) = Ax* + Bx + C, entonces

fa = (2o o+ (52 4 o]

b b
f px) dx = f (Ax?> + Bx + C) dx

3 2 b
Z[Ai—Ffo-l-Cx]

32 ‘
3 _ 3 2 . 2

:A(b a)+B(b a)-i-C(b—a)
3 2

-~ <b;a>[2A(a2+ab+b2)+3B(b+a) + 6C]

Mediante la expansion y la agrupacioén de términos, la expresioén dentro de los corchetes
se convierte en

2
A+ Ba+ ) + 4| A(Z29) 4 (24 L ol + a2 + Bb + O
2 2

a » (b
pla) 4p<aJ2rh> p®)

y puede escribirse

[[rt0ae= (25) [t + an(52) + pin |
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fﬁﬁﬁzJWMﬂ

Figura 4.45

En el ejemplo 1, la regla de
los trapecios con n = 8 aproxima

J¢ sen x dx como 1.974. En el ejem-
plo 2, la regla de Simpson conn = 8
produjo una aproximacién de 2.0003.
La antiderivada o primitiva produciria
el valor verdadero de 2.

Integracién

X

Para formular la regla de Simpson con el fin de aproximar una integral definida, se
divide el intervalo [a, b] en n subintervalos, cada uno de ancho Ax = (b — a)/n. Esta vez,
sin embargo, se requiere que n sea par, y los subintervalos se agrupan en pares tales que

“ < X,_, < X,_; <x,=Db
%—J

[%,—2 x,]

a4 =Xy <X <X, <X3 <Xy < - -
- N J

[XO’ xz] [sz x4:|

En cada subintervalo (doble) [x; _ ,, x;] puede aproximarse f por medio de un polinomio
p de grado menor que o igual a 2. (Ver el ejercicio 56.) Por ejemplo, en el subintervalo
[x0, x,], elegir el polinomio de menor grado que pasa a través de los puntos (x,, yo), (X;, ¥1)
y (x,, y,) como se muestra en la figura 4.45. Ahora, utilizando p como una aproximacion de
f en este subintervalo, se tiene, por el teorema 4.18,

[ o = [ otras = g o) 55 i)

_ M [p(xy) + 4p(x,) + p(x,)]

:b—a
3n

[£(x)) + 4f(x) + fxy)].

Repitiendo este procedimiento en el intervalo completo [a, b] se produce el siguiente teo-
rema.

TEOREMA 4.19 LA REGLA DE SIMPSON

Sea f continua en [a, b] y sea n un entero par. La regla de Simpson para aproximar

o f(x) dxes

[0 =P 1t + 4500+ 21000 + 450 -
-4l + 6]

Ademaés, cuando n — oo, el lado derecho tiende a [ Z f(x) dx.

Observar que los coeficientes en la regla de Simpson tienen el siguiente patrén.
142424...4241 |

En el ejemplo 1, la regla de los trapecios se utiliz6 para estimar [ sen x dx. En el si-
guiente ejemplo, se aplica la regla de Simpson a la misma integral.

EJEMPLO 2 Aproximacion con la regla de Simpson

Emplear la regla de Simpson para aproximar

a
j sen x dx.
0

Comparar los resultados paran = 4yn = 8.

Solucion Cuando n = 4, se tiene

sen x dx = 1<sen0 + 4sen7l + ZSenE + 4sen3iT + sen 7-r> =~ 2.005.
o 12 4 2 4

w

Cuando n = 8, se tiene f senx dx = 2.0003.

0 —



TECNOLOGIA  Si se tiene
acceso a un sistema algebraico por
computadora, utilizarlo para calcu-
lar la integral definida del ejemplo
3. Obtener un valor de

fl\/l + x2dx = %[ﬂ%— ln(l +ﬂ):|

=~ 1.14779.

(“In” representa la funcién logarit-
mica natural, la cual se estudiard en
la seccion 5.1.)

1
1.144 < f V1 + xPde < 1.164
0

Figura 4.46

SECCION 4.6 Integraciéon numérica 315

Analisis de errores

Al usar una técnica de aproximacion, es importante conocer la precision del resultado. El
siguiente teorema, que se enuncia sin demostracion, proporciona las férmulas para estimar
los errores que implican en el uso de la regla de Simpson y de la regla de los trapecios. En
general, cuando se realiza una aproximacion se piensa en el error £ como la diferencia
entre [ f(x) dx y la aproximacién.

TEOREMA 4.20 ERRORES EN LA REGLA DE LOS TRAPECIOS Y EN LA DE SIMPSON

Si f tiene una segunda derivada continua en [a, b], entonces el error E al aproximar
I? £(x) dx por medio de la regla de los trapecios es

b—a’. . . .
|E| < T [Inax |f (x)l], a < x < b. Regla de los trapecios.

n

Ademds, si tiene cuarta derivada continua en [a, b], entonces el error E al aproximar
I? f(x) dx mediante la regla de Simpson es

(b—ay

|E| < W[méx |f(4)(x)| ], a < x <b. Reglade Simpson.

El teorema 4.20 establece que los errores generados por la regla de los trapecios y la
regla de Simpson tienen cotas superiores dependientes de los valores extremos de f”(x) y
F®(x) en el intervalo [a, b]. Ademds, estos errores pueden hacerse arbitrariamente peque-
fios incrementando n, siempre que f”y f* sean continuas y, en consecuencia, acotadas
en [a, b].

EJEMPLO 3 El error aproximado en la regla de los trapecios

Determinar un valor de n tal que la regla de los trapecios se aproximard al valor de
fol V1 + x*dx con un error menor que 0.01.

Solucién Primero se hace f(x) = /1 + x* y se halla la segunda derivada de f.
FO =517y ) = ()
El valor méximo de | f”(x)| en el intervalo [0, 1] es | f”(0)| = 1. De tal modo, por el teo-
rema 4.20, puede escribirse
(b — a)’ 1 1

|E| = 121’12 |f (0)| - 12]’[2(1) = 121’12

Para obtener un error E menor que 0.01, debe elegirse n tal que 1/(12n%) < 1/100.

100 <1202 > n> J®=<289

Asi, basta tomar n = 3 (debido a que n debe ser mayor o igual a 2.89) y aplicar la regla de
los trapecios, como se ilustra en la figura 4.46, para obtener

1
fmdxzé[mu T+ P+ 21+ QP+ ST T
0
=~ 1.154.

De tal modo que, al sumar y restar el error de esta estimacion se sabe que

1
1.144 < f V1 + x?dx < 1.164.
0
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 10, usar la regla de los trapecios y la regla de
Simpson para aproximar el valor de la integral definida para un
valor dado de n. Redondear la respuesta hasta cuatro decimales
y comparar los resultados con el valor exacto de la integral de-

Integracién

finida.

2 270

1. f xX2dx, n=4 2. f (*-i- 1>dx, n=4
) P \4
2 3,

3. fx3dx, n=4 4. Sdx, n=4
0 2 X
3 8

5. j xX3dx, n=6 6. f Yxdx, n=28
1 0

4

9
7. fﬁdx n=3~8
4

1
J
HF En los ejercicios 11 a 20, aproximar la integral definida utilizando

laregla de los trapecios y la regla de Simpson con n = 4. Comparar

estos resultados con la aproximacion de la integral utilizando una
herramienta de graficacion.

8. f(4—x2)dx, n==6

1
) 2
dx, n=4 . xJx?2+ 1dx, n

P — 8 4
(x +2)? o

9.

2 2
1
11. J1+ x¥3dx 12. f ——dx
J;) o 1+ x3
1 T
13. f VxJS1 = xdx 14. j Jx senx dx
0 /2
Ja/2 Vw4
15. f sen x?2 dx 16. f tan x? dx
()3-] ()ﬂ/z
17. f cos x2 dx 18. f V1 + sen?xdx
3 0
/4
19. f X tan x dx
0
. senx )
20. | fOdx, f) =1 *
0 1, x=0
Desarrollo de conceptos

21. La regla de los trapecios y la regla de Simpson producen
aproximaciones de una integral definida f: f(x) dx basadas
en aproximaciones polinomiales de f. ;Qué grado de polino-

mio se usa para cada una?

22. Describir la dimension del error cuando la regla de los trape-
cios se utiliza para aproximar ff f(x) dx cuando f(x) es una

funcién lineal. Explicar el resultado con una gréfica.

En los ejercicios 23 a 28, utilizar las formulas de error del teore-
ma 4.20 para estimar el error en la aproximacion de la integral,
con n = 4, utilizando a) la regla de los trapecios y b) la regla de
Simpson.

3 5
23. f 2x3 dx 24. f (5x + 2) dx
1 3

M|
26. [
L (x — l)zdx

1
28. f sen(mx) dx
0

!
25. dx
o x T 1
27. fcosxdx
0

En los ejercicios 29 a 34, utilizar las formulas del error en el teo-
rema 4.20 con el fin de encontrar rn tal que el error en la aproxi-
macién de la integral definida sea menor que 0.00001 utilizando
a) la regla de los trapecios y b) la regla de Simpson.

1 "
29. f —dx 30. j dx
X o 1 +x
2 3
31. f Vx + 2dx 32. —dx
0 1 \/;C
1

/2
34. j sen x dx
0

@D En los ejercicios 35 a 38, emplear un sistema algebraico por
computadora y las formulas del error para determinar » de ma-
nera tal que el error en la aproximacion de la integral definida
sea menor que 0.00001 utilizando a) la regla de los trapecios y
b) la regla de Simpson.

33. f cos(mx) dx
0

2 2
35. j\/lerdx 36. f(x+l)2/3dx
0 0
i

1
37. J tan x? dx 38. J sen x? dx
0 0
39. Aproximar el drea de la region sombreada utilizando «) la regla
de los trapecios y b) la regla de Simpson con n = 4.
y y
10 10
\
6 \ 6 / \
: \ : \
2 \ 2 /
X X
1 2 3 4 5 2 4 6 8§ 10
Figura para 39 Figura para 40
40. Aproximar el drea de la region sombreada utilizando «) la regla

de los trapecios y b) la regla de Simpson con n = 8.

B 4.

Programacion Escribir un programa para una herramienta de
graficacion con el fin de aproximar una integral definida utili-
zando la regla de los trapecios y la regla de Simpson. Empezar
con el programa escrito en la seccion 4.3, ejercicios 61 a 64, y
advertir que la regla de los trapecios puede escribirse como 7(n)
= 3[I(n) + D(n)] y la regla de Simpson, como

S(n) = %[T(n/Z) + 2M(n/2)].

[Recordar que I(n), M(n) y D(n) representan las sumas de
Riemann utilizando los puntos terminales del lado izquierdo,
los puntos medios y los puntos terminales del lado derecho de
subintervalos con igual ancho.]



HT- Programacion En los ejercicios 42 a 44, emplear el programa

en el ejercicio 41 para aproximar la integral definida y completar
la tabla.

n I(n) | M(n) | D(n) | T(n) | S(n)

4

8

10

12

16

20

4 1 4
42. f V2 +3x2de 43 f VI—x2dx 44 f sen /x dx
0 0 0
45. Area Emplearlaregla de Simpson conn = 14 para aproximar
el 4rea de la regién acotada por las graficas de y = \/x cos x,
y=0,x=0yx = m/2.

Para discusion

46. Considerar una funcién fix) que es concava hacia arriba
sobre el intervalo [0, 2] y la funcién g(x) que es céncava
hacia abajo sobre [0, 2].

a) Usando laregla trapezoidal, ;qué integral seria sobre-
estimada? ;Qué integral seria subestimada? Suponer
n = 4. Usar gréficas para explicar su respuesta.

b) (Qué regla se usarfa para mayor aproximacion pre-
cisa de [ f(x) dx y [; g(x) dx, la regla trapezoidal o
la regla de Simpson? Explicar su razén.

47. Circunferencia La integral eliptica
/2
sﬁj 1 — 3sen’0d6
0

proporciona la circunferencia de una elipse. Emplear la regla de
Simpson con n = § para aproximar la circunferencia.

48. Trabajo Para determinar el tamafo del motor requerido en
la operacién de una prensa, una compaiiia debe conocer la
cantidad de trabajo realizado cuando la prensa mueve un objeto
linealmente 5 pies. La fuerza variable para desplazar el objeto
es F(x) = 100x+/125 — x?, donde F estd dada en libras y x
produce la posicién de la unidad en pies. Emplear la regla de
Simpson conn = 12 para aproximar el trabajo W (en pies-libras)
realizado a través de un ciclo si W = fo °F (x) dx.

49. La tabla presenta varias mediciones recopiladas en un expe-
rimento para aproximar una funcién continua desconocida

y = f).

x | 000 | 025 | 0.50 | 0.75 | 1.00

y | 432 | 436 | 458 | 579 | 6.14

x | 1.25 | 1.50 | 1.75 | 2.00

y | 725 | 7.64 | 8.08 | 8.14

SECCION 4.6 Integracién numérica 317

a) Aproximar la integral | é f(x) dx utilizando la regla de los
trapecios y la regla de Simpson.

HF b) Utilizar una herramienta de graficacion para encontrar un
modelo de la forma y = ax® + bx* + cx + d para los datos.
Integrar el polinomio resultante en [0, 2] y comparar el
resultado con el apartado a).

Aproximacion de Pi En los ejercicios 50 y 51, utilizar la regla de
Simpson con n = 6 para aproximar 7 utilizando la ecuacién dada.
(En la seccion 5.7, se podran calcular las integrales utilizando
funciones trigonométricas inversas.)

1/2 1
50 = S dx 51. m = 4 dx
-7 o V1 —x? 7 o 1 +x2

Area En los ejercicios 52 y 53, utilizar la regla de los trapecios
para estimar el niimero de metros cuadrados de tierra en un lote
donde x y y se miden en metros, como se muestra en las figuras.
La tierra es acotada por un rio y dos caminos rectos que se juntan
en angulos rectos.

52| 0 100 | 200 | 300 | 400 | 500

y | 125 | 125 | 120 | 112 | 90 90

x | 600 | 700 | 800 | 900 | 1000

y 95 88 75 35 0

Y y
150 --/Camino 2 _Camino
80 A\ Rio
601
40+
20 4 Camino

I I I I [N A B |
T T x

S B 1 P> x
200 400 600 800 1000 20 40 60 80 100 120

Figura para 52 Figura para 53

33 x 0 10 20 30 40 50 60

y 75 81 84 76 67 68 69

x | 70 80 90 | 100 | 110 | 120

y 72 68 56 42 23 0

54. Demostrar que la regla de Simpson es exacta cuando aproxima
la integral de una funcién polinomial cubica, y demostrar el
resultado para [ x> dx, n = 2.

@D 55. Usar la regla de Simpson con n = 10 y un sistema algebraico

por computadora para aproximar 7 en la ecuacién integral

1
fsen\/;cdx:Z
0

56. Demostrar que se puede encontrar un polinomio p(x) = Ax* +
Bx + C que pasa por cualesquiera tres puntos (x,, y;), (x,, ¥,) y
(x5, 3), donde las x; son distintas.
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Inl Ejercicios de repaso

En los ejercicios 1 y 2, utilizar la grafica de f’ para dibujar una
grafica de f.

Integracién

/ [\

En los ejercicios 3 a 8, encontrar la integral indefinida.

una distancia de 264 pies. Encontrar la distancia en la cual
el automovil puede llegar al reposo a partir de una velocidad
de 30 millas por hora, suponiendo la misma desaceleracién
constante.

15. Velocidad y aceleracion Se lanza una pelota hacia arriba
verticalmente desde el nivel del suelo con una velocidad inicial
de 96 pies por segundo.

a) (Cudnto tardard la pelota en alcanzar su altura mdxima?
(Cudl es la altura maxima?

b) (Cudndo la velocidad de la pelota es 1a mitad de la velocidad
inicial?

¢) (A quéalturaestd la pelota cuando su velocidad es la mitad
de la velocidad inicial?

16. Modelado matemdtico La tabla muestra las velocidades (en

millas por hora) de dos carros sobre una rampa de acceso a una

3. f(4x2+x+3)dx

4 4
5. fx 8dx

X3

2
4. | —=d
f 3/3x o

x2

6. fx4—4x2+1

dx

carretera interestatal. El tiempo ¢ estd en segundos.

t 0 5 10 | 15 | 20 | 25 | 30

2.5

7

16

29

45

65

7. f (2x — 9 senx) dx 8. f (5 cos x — 2 sec? x) dx

9. Encontrar la solucién particular de la ecuacién diferencial
f'(x) = —6x cuya gréfica pasa por el punto (1, —2).
10. Encontrar la solucién particular de la ecuacién diferencial
f’(x) = 6(x — 1) cuya gréfica pasa por el punto (2, 1) y es
tangente a la recta 3x — y — 5 = 0 en ese punto.

H= Campos de pendientes En los ejercicios 11 y 12 se da una ecuacion
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos
soluciones aproximadas de la ecuacién diferencial en el campo
de pendiente, una de las cuales pase a través del punto indicado.
b) Utilizar la integracion para encontrar la solucién particular de
la ecuacién diferencial y utilizar una herramienta de graficacion
para representar la solucion.

11.

B _ne 4 @-2 12
dx

dy_1,_
dx 2x 2x, (6,2)

y y

\\N—~r/
\N—r/
\\N—r/
\N—r/
\\N—~r/
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\\N—r/
\\N—~r/
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13. Velocidady aceleracion Un avion que estd despegando de una
pista recorre 3 600 pies antes de elevarse. El avion parte desde
el reposo, se desplaza con aceleracion constante y efectda el
recorrido en 30 segundos. (A qué velocidad despega?

14. Velocidad y aceleracion La velocidad de un automévil que

viaja en linea recta se reduce de 45 a 30 millas por hora en

V1 0

v, | 0 | 21 | 38 |51 | 60 | 64 | 65

Reescribir las velocidades en pies por segundo.

Usar las capacidades de regresion de una herramienta de
graficacién para encontrar los modelos cuadraticos para los
datos en el apartado a).

¢) Aproximar la distancia recorrida por cada carro durante los
30 segundos. Explicar la diferencia en las distancias.

a)
f 1)

En los ejercicios 17 y 18, utilizar la notacién sigma para escribir
la suma.

U U U I
3(1)  3(2)  3(3) 3(10)

o R R

En los ejercicios 19 a 22, utilizar las propiedades de las sumas y
el teorema 4.2 para calcular las sumas.

20 20

19. > 2i 20 Y (4i—1)
i=1 =1
20 12

21 Y (i +1)? 22, D2 —1)
i=1

i=1

23. Escribir en notacién sigma a) la suma de los primeros diez en-
teros impares positivos, b) la suma de los cubos de los primeros
n enteros positivosy ¢) 6 + 10 + 14 + 18 + - - - + 42.

24. Calcular cada suma parax, = 2, x, = —1,x, = 5,x, =3y
x5 ="1.
1 51
a) gzsn‘ b) ;;:;

i=1

c) 25:(2)6!- - x?)

i=1

5
d) E(Xi - Xi-1)
i=2



En los ejercicios 25 y 26, utilizar sumas superiores e inferiores para
aproximar el area de la region utilizando el nimero indicado de
subintervalos de igual ancho.

10 1
25. y:x2+1 26. y=9—1x2

y y
10 10 +

g PN
6 6
4+ 4+
2t 2

x f X
1 2 2 4 6

En los ejercicios 27 a 30, recurrir al proceso de limite para deter-
minar el area de la region entre la grafica de la funcion y el eje x
sobre el intervalo dado. Dibujar la region.

27. y=8-2x [0,3] 28. y=x2+3, [0,2]

29. y=5-2x2 [-2,1] 30. y=1x [2,4]

31. Emplear el proceso de limite para encontrar el drea de la region
acotadaporx = 5y —y,x=0,y=2yy =5

32. Considerar la regién acotada pory =mx,y=0,x=0y x =b.

a) Determinar la suma superior e inferior para aproximar el
drea de la regién cuando Ax = b/4.

b) Determinar la suma superior e inferior para aproximar el
drea de la regién cuando Ax = b/n.

¢) Encontrar el area de la regién dejando que 7 tienda a infinito
en ambas sumas en el apartado b). Demostrar que en cada
caso se obtiene la férmula para el drea de un tridngulo.

En los ejercicios 33 y 34, escribir el limite comiin integral definido
en el intervalo [a, b], donde c; es cualquier punto en el i-ésimo
subintervalo.

Limite Intervalo
. i 2¢; — 3) Ax; 4,6
3. lim ;1( ¢; — 3)Ax; [4, 6]
Ii N 3¢9 — ¢?) Ax, 1,3
3. lim ;1 c(9 — ¢ Ax, [1,3]

En los ejercicios 35 y 36, formular una integral definida que pro-
duzca el area de la region. (No calcular la integral.)

35 f(x) =2x + 8 36. f(x) = 100 — x2

Ejercicios de repaso 319

En los ejercicios 37 y 38, dibujar la region cuya area esta dada
por la integral definida. Utilizar después una formula geométrica
para calcular la integral.

5 6
37. f (5—|x—5])ax 38. f V36 — x?dx
0 -6

8 8
39. Dadasj f@dx=12y j g(x) dx = 5, evaluar
4 4

2 f LF) + g]dr. by f L) — o] d.
o f 26 - 3e@lds f 74 d.

3 6
40. Dadas f fde=4y f f(x) dx = —1, calcular
0 3

a) J; f(x) dx. b) L;f(x) dx.

4 6
c) f f(x) dx. d) f —10 f(x) dx.
4 3

En los ejercicios 41 a 48, emplear el teorema fundamental del
calculo para calcular la integral definida.

8 3

41. f (3 + x) dx 42. f R+ 1)ar
0 -3

1 -1

43. f 48 — 20) dt 44. (x* + 3x2 — 4) dx
- -2
9 2/ |

45. J x/x dx 46. f (—2 - 7> dx
4 1 \X A
3m/4 /4

47. J sen 6 do 48. f sec? t dt
0 —m/4

En los ejercicios 49 a 54, dibujar la grafica de la region cuya area
esta dada por la integral, y encontrar el area.

4 6
49. | Gx—4)dx 50. f (8 — x) dx
24 03
51. (x> — 9) dx 52. f (=x*>+x+ 6)dx
3 -2
1 1
53. (x — x3) dx 54. f \/); (1 — X) dx
0 0

En los ejercicios 55 y 56, determinar el drea de la region dada.

55. y = senx 56. y=x+ cosx

|
!
T
|
SEE
\
-
1
SIER
5 -
Sl
=
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En los ejercicios 57 y 58, dibujar la region acotada por las graficas
de las ecuaciones y determinar su rea.

57. y= 0, x=1, x=9

4
N

58. y=sec’x, y=0, x=0, x=

wly

En los ejercicios 59 y 60, encontrar el valor medio de la funcién
sobre el intervalo indicado. Determinar los valores de x alos cuales
la funcion toma su valor medio, y graficar la funcién.

59. f(x)=%, [4,9] 60. F(x) = [0,2]

En los ejercicios 61 a 64, emplear el segundo teorema fundamental
del cilculo para encontrar F’(x).

1

61. F(x) =ft2\/1 + 3 dt 62. F(x) =f t—zdt
0 1

X

63. F(x) = f (> +3t+2)dt

-3

X

64. F(x) = j csc? t dt
0
En los ejercicios 65 a 76, encontrar la integral definida.

12
66. J(x-i-*) dx
X

65. f(3 — x2)3 dx

)
67. fﬁdx 68. f?)xz\/ 2x3 — 5dx
x+4

. 1 — 3x2)* 70. S e—
69, J'x( 3x2)* dx 0 f(xz & =) dx
71. fsen3x cos x dx 72. fx sen 3x% dx
73 cos 6 40 74 sen x

) V1 —sen@ ) V/€os x

75. f(l + sec mx)? sec wx tan wx dx 76. fsec 2x tan 2x dx

En los ejercicios 77 a 84, calcular la integral definida. Utilizar una
herramienta de graficaciéon para verificar el resultado.

1
77. j x(x? — 6) dx

-2

1
78. f 26 — 2)% dx
0
6 X
80. —d
L 3-8
0
82. 2m| x*Vx+ ldx

-1

/4
84. f sen 2x dx
—m/4

3
1
79. —d.
J(‘) \/l+x o
1
81. 27| (y+ 1)V1 —ydy
0

83. X
J; cos > dx

fﬂF Campos de pendientes En los ejercicios 85 y 86, se dan una

ecuacion diferencial y un campo de pendientes. a) Dibujar dos
soluciones aproximadas de la ecuacién diferencial sobre el cam-
po de pendientes, una de las cuales pase por el punto indicado.
b) Utilizar la integracion para determinar la solucion particular de
la ecuacion diferencial y emplear una herramienta de graficacion
para representar la solucion.

85. = =xJ9 - (0,—-4) 86. @ —1x sen(x?), (0, 0)

-3

\
\
\
\
\
\
\
\

I T I I B
[ A A B B

b

P
NNNNNNNN
—~——— e~~~
~_——————

En los ejercicios 87 y 88, encontrar el area de la region. Utilizar
una herramienta de graficacion para verificar el resultado.

9 /2
87. J xJx — ldx 88. j [cos x + sen(2x)] dx
1 0

y y
18+ P
15+
1
12+
9+ x
3n7 2rm
6 i 3
— ———>x 2T
-6 -3 36 9 12

89. Precipitacion La precipitacién normal mensual en Portland,
Oregon, puede aproximarse mediante el modelo

R = 2.880 + 2.125 sen(0.578¢ + 0.745)

donde R estd medida en pulgadas y 7 es el tiempo en meses, con
t = 0 correspondiendo al 1 de enero. (Fuente: U.S. National
Oceanic and Atmospheric Administration)

a) Escribir una integral y aproximar la precipitacion normal
anual.

b) Aproximar la precipitacién promedio mensual durante los
meses de septiembre y octubre.

90. Ciclo respiratorio Después de ejercitarse durante unos minu-
tos, una persona tiene un ciclo respiratorio para el cual la tasa
de admisién de aire es

Tt
v = 1.75 sen o

Determinar el volumen, en litros, del aire inhalado durante un
ciclo, integrando la funcién sobre el intervalo [0, 2].

fﬂF— En los ejercicios 91 a 94, emplear la regla de los trapecios y la

regla de Simpson con n = 4, y utilizar las capacidades de integra-
cion de una herramienta de graficacion, para aproximar la integral
definida. Comparar los resultados.

3 1
) B2
1. —_— 2.
9 L T+ 2 dx 9 L PR dx

/2 T
93, f Jx cos x dx 9. f\/lJrsenzxdx
0 0




Iml Solucidn de problemas

1. Sealx) = f %dt, x> 0.
1

a) Encontrar L(1).
b) Encontrar L'(x) y L'(1).

HF ¢) Utilizar una herramienta de graficacién para aproximar el va-

lor de x (hasta tres lugares decimales) para el cual L(x) = 1.
d) Demostrar que L(x, x,) = L(x;) + L(x,) para todos los
valores positivos de x; y x,.

HFZ. Sea (x) = f sen £ dt.

2
a) Utilizar una herramienta de graficacién para completar la

tabla.
x 0 1.0 1.5 1.9 2.0
F(x)
X 2.1 2.5 3.0 4.0 5.0
F(x)

1 1 *
b) SeaG(x) = — 2F(x) =z ZJ sen ¢2 dt. Utilizar una
2

herramienta de graficacén para completar la tabla y estimar
lfn% G(x).
xX—>

x 1.9 1.95 1.99 | 2.01 2.1
G(x)

¢) Utilizar la definicién de la derivada para encontrar el valor
exacto del limite lfn% G(x).
x—

En los ejercicios 3 y 4, a) escribir el area bajo la grafica de la
funcién dada definida sobre el intervalo indicado como un limite.
Después b) calcular la suma del apartado @) y ¢) calcular el limite
utilizando el resultado del apartado b).

3.

4.

y=x* =43 + 432, |0,2]

O n(n + 1)2n + 1)(3n2 + 3n — 1)>
<Sugerencta. igl i 30

y = %xS +2x3, [0,2]

: 2n + 122n2 + 2n — 1
<Sugerencia: Y it = nn £ 1 InZ n )>
=

La funcion de Fresnel S se define mediante la integral

x 2
X) :f sen(ﬂ) dr.
0 2

2

a) Hacer la gréfica de la funcién = sen (%) dt sobre el
intervalo [0, 3].

b) Utilizar la grafica del apartado a) para dibujar la grafica de
S en el intervalo [0, 3].

¢) Ubicar todos los extremos relativos de S en el intervalo (0, 3).

d) Localizar todos los puntos de inflexion de S en el intervalo
(0, 3).

Solucién de problemas 321

6. La aproximacion gaussiana de dos puntos para fes

wa=i{-7)+1(5)

1
a) Utilizar esta férmula para aproximar f cos x dx. Encontrar

el error de la aproximacion. -1
1

. ) . 1
b) Utilizar esta férmula para aproximar f T+ dx.

¢) Probar que la aproximacion gaussiana de dos puntos es
exacta para todos los polinomios de grado 3 o menor.

Arquimedes demostré que el drea de un arco parabdlico es igual
a § del producto de la base y la altura (ver la figura).

>

b

a) Graficar el arco parabdlico delimitado pory =9 — x*y
el eje x. Utilizar una integral apropiada para encontrar el

drea A.

b) Encontrar la base y la altura del arco y verificar la formula
de Arquimedes.

¢) Demostrar la formula de Arquimedes para una pardbola
general.

Galileo Galilei (1564-1642) enuncié la siguiente proposicién
relativa a los objetos en caida libre:

El tiempo en cualquier espacio que se recorre por un cuerpo
acelerado uniformemente es igual al tiempo en el cual ese
mismo espacio se recorreria por el mismo cuerpo movién-
dose a una velocidad uniforme cuyo valor es la media de la
velocidad mds alta del cuerpo aceleradoy la velocidad justo
antes de que empiece la aceleracion.

Utilizar las técnicas de este capitulo para verificar esta propo-
sicion.
La grifica de una funcién f consta de tres segmentos de recta

que unen a los puntos (0, 0), (2, —2), (6, 2) y (8, 3). La funcién
F se define por medio de la integral.

F(x) = L xf () dr.

a) Dibujar la gréfica de f.
b) Completar la tabla.

x 0 1 2 3 4 5 6 | 7 8

F(x)

¢) Encontrar los extremos de F en el intervalo [0, 8].
d) Determinar todos los puntos de inflexion de F en el intervalo
(0, 8).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

CAPITULO 4  Integracién

Un automovil se desplaza en linea recta durante una hora. Su
velocidad v en millas por hora en intervalos de seis minutos se
muestra en la tabla.

t (horas) 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

v (mi/h) 0 10 20 40 60 50

t (horas) | 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

v (mi/h) 40 35 40 50 65

a) Elaborar una gréfica razonable de la funcién de velocidad
v graficando estos puntos y conectdndolos con una curva
uniforme.

b) Encontrar los intervalos abiertos sobre los cuales la acele-
racion a es positiva.

¢) Encontrar la aceleracion media del automovil (en millas
por hora cuadrada) sobre el intervalo [0, 0.4].

d) (Qué significa la integral f(}V(t) dt? Aproximar esta integral
utilizando la regla de los trapecios con cinco subintervalos.

e) Aproximar la aceleracién en t = 0.8.

Demostrar que J‘X fO)x — 1) dt = f ~‘<J‘r ) dv) dt.
Demosvarque | /(00 dx = YA - L),

Utilizar una suma de Riemann apropiada para calcular el limite

Hmﬂ+ﬁ+\/§+-~-+\/7l

n—o0 n3/2

Utilizar una suma de Riemann apropiada para calcular el limite

L IS5 4354
Iim 5
n—oo n

c 4+

Suponer que f es integrable en [a, b] y 0 < m < f(x) < M para
todo x en el intervalo [a, b]. Demostrar que

m(a — b) < f fx) dx < M(b — a).

1
Utilizar este resultado para estimar fo V1 + x*dx.

Sea f continua en el intervalo [0, ] donde f(x) + f(b — x)#0
en [0, b].

b
&) _b
a) Demostrar que J; 0 b - dx = >

b) Utilizar el resultado del apartado a) para calcular

! sen x dx
o sen(l — x) + senx
¢) Utilizar el resultado del apartado a) para calcular

3 Jx .
, Vx+ V3 —x -

Verificar que
Ul o nin + 1)2n + 1)
6

i=1

18.

19.

20.

Flr’a)

21.

demostrando lo siguiente.

a 1+iP—-73=32+3i+1

b) (n+1)3:§:(3i2+3i+1)+1

i=1

U nin+ 1)2n + 1)

) Ei2= 6

Demostrar que si f es una funcién continua en un intervalo
cerrado [a, b], entonces

jf(x)dx flf(X)ldX-

Sea

1=f0f(x)dx

donde f se muestra en la figura. Considerar que I(n) y D(n) re-
presentan las sumas de Riemann utilizando los puntos extremos
del lado izquierdo y los puntos terminales del lado derecho de n
subintervalos de igual ancho. (Suponer que 7 es par.) Sean 7(n)
y S(n) los valores correspondientes de la regla de los trapecios
y laregla de Simpson.

a) Para cualquier n, listar I(n), D(n), T(n) e I en orden cre-
ciente.
b) Aproximar S(4).

La funcion integral seno

Si(x) = f LELL
o 1
sent

se utiliza a menudo en la ingenieria. La funcién f(z) = -

no esta definida en # = 0, pero su limite es 1 cuando r — 0. De

tal modo, definir f(0) = 1. En ese caso f es continua en todos

lados.

Emplear una herramienta de graficacion para representar

Si(x).

b) (En qué valores de x Si(x) tiene maximos relativos?

¢) Encontrar las coordenadas del primer punto de inflexién
donde x > 0.

d) Decidir si Si(x) tiene alguna asintota horizontal. Si es asf,
identificar cada una.

Determinar los limites de integracion donde a < b, tal que

Jh(x2 — 16) dx

tiene valor minimo.



|E Funciones logaritmica,
exponencilal y otras
funciones trascendentes

Hasta ahora en este texto, se han estudiado
dos tipos de funciones elementales: funcio-
nes algebraicas y funciones trigonométricas.
Este capitulo concluye la introduccién de
funciones elementales. Como cuando se
introduce un nuevo tipo, se estudiaran sus
propiedades, su derivada y su antiderivada.

En este capitulo, se aprendera:

B Las propiedades de la funcién logarit-
mo natural. Cémo encontrar la derivada
y antiderivada de la funcién logaritmo
natural. (5.1, 5.2)

B Como determinar si una funcion tiene
una funcién inversa. (5.3)

B Las propiedades de la funcién exponen-
cial natural. Cémo encontrar la derivada
y antiderivada de la funcién exponen-
cial natural. (5.4)

B Las propiedades, derivadas y antide-
rivadas de las funciones logaritmica y
exponencial con base diferente de e.
(5.5)

B Las propiedades de las funciones trigo-

nométricas inversas. Cémo encontrar
derivadas y antiderivadas de funciones El arco de entrada en San Luis, Missouri, tiene mas de 600 pies de alto y esta

trigonométricas inversas. (5.6, 5.7) cubierto con 886 toneladas de acero inoxidable de un cuarto de pulgada.

. . . ¢Qué funcion se involucra en la ecuacion matematica usada para construir el
B Las propiedades de las funciones hiper- ., .
g P . arco? (Ver la seccidn 5.8, Proyecto de trabajo.)
boélicas. Como encontrar derivadas

y antiderivadas de funciones hiperboli-
cas. (5.8)

Owaki-Kulla/Photolibrary

3
2 S ~
fl %dt=1n2:0.69 Jl di=In3=110

En la seccion 5.1 se vera cémo la funcion f(x) = 1/x puede usarse para definir la funcién logaritmo natural. Para
hacer esto, considerar la integral definida 71/t dt. Cuando x< 1, el valor de esta integral definida es negativa. Cuando
x =1, el valor es cero. Cuando x > 1, el valor es positivo.

323
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Iml La funcion logaritmo natural: derivacion

B Desarrollar y usar propiedades de la funcién logaritmo natural.
® Comprender la definicién del nimero e.
B Derivar funciones que involucran la funcién logaritmo natural.

La funcion logaritmo natural

Recordar que en la regla general de la potencia

n+1

é x"dx = * +C n# —1 Regla general de la potencia.
5 n+1
3
)
5 tiene una restricciéon importante, no se aplica al caso n = —1. De hecho, todavia no se ha
5 encontrado una antiderivada o primitiva para la funcién f(x) = 1/x. En esta seccién se
£ usard el segundo teorema fundamental del calculo para definir esa antiderivada o primitiva.

JOHN NAPIER (1550-1617) Esta es una funcién que no ha aparecido previamente en este libro. No es algebraica ni
El matemético escocés John Napier invent6 trigonométrica, sino que estd incluida en una nueva clase de funciones, llamadas funciones
los logaritmos. Napier formo el término logaritmicas. Esta funcién particular es la funcién logaritmo natural.

logaritmo con dos palabras griegas:
logos (razon) y arithmos (niimero), para
denominar la teoria que desarrollo a lo largo DEFINICION DE LA FUNCI()N LOGARITMO NATURAL
de veinte afios y que apareci6 por primera
vez en el libro Mirifici Logarithmorum
canonis descriptio (Una descripcion de la

La funcién logaritmo natural se define como

maravillosa regla de los algoritmos). Aunque x

no introdujo la funcion logaritmo natural, In x = f ; d, x> 0.

algunas veces se llama funcion logaritmo !

napieriana. El dominio de la funcién logaritmo natural es el conjunto de todos los niimeros reales

positivos.

A partir de la definicién se deduce que In x es positiva para x > | y negativa para 0 < x < 1
(figura 5.1). Ademds, In(1) = 0, ya que los limites inferior y superior de integracién son
iguales cuando x = 1.

y y

4+ 4+
y=1 y=1
’;77 ’;,,
. Y1 : 31
L1 Six>1,[" Fdi>0. .1 Six<1,[" Fdi<0.
14+ 1L
1 1

Six> 1, entonces In x>0 Si0<x<1,entonces Inx <0
Figura 5.1

EXPLORACION

Representacion de la funcion logaritmo natural Usando sdélo la definicion de la
funcién logaritmo natural, trazar una grifica. Explicar el razonamiento.



Cada pequefio segmento recto tiene una
pendiente de 1/x
Figura 5.2

La funcion logaritmo natural es creciente, y
su grafica es concava hacia abajo
Figura 5.3
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Para dibujar la grafica de y = In x, se puede pensar en la funcién logaritmo natural como
una antiderivada o primitiva dada por la ecuacion diferencial

dy_1

dx x

La figura 5.2 es una gréfica generada por computadora; llamada campo de pendientes o
campo de direcciones, que consta de pequefios segmentos de pendiente 1/x. La gréfica de
y = In x es la solucién que pasa por el punto (1, 0). Se estudiardn campos de pendientes en
la seccién 6.1.

El siguiente teorema resume varias propiedades bdsicas de la funcién logaritmo
natural.

TEOREMA 5.1 PROPIEDADES DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL

La funcién logaritmo natural tiene las siguientes propiedades.

1. El dominio es (0, ©0) y el recorrido o rango es (—00Q, 00).
2. La funcidn es continua, creciente e inyectiva.
3. La gréifica es concava hacia abajo.

DEMOSTRACION ) El dominio de f(x) = In x es (0, ©) por definicién. Ademds, la funcion es
continua, por ser derivable. Y es creciente porque su derivada

1
f ’(x) = - Primera derivada.
X
es positiva para x > 0, como se muestra en la figura 5.3. Es concava hacia abajo porque
f”(x) = - Segunda derivada.

es negativa para x > 0. La prueba de que f es inyectiva se presenta en el apéndice A. Los
siguientes limites implican que el recorrido o rango es toda la recta real.

lim Inx = —oco y lim Inx = o0
)C—)0+ X— 00
La justificaciéon de ambos limites se encuentra en el apéndice A. ——

Utilizando la definicién de la funcién logaritmo natural, se pueden probar importan-
tes propiedades de las operaciones con logaritmos naturales. Si ya estd familiarizado con
los logaritmos, el lector reconocerd que estas propiedades son caracteristicas de todos los
logaritmos.

TEOREMA 5.2 PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

Si a y b son nimeros positivos y n es racional, se satisfacen las siguientes propie-
dades.

1. n(1) =0
2.In(ab) =Ina+ Inb

3.In(@") =nlna

4. ln<%> =Ina—Inb
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f(x)=1In x2

o~

5 gx)=2Inx

. =

Figura 5.4

La primera propiedad ya se ha discutido. La segunda se deduce del hecho
de que dos antiderivadas o primitivas de una misma funcién difieren en una constante. Del
segundo teorema fundamental del cdlculo y la definicién de la funcién logaritmo natural,
se sabe que

d dl "1 1
dx[lnx] = dxlﬁ tdt]— "

Asi pues, se consideran las dos derivadas

1

d
a[ln(wc)] =

a
ax

d 1 1

—[na + =0+-=-.

dx[lna Inx] =0 Pl
Como In(ax) y (In a + In x) son antiderivadas o primitivas de 1/x, deben diferir a lo mds
en una constante.

In(ax) =Ina + Inx + C

Tomando x = 1, se puede ver que C = 0. La tercera propiedad se demuestra de manera and-
loga comparando las derivadas de In(x") y n Inx. Por tltimo, al utilizar la segunda y tercera
propiedades, se puede comprobar la cuarta.

ln<%) =lnfa(b-)] =Ina+ In(b~) =Ina—Inb

El ejemplo 1 muestra cémo usar propiedades de los logaritmos para desarrollar expre-
siones logaritmicas.

EJEMPLO I Desarrollo de expresiones logaritmicas

a) lnlg—0 =In10 —In9 Propiedad 4.
b) In3x+ 2 =In(3x + 2)V2 Reescribir con exponente racional.
= %ln(Sx +2) Propiedad 3.
) ln% = In(6x) — In5 Propiedad 4.
=In6+Inx—1In5 Propiedad 2.
d) lnM =In(x2 +3)2 — In(x¥xZ + 1)

xIx*+1
=21In(x2 4+ 3) — [Inx + In(x2 + 1)V3]
=2In(x2+ 3) — Inx — In(x2 + 1)V/3

=21In(x>+ 3) — lnx—%ln(x2 +1)

Cuando se usan las propiedades de los logaritmos para reexpresar funciones logarit-
micas, hay que analizar si el dominio de la funcidn reescrita es el mismo que el de la funcién
original. Asf, el dominio de f(x) = In x* son todos los nimeros reales salvo x = 0, mientras
que el de g(x) = 2 In x son todos los nimeros reales positivos (ver la figura 5.4).



~l—

Area =Le %dt: 1

e=2.72

ees la base de los logaritmos naturales
porquelne=1
Figura 5.5

“34(e7,-3)

Six = ¢" entonceslnx = n
Figura 5.6
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El nimero e

Es muy probable que ya se hayan estudiado los logaritmos en cursos anteriores de dlge-
bra. Ahi, sin las ventajas del cédlculo, suelen definirse en términos de un nimero base. Por
ejemplo, los logaritmos comunes tienen base 10 porque log,,10 = 1. (Volveremos a esto
en la seccién 5.5.)

Para definir la base de los logaritmos naturales, se aprovecha que la funcién logaritmo
natural es continua, inyectiva y con recorrido o rango de (—00, ©0). Por tanto, debe existir
un tnico nimero real x tal que In x = 1, como muestra la figura 5.5. Este niimero se denota
por la letra e. Puede demostrarse que e es irracional y que tiene un valor aproximado.

e =~ 2.71828182846

DEFINICION DE e

La letra e denota el nimero real positivo tal que

lne=f ldt=1.
1t

PARA MAYOR INFORMACION Para aprender mas sobre el niimero e, se recomienda ver el ar-
ticulo “Unexpected Occurrences of the Number ¢”, de Harris S. Shultz y Bill Leonard en la revista
Mathematics Magazine.

Sabiendo que In e = 1, usar las propiedades logaritmicas para calcular los logaritmos
naturales de otros nimeros. Por ejemplo, usando la propiedad

In(e”) = nlne

n(1)

=n

se puede evaluar In(e") para diversos valores de n, como se muestran en la tabla y en la
figura 5.6.

x é =~ 0.050 é ~ 0.135 é,V 0368 | e =1|e=~2718 | 2= 7.389

Inx -3 =2 -1 0 1 2

Los logaritmos de esta tabla son faciles de calcular de esa forma porque los valores de
x son potencias enteras de e. Sin embargo, la mayoria de las expresiones logaritmicas se
pueden evaluar mejor con una calculadora.

EJEMPLO 2 Evaluacién de expresiones con logaritmos naturales

a) In2~=0.693
b) 1n32 = 3.466
¢) In0.1 = —2303
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EXPLORACION

Usar una herramienta de graficacion
para representar
1

)’1=;

’ d

Y= [In x]
en la misma pantalla, con 0.1 <
x <5y —2<y<8. Explicar por
qué las gréficas aparentemente son
idénticas.

La derivada de la funcion logaritmo natural

La derivada de la funcién logaritmo natural se da por el teorema 5.3. La primera parte del
teorema proviene de la definicion de la funcién logaritmo natural como una antiderivada o
primitiva. La segunda parte del teorema es simplemente la version de la regla de la cadena
de la primera parte.

TEOREMA 5.3 DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL

Sea u una funcion derivable en x.

d 1 1
1. — = — 2. —_— = — — = —
dx[lnx] PR 0 [In u] p U 0

EJEMPLO 3 Derivacion de funciones logaritmicas

d u 2 1
@) dx[ln(Zx)] Cu o 2x  x S
d u’ 2x
b) a[ln(xz-i— 1)]:;:x2+ 1 u=x2+1.
c) i[x Inx] = x(i[ln x]) + (In x)(i[x]> Regla del producto.
dx dx dx
= x(i) + (nx)(1) =1+ 1Inx
d d
d —[(Inx)*] = 3(nx)?—[Inx] Regla de la cadena.
dx dx

= 3(In x)2 1
x

Napier utilizaba las propiedades de los logaritmos para simplificar cdlculos con pro-
ductos, cocientes y potencias. Por supuesto, actualmente con las calculadoras a nuestra
disposicién hay poco lugar para esas aplicaciones de los logaritmos. No obstante, es de gran
valor el uso de las propiedades de los logaritmos para simplificar la derivada de productos,
cocientes y potencias.

EJEMPLO 4 Propiedades de los logaritmos como ayuda en la derivacion
Derivar f(x) = InVx + 1.
Soluciéon Como

fx) =Invx+ 1 =In(x+ 1)Y2 = %ln (x+1) Reescribir antes de derivar.

se puede escribir

e T 1 .
f = 2<x n 1) T2t 1) Perivar.
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EJEMPLO 5 Propiedades de los logaritmos como ayuda en la derivacion

x(x2 + 1)2

Derivar f(x) = In AT
Solucion

x(x2 + 1)2

f(x) =1In Escribir la funcién original.
V23 =1
2 1 3 . .
Inx+2In(x>+1) — E In(2x* — 1) Reescribir antes de derivar.

() A)
2+1) 2028 -1 s

1

X

1 4x 3x2
x a2+ 1 283 —1

Simplificar.

En los ejemplos 4 y 5 se puede ver la ventaja de aplicar las propiedades de los logaritmos antes
de derivar. Considérese, por ejemplo, la dificultad de derivar directamente la funcién del ejemplo 5.
u

En ocasiones, es conveniente usar los logaritmos como ayuda en la derivacién de fun-
ciones no logaritmicas. Este procedimiento se llama derivacion logaritmica.

EJEMPLO 6 Derivacion logaritmica

Encontrar la derivada de

=2 L,
N '

Solucién Notar que y >0 para todo x # 2. Asi, In y esta definido. Iniciar aplicando el loga-
ritmo natural en los dos miembros de la ecuacién. Y a continuacién aplicar las propiedades
de los logaritmos y la derivacién implicita. Por dltimo, despejar y’.

RCE- e
m, scribir la ecuacion original.
(x —2)?
Iny =1In ﬁ Aplicar logaritmo natural en ambos lados.
1
Iny=2 ln(x - 2) - E 1n(x2 + 1) Propiedades de los logaritmos.
y 1 1/ 2x )
; = 2<x — 2) - §<x2 n 1) Derivar.
X2+ 2x+2
= m Simplificar.
, X2+ 2x + 2
y =y m Despejar y’.
_(x—Z)Z[xz—l-Zx-}—Z] o
m (.X — 2)(x2 + 1) Sustituir y.
= 2)*+2x +2)
= (x2 n 1)3/2 Simplificar.
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Puesto que el logaritmo natural no estd definido para nimeros negativos, encontraremos
con frecuencia expresiones como In|u|. El siguiente teorema afirma que se pueden derivar
funciones de la forma y = In|u| ignorando el signo del valor absoluto.

TEOREMA 54 DERIVADAS CON VALORES ABSOLUTOS

Si u es una funcién derivable de x tal que # # 0, entonces

infuf] =

’
u .

DEMOSTRACION ) Si u > 0, entonces |u| = u, y el resultado se obtiene aplicando el teorema

5.3. Si u <0, entonces |u| = —u, y se tiene
d d
dx[ln|u|] = dx[ln( u)]
f— — u/
—u
W
u ' I
EJEMPLO 7 Derivadas con valores absolutos
Encontrar la derivada de
f(x) = In|cos x|.
Solucién  Segin el teorema 5.4, tomar u = cos x y escribir
i — Z/ d _u’
dx[ln|cos x|] = » ~clmfuf] ==
_ —senx
- U = Cosx
cos X
= —tan x. Simplificar.
y
EJEMPLO 8 Localizacion de extremos relativos
2 —
Localizar los extremos relativos de
y=1In (x> +2x +3)
/ y = In(x* + 2x + 3).
(-1,1n2) T .. . .
Solucion Al derivar y, se obtiene
Minimo relativo ﬂ B 2% + 2 .
% % x dx x*+2x+3
-2 -1
Como dy/dx = 0 parax = —1, se puede aplicar el criterio de la primera derivada y concluir

que el punto (—1, In 2) es un minimo relativo. Como no hay mas puntos criticos, ése es el

La derivada de y cambia de negativo a 1 . ]
unico extremo relativo (ver la figura 5.7).

positivo en x = —1
Figura 5.7



Iml Ejercicios

Completar la tabla usando la herramienta de graficacién y laregla
de Simpson con n = 10, aproximar la integral [ (1/7) dt.

fv(l o) dt

2. a) Dibujarlos puntos generados en el ejercicio 1 y conectarlos
con una curva suave. Comparar el resultado con la gréifica
dey=Inux.

Usar la herramienta de graficacion para representar y = [}
(1/1t) dt para 0.2 = x = 4. Comparar los resultados con la
grificadey = In x.

0515 2 25| 3 35| 4

2P

qu En los ejercicios 3 a 6, usar la herramienta de graficaciéon para
evaluar la funcién logaritmo @) usando la tecla logaritmo natural
y b) usando la funcién de integracion para evaluar la integral
J1 /0 de.
3. In45 4.
5. In0.8 6.

In 8.3
In 0.6

En los ejercicios 7 a 10, comparar la funcion con los graficos. [Las
graficas estan etiquetadas a), b), ¢) y d).]

ay by Y
i o1
1T / 3+
bl e 24
gL /23 45 i
24 > x
51 7/ 1 2 3 45
c) d)
y y
2 2
| 1
————+—>x
—— x N
-4 -3 ~1 -1
-1+ )
2+ 3
7. fx)=Inx+1 8 f(x)=-Inx
9. fx) =In(x—1) 10. f(x) = —In(—x)
En los ejercicios 11 a 18, trazar la grafica de la funciéon y su
dominio.
11. f(x) =3Inx 12. fx) = —2Inx
13. f(x) =In2x 14. f(x) = In|x]|
15. f(x) =In(x — 1) 16. &x) =2+ Inx
17. h(x) = In(x + 2) 18. f(x) =In(x —2) + 1
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En los ejercicios 19 y 20, usar las propiedades de los logaritmos
para aproximar el logaritmo indicado, teniendo que In 2 =~ 0.6931
y In 3 = 1.0986.

19. @ In6 b In3 ¢ I8l d) InJ3
20. @) 025 b) n24 ¢ WI12 d) Ins

En los ejercicios 21 a 30, usar las propiedades de los logaritmos
para desarrollar las expresiones.

21. 1n§ 22, InJ¥®
23. ln? 24, In(xyz)
25. In(x/a2 +5) 26. Inva—1
27. In x; ! 28. In(3¢2)

1
29. Inz(z — 1)? 30. In—

e

En los ejercicios 31 a 36, escribir la expresion como el logaritmo
de una sola cantidad.

31. In(x —2) — In(x + 2) 32. 3Inx+2lny —4lIng
33. 3[2In(x + 3) + Inx — In(x> — 1)]

34. 2[lnx —In(x + 1) — In(x — 1)]

35, 2In3 —3imGx2+1)

36. 2[In(x2+ 1) — In(x + 1) — In(x — 1)]

HF En los ejercicios 37 y 38, a) verificar que f = g usando una herra-

mienta de graficacion para representar f'y g en la misma pantalla.
b) Entonces verificar que f = g algebraicamente.

37. f(x) =In XZZ, x>0, glx)y =2Inx—In4
38. f(x) =InVx(x*>+1), gk = 2[lnx + In(x2 + 1)]

En los ejercicios 39 a 42, calcular el limite.

39. lim In(x — 3) 40. lim In(6 — x)
. 2n . X
41. Xlgglﬁ In[x2(3 — x)] 42. xlgg In i

En los ejercicios 43 a 46, escribir la ecuacion de la recta tangente
a la grafica de la funcién logaritmica en el punto (1, 0).

43. y=Inx’
45. y=x'

44, y=1Inx"
46. y =1Inx"?

En los ejercicios 47 a 76, hallar la derivada de la funcion.

47. f(x) = In(3x) 48. f(x) = In(x — 1)
49. glx) = Inx? 50. h(x) = In(2x% + 1)
51. y = (Inx)* 52, y=x?Inx
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53. y=In(r + 1)? 54, y=InV/x*—4 En los ejercicios 91 a 96, hallar los extremos relativos y los puntos
55. y= ln(x /x2 — 1) 56. y = In[#( + 3)3] de inflexién. Usar una herramienta de graficacién para confirmar
los resultados.
7. ) = [ 2 58 f(x) = In(—= x?
57. flx Il)(24-1 . x nx+3 91. y=5—lnx 92, y=x—Inx
Int Int
- 800 =75 60 hle) == 93. y=xlnx 9. y= mTX
61. y = In(Inx?) 62. y = In(lnx) N i
- — 2t
+1 -1 95, y= 96. y=xIn
63. y=1In i—1 64.y=1n3i+1 Inx 4
Wy HF Aproximaciones lineal y cuadrdtica En los ejercicios 97 y 98, usar
65. fx) = 1n<4+x> 66. f(x) = ln(x + J4 + xz) una herramienta de graficacion para representar la funcién. A
* continuacién, representar
-/ +1
67. y=———— +hlx+ /7 +1) Py(x) = /(1) + £ (D = 1)
68 y_\/m_lln<2+‘/x2+4> y
242 4 x Pyx) = f(1) + f(Dx = 1) + 3/ (M — 1)?
69. y = In|sen x| 70. y = In|csc x| .
en la misma pantalla. Comparar los valores de f, Py y P, y sus
71. y=1In %‘ 72. y = In|sec x + tan x| primeras derivadas en x = 1.
T —
—1+ senx 97. f(x) =Inx 98. f(x) =xInx
— L senx —1n /7 + oo x
3.y ln‘ 2 + senx 74. y =Inv2+ cos’x En los ejercicios 99 y 100, usar el método de Newton para aproxi-
In(2x) In x mar, con tres cifras decimales, la coordenada x del punto de inter-
75. flx) = f (t+ 1) dt 76. glx) = f (12 + 3) dr seccion de las graficas de las dos ecuaciones. Usar una herramienta
2 1

de graficacion para verificar el resultado.
En los ejercicios 77 a 82, a) encontrar una ecuacion para la recta
tangente a la grafica de f en el punto indicado, b) usar una he-
rramienta de graficacion para representar la funcién y la recta
tangente en el punto y c¢) usar la funcion derivada de 1a herramienta
de graficacion para confirmar los resultados.

99, y=1Inx, y=—x 100. y=Inx, y=3—x

En los ejercicios 101 a 106, usar derivacién logaritmica para
encontrar dy/dx.

101. y=x/x>+1, x>0

71. = 3x2 —
o) =32 = Iz, (1,3) 102. y= /2 + Dx +2), x>0

78. f(x) = 4—x>—In(x+1), (0,4

3 103, y =53 =20 2 qeq - /XLy
79. f(x) =1In/1 + sen’x, (jf,ln\/%) Y (x+ 12" 3 i x2+ 1

80. f(x) =sen2xInx? (1,0) 105. y = LI)S/Z, > 1
81. f(x) =x3Inx, (1,0) Jx+1

_ et D=2
T k=D +2y

En los ejercicios 83 a 86, usar derivacién implicita para encontrar Desarrollo de conceptos
dy/dx.

107. Con sus propias palabras, enunciar las propiedades de la
funcién logaritmo natural.

106. y x>2

82. f(x):%xlnxz, (—=1,0)

83 x>—3lny+y>=10 84. Inxy + 5x =30

3 2 — 2, —
85. 4’ +Iny* +2y =12 86. 4xy +Inx’y =7 108. Definir la base de la funcién logaritmo natural.

Enlos ejercicios 87 y 88, usar la derivacién implicita para encontrar 109. Suponer que f es una funcion positiva y derivable en toda la
la ecuacion de la recta tangente a la grafica en el punto dado. recta real. Sea g(x) = In f(x).

87. x+y—1=In(>+y), (1,0 a) Sigesdecreciente, ;debe f ser decreciente necesaria-

mente? Explicar la respuesta.
b) Sila gréfica de f es concava hacia arriba, ¢lo es nece-
sariamente la de g? Explicar la respuesta.

88. ¥ +tInxy =2 (el)

En los ejercicios 89 y 90, mostrar que la funcion es una solucion

de la ecuacion diferencial. 110. Considerar la funcién f(x) = x — 2 In x sobre [1, 3].
Funcién Ecuacion diferencial a) Explic.ar por qué el teorema de Rolle (seccion 3.2) no
se aplica.
89. y=2Inx+3 xy"+y =0 b) (Piensa que la conclusién del teorema de Rolle es

90. y= xlnx — 4x x+y—xy'=0 verdadera para f? Explicar.




SECCION 5.1

¢Verdadero o falso? Enlos ejercicios 111 a 114, determinar si las HF 118.
ecuaciones son verdaderas o falsas. Si son falsas, explicar por qué
o proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

111.
112.

113.
114.

qu 115.

116.

fq: 117.

In(x +25) =Inx + In25
Inxy =InxIny
Siy = Inm, entonces y’ = 1/m.

Siy = In e, entonces y’ = 1.

Hipoteca de casa El término ¢ (en afios) de una hipoteca de
casa de $200 000 al 7.5% de interés puede aproximarse me-
diante

t = 13.375 ln( x > 1250

=)
x— 1250/
donde x es el pago mensual en ddlares.

a) Usar una herramienta de graficacion para representar el
modelo.

b) Usar el modelo para aproximar el término de una hipoteca
de casa, para la cual el pago mensual es de $1398.43. ; Cual
es la cantidad de pago total?

¢) Usar el modelo para aproximar el término de una hipoteca
de casa para la cual el pago mensual es de $1611.19. ;Cuadl
es la cantidad de pago total?

d) Encontrar larazén de cambio instantanea de # con respecto
axcuando x = $1398.43 y x = $1611.19.

e) Escribir un parrafo corto que describa el beneficio del pago
mensual mds alto.

Intensidad del sonido 1a relacion entre el nimero de deci-
beles By la intensidad del sonido I en watts por cm? es

1
B = 1010g10<710716).

Usar las propiedades de los logaritmos para simplificar la
férmula y determinar el nimero de decibeles de un sonido con
intensidad de 10~ watts por cm?.

Modelo matemdtico Latabla muestra las temperaturas 7' (°F)
de ebullicién del agua a ciertas presiones p (libras por pulgada
cuadrada). (Fuente: Standard Handbook of Mechanical Engi-
neers)

p 5 10 14.696 (1 atm) 20
162.24° | 193.21° 212.00° 227.96°

p 30 40 60 80 100
250.33° | 267.25° | 292.71° | 312.03° | 327.81°

Un modelo que ajusta los datos es

T = 87.97 + 34.961Inp + 7.91/p.

a) Usar una herramienta de graficacion para representar los
datos y el modelo.

b) Encontrar la razén de cambio de T respecto de p cuando
p=10yp =170.

¢) Usar una herramienta de graficacion para representar
T'. Encontrar 1im 7’(p) e interpretar el resultado en el

P>

contexto del problema.

119.
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Modelado matemdtico La presion de la atmésfera decrece
con el incremento de la altitud. A nivel del mar, el promedio
de la presion del aire es una atmdsfera (1.033227 kilogramos
por centimetro cuadrado). La tabla muestra la presion p (en
atmosferas) para algunas altitudes / (en kilometros).

h| 0 5 10 15 20 25

p| 1] 055 | 025 | 012 | 0.06 | 0.02

a) Usar una herramienta de graficacion para ajustar un modelo
de la forma p = a + b In h a esos datos. Explicar por qué
el resultado es un mensaje de error.

b) Usar una herramienta de graficacion para ajustar el modelo
logaritmico de & = a + b In p a esos datos.

¢) Usar una herramienta de graficacién para representar los
datos y el modelo.

d) Usar el modelo para estimar la altitud cuando p = 0.75.

e) Usar el modelo para estimar la presién cuando i = 13.

/) Usar el modelo para encontrar el ritmo o velocidad de
cambio de la presién cuando &2 = 5y h = 20. Interpretar
los resultados.

Tractriz Una persona que camina por un muelle recto, tira de
un bote por medio de una cuerda de 10 metros. El bote viaja a
lo largo de un camino conocido como fractriz (ver la figura).
La ecuacidn de esta ruta es

+ — 2
y = 101n<10 V;OO") — /100 — »2.

a) Usaruna herramienta de gra- Y
ficacién para representar la
funcién. 10+ ) ]
b) (Cudl es la pendiente de la Y, Tractriz
curvacuandox =Sy x = 9? “\
¢) ¢Cudl es la pendiente de la > | N
curva cuando el camino se T \\
aproxima a x — 10? 4.,—%_, X
5 10

Para discusion

120. Dado que f(x) = In x“ donde a es un nimero real tal

que a > 0, determinar la razén de cambio de f cuando
a)x = 10y b) x = 100.

HF 121.

de 122.

Conjetura  Usar una herramienta de graficacion para represen-
tar f y g en la misma pantalla y determinar cudl de ellas crece a
mayor ritmo para valores “grandes” de x. ; Qué se puede concluir
del ritmo de crecimiento de la funcién logaritmo natural?

@) f&)=Inx, gl =vx b f&x)=Inx gh) = ¥x
Para aproximar e* puede usarse una funcién de la forma

o) = a + bx
fix 1+ cx
macién de Padé.) Los valores de f(0), /' (0) y " (0) son iguales
al valor correspondiente de e*. Mostrar que esos valores son
iguales a 1 y encontrar los valores de a, b y c, tal que f(0) =
f'(0) =£"(0) = 1. Después, usar una herramienta de graficacién
para comparar las graficas de fy e”.

. (Esta funcién se conoce como una aproxi-






