334 CAPITULO 5 Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

Iml La funcion logaritmo natural: integracion

EXPLORACION

Integracion de funciones raciona-
les En el capitulo 4 se estudiaron
las reglas a seguir para integrar cual-
quier funcién polinomial. La regla
de logaritmo presentada en esta
seccion facilita la integracion de
funciones racionales. Por ejemplo,
cada una de las siguientes funciones
puede ser integrada con la regla de
logaritmo.

z Ejemplo 1
X
1 .
i — 1 Ejemplo 2
X
241 Ejemplo 3
3x2 + 1
X3+ x Ejemplo 4a
5 == )
2+ 2x Ejemplo 4c
1 .
3x+ 2 Ejemplo 4d
2+ x+1
2+ 1 Ejemplo 5
2x .
m Ejemplo 6

Hay todavia muchas funciones
racionales que no pueden ser inte-
gradas usando la regla de logaritmo.
Dar ejemplos de estas funciones y
explicar el razonamiento.

® Usar la regla de logaritmo de integracién para integrar una funcién racional.
® Integrar funciones trigonométricas.

Regla de logaritmo para integracion

Las reglas de derivacién

d 1 d u
Tml=- oy Sme]=%

4

que se estudiaron en la seccidn anterior producen las siguientes reglas de integracion.

TEOREMA 55 REGLA DE LOGARITMO PARA INTEGRACION

Sea u una funcion derivable de x.

1 1
1 fxdx=ln|x| +C 2. fudu=ln|u| +C

Como du = u’ dx, la segunda férmula también puede expresarse como

4
u
J; dx = 1n|u| + C. Forma alternativa para la regla de logaritmo.

EJEMPLO I Uso de la regla de logaritmo para integracion

z dx =2 l dx Regla del multiplo constante.

X X
=2 ]nl x| + C Regla de logaritmo para integracion.
= In(x?) + C Propiedad de los logaritmos.

Como x* no puede ser negativa, el valor absoluto no es necesario en la forma final de la
primitiva o antiderivada.

EJEMPLO 2 Uso de la regla de logaritmo con cambio de variables

1
Hallar f I 1 dx

Solucion  Si se toma u = 4x — 1, entonces du = 4 dx.

1 1 1
f4x 1 dx = 4f<4x — 1>4 dx Multiplicar y dividir entre 4.

11
=—|—du Sustituir u = 4x — 1.
4] u
1
= Z ln|u| +C Aplicar la regla de logaritmo.
1
= Z ln|4x - l| +C Sustitucion regresiva.
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En el ejemplo 3 usar la forma alternativa de la regla de logaritmo. Para aplicar esta regla,
buscar cocientes en los que el numerador sea la derivada del denominador.

EJEMPLO 3 Calculo de un area con la regla de logaritmo

Encontrar el drea de la region limitada por la gréfica de

eleje xy larectax = 3.

Solucion En la figura 5.8 se puede observar que el area estd dada por la integral definida

3
X
sz-l- ldx'

Si se toma u = x* + 1, entonces u’ = 2x. Para aplicar la regla de logaritmo, se debe mul-
tiplicar y dividir entre 2 como se muestra.

3 3
X 1 2x
Lx2+ 1dx_2f0x2+ &
| 3
= — 2+
2[ln(x 1)]0

= %(ln 10 —In1)

Multiplicar y dividir entre 2.

J%dx = Inju| + C

1

= Eln 10 Inl1=0
~ 1.151
EJEMPLO 4 Integracion de cocientes para la regla de logaritmo
3x2 + 1 5
a) 3 dx=ln|x‘+x|+C u=x+x
x> +x
2
b) fsecxdx = In|tan x| + C u = tan x
tan x
x+ 1 12x+2
) Jx2+2xdx_2jx2+2xdx =k
= %ln|x2 +2x| + C
1 1 3
d) f3x+2dx_3f3x+2dx u=3x+2

=%1n|3x+ 2|+ C

Con antiderivadas o primitivas que contienen logaritmos es facil obtener formas que
parecen diferentes, pero que son equivalentes. Por ejemplo, las siguientes son equivalentes
a la antiderivada o primitiva que aparece en el ejemplo 4d.

In|Gx +2)3| +C 'y Inf3x+2|3+C
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TECNOLOGIA  Si se tiene
acceso a un sistema algebraico por
computadora, se puede usar para
resolver las integrales indefinidas
de los ejemplos 5 y 6. Comparar
las formas de las primitivas dadas
con los resultados obtenidos en los
ejemplos 5 y 6.

Las integrales a las que se aplica la regla de logaritmo aparecen a menudo disfrazadas.
Por ejemplo, si una funcién racional tiene un numerador de grado mayor o igual que el
del denominador, la divisiéon puede revelar una forma a la que se pueda aplicar la regla de
logaritmo. Esto se muestra en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5 Usar divisién larga antes de integrar

24 x4
Hallar |[©F X+ 1,0
x2+1

Solucién Primero se utiliza la divisién larga para reescribir el integrando.

1
x2+x+1 = RH1)2+x+1 . X
x2+1 x2 +1 x2+1
X

Ahora, se puede integrar para obtener

2
x>+ x+1 X
f 2+ 1 dx = f(l + 2+ 1> dx Reescribir usando la divisién larga.
1 2x
= fdx + Zsz +1 dx Reescribir como dos integrales.
1 2

=x+ Eln(x +1)+ C. Tntegrar.

Verificar este resultado por derivacidn para obtener el integrando original. ——

El siguiente ejemplo presenta otro caso en que el uso de la regla de logaritmo estd dis-
frazado. En este caso, un cambio de la variable ayuda a reconocer la regla de logaritmo.

EJEMPLO 6 Cambio de variable con la regla de logaritmo

dx.
allar ( 1)2

Solucién Sisetomau = x + 1, entonces du = dxyx = u —1.

L dx = M du Sustituir.
(x + 1)? u?
— f(u _ l) du Reescribir como dos fracciones.
2 2
u u
du _ e e
=2|— —2u?du Reescribir como dos integrales.
u
!
=2 ln|u| — 2<71> + C Integrar.
2 Lo
=2 1n|u| +=Z4+C Simplificar.
u
2 L .
=2 1n|x + 1| —+ Tl + C Sustitucion regresiva.
X
Comprobar este resultado por derivacién para obtener el integrando original. ——



Tener en cuenta
que se puede comprobar la respuesta de
un problema de integracion al derivar la
respuesta. Como se ve en el ejemplo 7,
la derivada de y = In|ln x| + Ces
y' =1/(xInx).
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Al estudiar los métodos mostrados en los ejemplos 5 y 6, estd claro que ambos métodos
involucran reescribir el integrando disfrazado ajustdndolo a una o mds férmulas bdsicas
de integracién. En las préximas secciones del capitulo 5 y en el capitulo 8, se estudiaran
ampliamente las técnicas de integracion. Para dominar estas técnicas, se requiere reconocer
la naturaleza de “probar y errar” de la integracion. En este sentido, la integracién no es tan
directa como la derivacién. La derivacion se plantea asi:

“He aqui la pregunta; ;cudl es la respuesta?”
La integracidén viene a ser mas bien
“He aqui la respuesta; ;cudl es la pregunta?”

Las siguientes son estrategias que se pueden usar para la integracion.

Estrategias para la integracion

1. Memorizar una lista basica de férmulas de integracion. (Incluyendo las dadas en
esta seccion, ya disponemos de 12 férmulas: la regla de la potencia, la regla de
logaritmo y 10 reglas trigonométricas. Al final de la seccion 5.7 la lista se ampliara
a 20 reglas basicas.)

2. Buscar una férmula de integracion que se parezca total o parcialmente al inte-
grando, y por prueba y error elegir una u que ajuste el integrando a la férmula.

3. Sino se puede hallar una sustitucién # adecuada, intentar transformar el integran-
do, mediante identidades trigonométricas, multiplicacién y division por la misma
cantidad, o suma y resta de una misma cantidad. Se requiere ingenio.

4. Si se tiene acceso a un software de computadora que resuelva antiderivadas, es
conveniente usarlo.

EJEMPLO 7 Sustitucion uy la regla de logaritmo

Resolver la ecuacion diferencial 4 = #
dx xInx

Solucién La solucién se puede escribir como una integral indefinida.

1
- fxlnxdx

Como el integrando es un cociente con denominador de potencia 1, se puede intentar utilizar
la regla de logaritmo. Hay tres formas posibles para u. La formau = xy u = x In x, no logra
ajustarse a la forma u’/u de la regla de logaritmo, sin embargo, la tercera forma sf se ajusta.
Siu = In x, entonces u” = 1/x, se obtiene lo siguiente.

1 1/x o .
dx = L dx Dividir numerador y denominador por x.
xInx In x
u’ .
= | —dx Sustituir u = In x.
u
= ln|u| + C Aplicar regla de logaritmo.
= ]n|]n x| + C Sustitucion regresiva.

Por tanto, la solucién es y = In|ln x| + C.
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Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

Integrales de funciones trigonométricas

Enlaseccion 4.1 se estudiaron seis reglas de integracion trigonométrica, las seis que corres-
ponden directamente a reglas de derivacién. Con la regla de logaritmo, se puede completar
el conjunto de reglas bésicas de integracién trigonométrica.

EJEMPLO 8 Uso de identidad trigonométrica

Hallar f tan x dx.

Solucién Esta integral no parece ajustarse a ninguna de las reglas bésicas de la lista. Sin
embargo, al utilizar una identidad trigonométrica se tiene

sen x
f tan x dx = f dx
coS x

Sabiendo que D, [cos x] = —sen x, tenemos u# = cos x y escribimos

—sen x ) ) )
tanxdx = — | —dx Identidad trigonométrica.
COS X
u’ o
= —|—dx Sustituir u = cos x.
u
= —1n|u| + C Aplicar regla de logaritmo.
= —1n|cos x| + C. Sustitucion regresiva. ——

En el ejemplo 8 se usé una identidad trigonométrica para derivar una regla de inte-
gracién de la funcién tangente. En el siguiente ejemplo, se efectia un paso algo inusual
(multiplicar y dividir entre una misma cantidad) para llegar a una férmula de integracién
para la funcién secante.

EJEMPLO 9 Obtencion de la férmula para secante

Hallar J sec x dx.
Solucién Considerar el siguiente procedimiento.
sec x + tan x
sec x dx = | sec x<7> dx
sec x + tanx
_[sec?x + sec xtan x
sec x + tan x

Al tomar u como el denominador de este cociente se obtiene

u=secx +tanx > u’ =secxtanx + secx.

Asi, se puede concluir que

sec? x + sec x tan x o
sec x dx = dx Reescribir el integrando.

secx + tan x

u’ .
= |—dx Sustituir ¥ = sec x + tan x.
u
= ln|u| + C Aplicar regla de logaritmo.
= In|sec x + tanx| + C. Sustitucion regresiva.
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Con los resultados de los ejemplos 8 y 9, se dispone de las féormulas de integracion de
sen x, cos x, tan x y sec x. Las seis reglas trigonométricas se resumen a continuacién. (Las
demostraciones de cot u y csc u se dejan como ejercicios 91 y 92.)

Al utilizar las identidades
trigonométricas y las propiedades de
los logaritmos, se pueden reescribir
esas seis reglas de integracion de otras f senudu = —cosu + C f cosudu = senu + C
maneras. Por ejemplo,

Integrales de las seis funciones trigonométricas basicas

fcscudu = Infesc u — cotu| + C. ftanudu = —In|cos u| + C fcotudu = In|senu| + C

(Ver los ejercicios 93 a 96.) ] fsec udu = In|secu + tanu| + C fcsc udu = —In|cscu + cotu| + C

EJEMPLO 10 Integracion de funciones trigonométricas

/4
Evaluar f V1 + tan? x dx.
0

Solucién  Si 1 + tan®x = sec? x, se puede escribir

/4 /4
J V1 + tan® x dx :J Vsec? x dx
0 0
/4
ZJ sec x dx secx = 0 para 0=x=2
o 4

/4
= In|sec x + tanx|]
0

=In(V2+1)—In1
~ 0.881.

EJEMPLO Il Encontrar un valor promedio

Encontrar el valor promedio de f(x) = tan x en el intervalo [O, Zﬂ

Solucién
1 /4 | b
Valor promedio =— ) o= A dy
p (m/4) — 0 J, tan x dx Valor promedio = a,[, F(x) dx.
4 /4
=— tan x dx Simplificar.
TJo
4 /4
Y = *I: - ln|cos x|:| Integrar.

a 0

1 4. (V2
2 - -] —
f() = tan x = W[ln( 5 > 1n(1)]
Valor promedio = 0.441 4 ( \/§>

1+ = ——]
N2

v

U

0.441

ENEE

El valor promedio estd alrededor de 0.441, como se muestra en la figura 5.9.
Figura 5.9 —
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En los ejercicios 1 a 26, encontrar la integral indefinida.

o
X
1
3.
Jx+ldx
1
f2x+5d
X
7. fx2_3dx
43 +3
Jx4+3xdx
2 _
11. fx % dx
X
x2+2x+3
13. fx3+3x2+9xdx
x2—=3x+2
15. f T dx
3_ 2.2
17. fwdx
x—3
x*+x—4
19. fiudx
2
a1, f(lnx)
23. ——dx
f\/x+l
25. 2y

(= 1)?

2.

4.

6.

8.

10.

12.

1

16.

18.

20.

22.

24.

26.

gl

1*de
X

1
Jx*de

1
f4fzxdx

$2
fS_x3dx

X = 2x

fx3—3x2dx
[

9 —x2

x(x + 2) .
X +3x2 -4

22+ —
Jx Tx de
x—2
x3 _6x_20dx
x+5
X —3x2+4x—9d
243 *

fx In x3 3
1
f 231 + x1/3) dx

J( 1)3

En los ejercicios 27 a 30, hallar la integral indefinida por
sustitucion u. (Sugerencia: Tomar u como el denominador del
integrando.)

|
27, |——ud
J’1+\/2xx
29, f VX
Jx =3

28.

jﬁdx

En los ejercicios 31 a 40, encontrar la integral indefinida.

31.

33.

35.

37.

39.

40.

0
t—do
fco 3
fcchxdx
f(cos30— 1)de
f cos t dt
1 +sent
fsecxtanxdx
secx — 1

f (sec 2x + tan 2x) dx

32.

34.

36.

ftan 56 d6

fsec%dx
0
f<2 - tanz) do

2
csc ¢
dt
cott

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

Iml Ejercicios

HF En los ejercicios 41 a 46, resolver la ecuacion diferencial. Usar una
herramienta de graficacion para representar tres soluciones, una
de las cuales tiene que pasar por el punto indicado.

41.

43.

45.

46.

dy
dx

d _

dx

as
do

ar _

dt

4

= (1,2)

3
2 —x

= tan 20,

sec? t

tant + 1’

(1,0)
0,2)

(m,4)

dy
Q2
4“4

dy _

— g, (_1’0)
X

2x
2 -9

(0,4)

=2 =1 ) =

47. Determinar la funcién f si f(x)

x> 0.

*(xj.il)z - 2, f(2) = 3,

48. Determinar la funcién f si f"(x) =

f(2)=0,x> L

fq" Campos de pendientes En los ejercicios 49 a 52, se da una ecuacion

diferencial, un punto y un campo de pendientes. @) Trazar dos
soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial del campo de
pendientes, una de las cuales pase por el punto indicado. b) Hallar
por integracion la solucion particular de la ecuacion diferencial
y representarla en una herramienta de graficaciéon. Comparar el
resultado con los trazos del apartado a).

49. — =

0,1) 50, 2 =12

N e —
N — —
\N—r e~
\ — —

—— - — — —

—— e — —

\———c—r—r—r—-—-35
N
\N——r e~ —
\@®—— - — —
\N——r e —

N - —

51. Q=l+l, (1, 4) 52. @zsecx,
X dx

0, 1)

A+ /8/////7777 77
1 /7777777777
3117777777777
[ /17777777777
241/ /7SS
117777777777
\+/ /77777777777
1 /7777777777
A—~A—AAF—FHFAHFF X
/1 /17777777776
-1/ /7777777777
117777777777
2411777777777/



En los ejercicios 53 a 60, calcular la integral. Verificar el resultado
con una herramienta de graficacion.

4 5 1 1
53. d 54.
J03x+1 * f,12x+3dx
e 2 e2
55. J (CRALE) N 56. f dx
1 x . XInx
2y2—2 'x—1
57'f0x+ldx SS'Lx-i—ldx
21 — cos 6 0-2
59. f —db 60. f (csc 20 — cot 20)* do
;. 0 — senf 0.1

@D En los ejercicios 61 a 66, usar un sistema algebraico por compu-
tadora para hallar o evaluar la integral.

1 1 - Vx
1. —Fd. 2. d
6 fl + L 6 f] + L
2

63 [~ 4 64. J T ax

x— 1 x— 1

/2 /4 2, _ 2
65. J (csc x — senx) dx 66. J SeNX T COS X

/4 —m/4 COS x

En los ejercicios 67 a 70, encontrar F'(x).

6. F(x)=j %dz 68. F(x)zf an ¢ dt
]3)(1 ())czl

69. F(x)=j L 70. F(x)=f L
1 1

Aproximacion En los ejercicios 71 y 72, determinar el valor que
mejor aproxima el area de la region entre el eje x y la grafica de
la funcion en el intervalo dado. (Basar la eleccion en un esbozo de
la region y no en calculos.)

71. f(x) = secx, [0,1]

a) 6 b) —6 c) 3 d) 1.25 e) 3
2
72. f(x):xzjf o [0.4]
a) 3 b) 7 c) —2 d) 5 e) 1

Area Enlos ejercicios 73 a 76, calcular el drea de la regién dada.
Verificar el resultado con una herramienta de graficacion.

6
73. y=- 74, y =
Y X Y xInx
y y
°T 4
4Ak
— 3Ak
2+
T .
I B e e o B S Ry
-2 + 2 4 6 1+
_2Ak
I Bt —x
1 2 3 4
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sen x

75. y =tanx 76. =—
1 + cosx

\

B O L -

] ]
T T

I

I

I

I

I

I

I

F——>x +
T L1
2

I

I

I

I

7ttt x
-7 Y A
2
—1+

Area Enlos ejercicios 77 a 80, calcular el drea de la region deli-
mitada por la grafica de las ecuaciones. Verificar el resultado con
una herramienta de graficacion.

2 +

77 y:x 4,x:1,x:4,y:0
X
J’_

78 y=xx6,x=1,x=5,y=0

79 y=2secx=0,x=2y=0
80. y=2x—t@n03x,x=1,x=4y=0

Integracion numérica Enlos ejercicios 81 a 84 usar la regla de los
trapecios y la regla de Simpson para aproximar el valor de la inte-
gral definida. Tomar n = 4 y redondear la respuesta a 4 decimales.
Verificar el resultado con una herramienta de graficacion.

5 4
12 8x
81. = 82.
J; . dx L 214 dx
6 /3
83. f In x dx 84. f sec x dx
2 —/3

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 85 a 88, especificar la formula de integracion
adecuada. No integrar.

ss.fg/;cdx ss.J X i

x2+ 4

2
87. | = 88. XX
fx2+4dx ftanxdx

89. Encontrar un valor de x, tal que f 3 dt = f 1 dt.
1 ! 14 1

Para discusion

90. Encontrar un valor de x tal que

1
[ta
1t

esigualaa)IlnSyb) 1.
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91. Mostrar que f cotu du = In|senu| + C.

92. Mostrar quefcsc udu = —In|cscu + cotu| + C.

En los ejercicios 93 a 96, mostrar que las dos formulas son equi-
valentes.

93. ftanxdx = —In|cos x| + C
tan x dx = In|sec x| + C
94. |cotxdx = In|sen x| + C
cotxdx = —In|esc x| + C
95. [secxdx = In|secx + tanx| + C
secxdx = —In|secx — tanx| + C

96. |cscxdx = —In|cscx + cotx| + C

—_— e e

cscx dx = In|csc x — cotx| + C

En los ejercicios 97 a 100, encontrar el valor promedio de la funcién
sobre el intervalo dado.

97. f) =5 [2.4] 98. s ="t [y

y y
77 -+
67 -+
57 -+
47 -+
3, 4
] I
. .

— ap

—4-3-2-1 | ol

9. f0) == [Lel 100, f(x) = sec T [0,2]

101. Crecimiento de una poblacion Una poblacion de bacterias
cambia a una razén

dP 3000

dr 1+ 025¢

donde ¢ es el tiempo en dias. La poblacién inicial (cuando ¢ = 0)
era 1 000. Escribir una ecuacién que describa la poblacién en
cualquier instante ¢ y calcular la poblacién cuando ¢ = 3 dias.

102. Transferencia de calor Calcular el tiempo requerido para
enfriar un objeto de 300 a 250° F al evaluar

_ 10"

"2l 710097

donde ¢ es el tiempo en minutos.

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

103. Precio promedio Laecuacion parala demanda de un producto
es
90 000

P 7400 + 3x

Calcular su precio promedio en el intervalo 40 = x = 50.

104. Ventas Larazén de cambio en las ventas S es inversamente
proporcional al tiempo 7 (> 1) medido en semanas. Encontrar
S en funcidn de ¢, si las ventas después de 2 y 4 semanas son
200 y 300 unidades, respectivamente.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 105 a 108, determinar si
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
dar un ejemplo que confirme que es falsa.

105. (Inx)'/2 = X(Inx)
106. [Inxdx= (1/x) + C

107. Jidx: In|cx|, ¢#0

2 2
108. f ;dx = [ln|x|] =In2—-Inl=1n2
—1 -1

fﬂi‘_’ 109. Trayectoria ortogonal

a) Usar una herramienta de graficacion para la ecuacién
2x* —y* = 8.
b) Evaluar la integral para encontrar y* en términos de x.

y2 — e—f(l/x) dx

Para un valor particular de la constante de integracion,
graficar el resultado en la misma ventana usada en el
apartado a).

¢) Verificar que las tangentes para las graficas en los apartados
a) y b) son perpendiculares a los puntos de interseccion.

110. Graficar la funcién
X
1 + x2

f&) =

en el intervalo [0 , ©0).
a) Encontrar el drea delimitada por la gréifica de f y la recta
1
Y =2x
b) Determinar los valores de la pendiente m en los que la
recta y = mx y la gréifica de f estdn incluidos en la region
finita.

¢) Calcular el 4rea de esta regién como una funcién de m.

111. Desigualdad de Napier Para O < x <y, mostrar que

1 Iny—Inx 1
- <
y y—x x

112. Probar que la funcién

es constante en el intervalo (0, ©0).
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Im Funciones inversas

Dominio de f/ = recorrido o rango de /™!

Dominio de /~!' = recorrido o rango de f

Figura 5.10

EXPLORACION

Cdlculo de las funciones inversas
Explicar como “deshacer” lo que
hace cada una de las siguientes
funciones. Usar la explicacion para
escribir la funcién inversa de f.

a) fx)=x—15
b) f(x) = 6x

o) f) =7

d f(x) =3x+2
e) flx)=x°

D &) =4x-2)

Usar una herramienta de graficacién
para representar cada funcién junto
con su inversa. ;Qué observacion se
puede hacer acerca de cada par de
graficas?

B Verificar que una funcién es la inversa de otra.
B Determinar si una funcion tiene una funcion inversa.
® Encontrar la derivada de una funcién inversa.

Funciones inversas

Recordar de la seccidon P.3 que una funcién se puede representar por un conjunto de pares
ordenados. Por ejemplo, la funcién f(x) =x + 3de A = {1,2,3,4} en B = {4,5,6,7},
se puede escribir como

f:A(1,4),(2,5), (3, 6), (4. D}.

Por el intercambio de la primera y segunda coordenadas de cada par ordenado se puede
formar la funcién inversa de f. Esta funcion se denota por f~!. Esta es una funcién de B
en A, y se escribe como

f1{4 D, (5,2),(6,3), (7,4}

Notar que el dominio de f es el recorrido o rango de f~!, y viceversa, como se ilustra en la
figura 5.10. Las funciones fy f~' tienen el efecto de “deshacer” cada una a la otra. Esto es,
al componer fcon f~! 0 la composicion de f~! con f, se obtiene la funcién identidad.

ffFy=x y fIfx)=x

DEFINICION DE FUNCION INVERSA

Una funcidn g es la funcion inversa de la funcion f si

f(g(x)) = x para todo x en el dominio de g

g(f(x)) = x para todo x en el dominio de f.

La funci6n g se denota por ! (se lee como “inversa de ).

[li"'® Aunque la notacién utilizada para la funcién inversa se parece a la notacion exponencial, es
un uso distinto del —1 como superindice. Esto es, en general, f ' (x) # 1/f(x). |

He aqui algunas observaciones relevantes acerca de las funciones inversas.

=

Si g es la funcién inversa de f, entonces f es la funcion inversa de g.

2. El dominio de f~! es igual al recorrido o rango de f y el recorrido o rango f~' es
igual que el dominio de f.

3. Una funcién puede no tener funcién inversa, pero si la tiene, la funcién inversa es

Unica (ver el ejercicio 108).

Se puede pensar en f~!' como una operacién que deshace lo hecho por f. Por ejemplo,
la resta deshace lo que la suma hace, y la divisién deshace lo que hace la multiplicacion.
Usar la definicién de funcién inversa para comprobar:
son funciones inversas una de la otra.

ff'{x)y=x—c

_ X . .
fYx) ==, ¢ # 0, son funciones inversas una de la otra.
c

fo=x+c 'y

fx) =cx y
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y=x
2Ak
g0 = /x5
2 1 ,
} —+—H f—x
-2 /-/1 2
foy=2x>-1
_ZAV

£y gson funciones inversas una de la otra
Figura 5.11

I X
La grafica de /' es un reflejo de la grafica

de fenlarectay = x
Figura 5.12

EJEMPLO I Comprobacion de funciones inversas

Demostrar que las funciones siguientes son mutuamente inversas.

5 _ 3)c-l—l
f=20—1 y  g)= "5

Solucion  Como el dominio y el recorrido o rango de f'y g son todos los niimeros reales,
se puede concluir que las dos funciones compuestas existen para todo x. La composicién
de f con g se da por

f(g(x))=2<3 ! ) -1

x+1
_2< > )‘1

=x+1-1

= X.

La composicién de g con fes

— 3 M
() = ;

3

2

3

= 3x

= X.

Puesto que f(g(x)) = xy g (f(x)) = x, se puede concluir que fy g son inversas una de otra
(ver la figura 5.11). —

En el ejemplo 1, comparar las funciones f y g en forma verbal.

Para f: Primero elevar x al cubo, luego multiplicar por 2, y después restar 1.

Para g: Primero sumar 1, después dividir entre 2, y luego sacar raiz cibica.

(Se ve como se “deshace el proceso”?

En la figura 5.11, las graficas de f y g = f~! parecen el reflejo una de la otra respecto
alarectay = x. La grifica de f~' se obtiene reflejando la de f en la linea y = x. Esta idea
generaliza el siguiente teorema.

TEOREMA 5.6 PROPIEDAD DE REFLEXION DE LAS FUNCIONES INVERSAS

La gréfica de f contiene el punto (a, b) si y sélo si la grafica de f~' contiene el punto
(b, a).

Si (a, b) estd en la gréfica de f, entonces es f(a) = by se puede escribir
[710) = (fa) = a

De forma que (b, a) estd en la grafica de f~!, como se muestra en la figura 5.12. Un argu-
mento similar demuestra el teorema en la otra direccién.




fla) =f(b)

/

b

1

1

1

1

1

1

1

1

1
a

Si una recta horizontal corta dos veces la
grafica de f, entonces f no es inyectiva
Figura 5.13

a) Dado que f es creciente en todo su
dominio, tiene funcion inversa

y

3A

f(x)=x3—x+12A

b) Dado que f no es inyectiva, no tiene
una funcion inversa
Figura 5.14
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Existencia de una funcion inversa

No todas las funciones tienen funcién inversa; el teorema 5.6 sugiere un criterio grafico
para aquellas que lo son: el criterio de la recta horizontal para una funcién inversa. Esta
prueba establece que la funcidn f tiene inversa si y sélo si toda recta horizontal corta a la
grafica de f a lo mds en sélo un punto (figura 5.13). El siguiente teorema explica por qué
la prueba de la recta horizontal es valida. (Recordar de la seccién 3.3 que la funcién es
estrictamente mondtona si ésta es creciente o decreciente en todo su dominio.)

TEOREMA 5.7 EXISTENCIA DE LA FUNCION INVERSA

1. Una funcion tiene funcion inversa si y s6lo si es inyectiva.
2. Sifes estrictamente mondtona en todo su dominio, entonces ésta es inyectiva y,
por tanto, tiene inversa.

DEMOSTRACION ) Para demostrar la segunda parte del teorema, recordar de la seccién P.3
que fes inyectiva si para x, y x, en su dominio

X Fx, > fleg) # flx,)

Abhora, se escoge x, y x, en el dominio de f. Si x; # x,, entonces, como f es estrictamente
mondtona, se deduce que

f(xl) < f(xz) Y f(xl) > f(xz)-

En cualquier caso, f(x) # f(x,). Por tanto, f es inyectiva en el intervalo. La demostracion
de la primera parte del teorema se deja como ejercicio (ver el ejercicio 109). ——

EJEMPLO 2 Existencia de la funcién inversa

(Cudl de las funciones tiene inversa?

a) fx)=x*+x-1 by f)=x*—-x+1

Solucion

a) Enlafigura 5.14a se observa una grafica de f, que aparenta que f es creciente en todo
su dominio. Para verificar esto, notar que su derivada, f'(x) = 3x> + 1, es positiva
para todos los valores reales de x. Por tanto, f es estrictamente monétona y debe
tener una funcién inversa.

b) Enla figura 5.14b se observa una gréfica de f, en la que se puede ver que la funcién
no satisface el criterio de la recta horizontal. En otras palabras, no es inyectiva. Por
ejemplo, f toma el mismo valor cuandox = —1,0y 1.

F=1) = f(1) = f0)=1 No inyectiva.

En consecuencia, por el teorema 5.7, f no admite inversa. —

\11'W Suele ser mds fécil probar que una funcién tiene funcién inversa que hallarla. Por ejemplo,
seria algebraicamente dificil hallar la funcién inversa del ejemplo 2a. |
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’

El dominio de /=, [0, ©0) es el recorrido o
rango de f
Figura 5.15

A continuacién se sugiere un procedimiento para encontrar la funcién inversa de una
funcioén.

Estrategia para hallar la inversa de una funcién

. Utilizar el teorema 5.7 para determinar si la funcién dada y = f(x) tiene inversa.
. Despejar x como funcién de y: x = g(y) = f~'(y).

. Intercambiar x y y. La ecuacion resultante es y = f~'(x).

. Definir como dominio de f~' el recorrido de f.

. Verificar que f(f~'(x)) =xy f~'(f(x)) = x.

N A W N -

EJEMPLO 3 Calculo de la inversa de una funcién

Hallar la funcion inversa de
flx) = V/2x — 3.

Solucién De la grafica de fen la figura 5.15, aparece que f se incrementa sobre su dominio

1
entero |, o0 |. Para verificar esto, observar que f’(x) = ————= es positivo sobre el
2 we S0 = =3 P

dominio de f. Asi, f'es estrictamente mondtona y debe tener una funcién inversa. Para en-
contrar una ecuacién para la funcién inversa, sea y = f(x) y despejar x en términos de y.

V2x —3 = y Hacer y = f(x).

2x —3 = y2 Elevar al cuadrado.
_y’+3 ,
X = ) Despejar x.
x>+ 3
y = ) Intercambiar x y y.
x>+ 3

) =

Sustituir y por f~!(x).

El dominio de f~! es el recorrido o rango de f, que es [0, ©). Se puede verificar este re-
sultado como sigue.

) = T2 - 5= =k k2o
2
ey = WIS _aaea L —

il Recordar que se puede utilizar cualquier letra para representar la variable independiente.
Asi,

B _ y2+3
=2
i =222
) =532

representan la misma funcidn. |



1
1
|
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1
1
1
1

f(x)=senx

fes inyectiva en el intervalo [— /2, 7/2]
Figura 5.16

EXPLORACION

Graficar las funciones inversas

f6) = 53

gx) = 3113

Calcular la pendiente de fen (1, 1),
(2,8)y (3,27), y la pendiente de g
en (1, 1),(8,2)y (27, 3). {Qué se
observa? ;Qué ocurre en (0, 0)?
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El teorema 5.7 es titil en el siguiente tipo de problemas. Supdngase una funcién que
no es inyectiva en su dominio. Al restringir el dominio a un intervalo en que la funcién sea
estrictamente mondtona, se obtiene una nueva funcién que ya es inyectiva en el dominio
restringido.

EJEMPLO 4 Analizar si una funcion es inyectiva

Demostrar que la funcién
f(x) = senx

no es inyectiva en toda la recta real. Después demostrar que [— /2, /2] es el intervalo
mads grande, centrado en el origen, en el que f es estrictamente mondtona.

Solucion  Es claro que f no es inyectiva, ya que muchos valores diferentes de x dan un
mismo valor de y. Por ejemplo,

sen(0) = 0 = sen(m).
Ademds, f es creciente en el intervalo abierto (—/2, 7/2), porque su derivada
f/(x) = cos x

es positiva en €l. Por dltimo, como en los puntos terminales a la derecha y a la izquierda
hay extremos relativos de la funcién seno, se puede concluir que la funcién f es creciente
en el intervalo cerrado [—r/2, 7/2] y que en cualquier otro intervalo mayor, la funcién no
es estrictamente monétona (ver la figura 5.16). ——

Derivada de la funcion inversa

Los dos teoremas siguientes discuten la derivada de las funciones inversas. El razonamiento
del teorema 8 se sigue de la propiedad reflexiva de la funcién inversa, como se muestra en
la figura 5.12. En el apéndice A pueden verse las demostraciones de los dos teoremas.

TEOREMA 5.8 CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD DE LAS FUNCIONES INVERSAS

Sea f una funcién cuyo dominio es un intervalo /. Si f tiene una funcion inversa,
entonces los siguientes enunciados son verdaderos.

1. Si f es continua en su dominio, entonces f~' es continua en su dominio.

2. Si f es creciente en su dominio, entonces f~! es creciente en su dominio.

3. Si f es decreciente en su dominio, entonces f! es decreciente en su dominio.
4. Si f es derivable en c y f'(c) # 0, entonces f! es derivable en f(c).

TEOREMA 5.9 LA DERIVADA DE UNA FUNCION INVERSA

Sea f una funcion derivable en un intervalo /. Si f tiene una funcién inversa g, entonces
g es derivable para todo x tal que f'(g(x)) # 0. Ademas,

7/, —_— 1 /|
g'lx) = )’ F(g(x)) # 0.
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3+

2+

Las graficas de las funciones inversas /'y
/™! tienen pendientes reciprocas en los
puntos (a, b) y (b, a)

Figura 5.17
y
10+
m=64 (3,9
81 fx)=x?
6 —
flw=vx
4*(2’4) m=4 m=%
4,2) X
.1 2, — ©.3)
m= Z
} } } } }
2 4 6 8 10

En (0, 0), la derivada de fes 0, y la deriva-
dade /" no existe
Figura 5.18

EJEMPLO 5 Calculo de la derivada de una funcién inversa

Sea f(x) = 1x3 + x — 1.

a) ;Cudles el valor de f! (x) para x = 3?
b) Cudles el valor de (f7!)'(x) parax = 3?

Solucion Notar que f es una funcidn inyectiva, asi que tiene una funcién inversa.

a) Como f(x) = 3 cuando x = 2, se sabe que f71(3) = 2.
b) Como la funcién f es derivable y tiene inversa, se puede aplicar el teorema 5.9 (con
g = f ")y seescribe

(F)G) ! !

CFUTR) )
Ademds, usando f'(x) = § x> + 1, se concluye que

(F)G3) = = ! !

i1 &

En el ejemplo 5, notar que la pendiente en el punto (2, 3) de la graficade fes4 yla
pendiente de ! en el punto (3, 2) es 1 (ver la figura 5.17). Esta relacion reciproca (que se
sigue del teorema 5.9) puede escribirse como se muestra.

Siy = g(x) = f'(x), entonces f(y) =x y f(y) :;L;C
dy 1 1 1

80 = T )~ P~ /)

. El teorema 5.9 dice que

ay__1
dx dx/dy’

Asi que,

EJEMPLO 6 Las graficas de las funciones inversas tienen pendientes
reciprocas

Sea f(x) = x> (parax = 0)y [~ '(x) = Vx. Probar que las pendientes de las graficas de fy
/! son reciprocas en los puntos siguientes.

a) 2,49y 42 b) 3.9y 9.3

Solucién Las derivadas de fy f~! estdan dadas por
1
2%

a) En (2,4), la pendiente de la graficade fes f'(2) = 2(2) = 4. En (4, 2) la pendiente
de la graficade f~'es

flx) = 2x y (=

1 —_—

1 1

NE4)=—e==—x =

(PO =5 == 352

b) En el punto (3, 9), la pendiente de la grafica de fes f'(3) = 2(3) = 6. En (9, 3), la
pendiente de la grifica de f~' es

1 1 1

(1) = 2 /5 = 23) =5

Asi, en ambos casos, las pendientes son reciprocas, como ilustra la figura 5.18.



Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 8, mostrar que f y g son funciones inversas
a) analiticamente y b) graficamente.

1. f(x)=5x+1, glx) = z ; !
2. f(x) =3 — 4x, glx) = 3 ;x
3.0 fly) =23 gl) = Ix
4. f(x)=1—x3, gx) =31 —x
5. flx) = Vx—4, gx)=x2+4, x=0
6. flx)=16—x% x=0, gx) = V16 — x
1 1
7. fW) =" g =~
8. f(x)=1+x, x =0, g(x)=l;x, 0<x=<1

En los ejercicios 9 a 12, relacionar la grafica de la funcion con la
grafica de su inversa. [Las graficas de las funciones inversas estan
rotuladas a), b), ¢) y d).]

a) y b) y
SA
4 6
3+ 4
2 2
14 —t ———>x
—4 -2 4 6 8
3-2-1 | 4
C) y d) y

=

10. y

£ -4 -2 2 4 6 8

11. y 12. y
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Funciones inversas

FIF En los ejercicios 13 a 22, usar una herramienta de graficacion
para representar la funcion. Entonces, usar la prueba de la recta
horizontal para determinar si la funcion es inyectiva en su dominio
entero y asi tiene una funcién inversa.

13. f)=3x+6 14. f(x) =5x—3
2
15. f(6) =sen6 16. f(x) = x2x+ Z
1 1
17. h(s) = m -3 18. g(t) = ﬁ
19. f(x) =Inx 20. f(x) =5xJ/x—1
21. glx) = (x +5)° 22. h(x)=|x + 4| — |x — 4|

En los ejercicios 23 a 30, a) encontrar la funcion inversa de f, b)
graficar fy f~! sobre la misma configuracion de ejes coordenados,
¢) describir la relacion entre las graficas y d) establecer el dominio
yelrangodefyf .

23. f(x) =2x—3

24. f(x) =3x

25, flx) =x°

26. flx) =x>—1

27. flx) = Vx

28. flx)=x% x=0

20, fx)=V4—-x2, 0<sx<2
3. fx)=Vx2—4, x=2

FlF En los ejercicios 31 a 36, a) encontrar la funcién inversa de f.
b) Usar una herramienta de graficacion para representar fy f~!
en la misma pantalla. ¢) Describir la relacion entre las graficas
y d) establecer el dominio asi como el recorrido o rango de f'y

.

3. fx)=Ix—1
33, flx)=x¥3, x>0

32, f(x) =3Y2x—1
34, f(x) = x5
35. f(x) = ﬁ

36. f) =" : 2

En los ejercicios 37 y 38, usar la grafica de la funciéon f para hacer
una tabla de valores para los puntos dados. Entonces, hacer una
segunda tabla que pueda usarse para encontrar f~! y bosquejar
la grafica de f~'.

37. y

(=2}

—_— N W

123456
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39. Costo Supodngase que se necesitan 50 libras de dos productos
que cuestan $1.25 y $1.60 por libra.

a) Verificar que el costo total es y = 1.25x + 1.60(50 — x),
donde x es el nimero de libras del producto mds barato.

b) Encontrar la funcién inversa de la funcién costo. ;Qué
representa cada variable en la funcién inversa?

¢) (Cudles el dominio de la funcién inversa? Validar o explicar
el resultado a partir del contexto del problema.

d) Determinar el nimero de libras del producto mds barato si
el costo total es de $73.

40. Temperatura La temperatura C = §(F — 32), donde F =
—459.6, representa la temperatura C en grados Celsius como
una funcién de la temperatura F en grados Fahrenheit.

a) Encontrar la funcién inversa de C.

b) (Qué representa la funcién inversa?

¢) Determinar el dominio de la funcién inversa. Validar o
explicar el resultado con el contexto del problema.

d) La temperatura es de 22° C. ;Cudl es la temperatura co-
rrespondiente en grados Fahrenheit?

En los ejercicios 41 a 46, usar la derivada para determinar si la
funcion es estrictamente monétona en su dominio completo y, por
tanto, tiene una funcion inversa.

41. f)=2—-—x—-x°

4

42. f(x) = x> — 6x% + 12x

X

43 fl) =722 M4, f)=x+a?+b
45. f(x) = In(x — 3) 46. f(x) = cos%x

En los ejercicios 47 a 52, mostrar que f es estrictamente monétona
en el intervalo dado y, por tanto, tiene una funcién inversa en ese
intervalo.

47. () =(—4)2 [400) 48. f(x)=|x+2

, [—2,0)

49. f(x) = %, (0, c0) 50. f(x) =cotx, (0,

51. f(x) =cosx, [0, ] 52. f(x) = secx, [O, g)

fﬂF En los ejercicios 53 y 54, encontrar la inversa de f en el intervalo
indicado. Usar una herramienta de graficacion para representar
£y f ! en una misma pantalla. Describir la relacién entre ambas
graficas.
X
53. = -
) = 5

(<22 S f@=2-3 010
de Razonamiento grdfico En los ejercicios 55 a 58, a) usar una
herramienta de graficacién para representar la funcion, b) repre-
sentar su funcién inversa utilizando la herramienta de graficacion
y ¢) determinar si la grafica de la relacion inversa es una funcion
inversa. Explicar la respuesta.

55. f)=x*+x+4 56. h(x) = xv4 — x?

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

3x2 4x
57. g(x) = 21 58. f(x) = ﬁ

En los ejercicios 59 a 62, determinar si la funcion es inyectiva. Si
lo es, encontrar su funcion inversa.

59. flx)=Vx—2 60. f(x)= -3

6l. f(x)=|x—2|, x<2 62. f(x)=ax+b, a#0
En los ejercicios 63 a 66, desechar la parte del dominio con el fin
de que la funcion restringida sea inyectiva. Encontrar la funciéon

inversa de la funcion resultante y dar su dominio. (Nota: Hay mas
de una respuesta correcta.)

63. flx)=(x—3) 64. f(x) =16 — x*

y R
5 20 +
4A
3+ 12+
2 8+
14 4+
1 x I I I L x
1 23 45 sl 113
65. f(x) = |x + 3| 66. f(x) = |x — 3|
y y
Sak
4Ak
N
2Ak
lak
——Y—1—">x
-5 -4 -3 2 -1 1 2 3 4 5

Para pensar En los ejercicios 67 a 70, determinar si la funcién
admite inversa. Si es asi, ;cual es la funcion inversa?

67. g(1) es el volumen de agua que ha pasado por una tuberia a ¢
minutos de abrir la llave de paso.

68. A(1) es el nivel de la marea ¢ horas pasada la medianoche, donde
0<r<24.

69. C(1) es el costo de una llamada telefénica de ¢ minutos.

70. A(r)es el drea de un circulo de radio r.

En los ejercicios 71 a 80, verificar si f tiene una inversa. Entonces
usar la funcién f'y el nimero real dado a para encontrar (f~!)’ (a).
(Sugerencia: Ver el ejemplo 5.)

7. fx)=x>—1, a=26 72. f(x)=5—-2x3, a=17
73. fx)=x*+2x—-1, a=2
74, f(x) =505+ 203, a=—11

T T
= _ < < — =
75. f(x) = senx, ,Sxs5 a

76. f(x) = cos 2x, OSXS%T, a=1

x+6
x—72

77. f(x) =

x>2, a=3



+
78. f(x)=%, x>-1, a=2

4

79. f(x)=x3*;, x>0, a=6

80. fx)=Vx—4, a=2

En los ejercicios 81 a 84, a) hallar el dominio de f y de f!,
b) encontrar los recorridos o rangos de £y f ', ¢) graficar fy f 1,

y d) demostrar que las pendientes de las graficas de fy f !son
reciprocas en los puntos dados.

Funciones Punto
81. f(x) =x3 (%, %)
F) = ¥x (53)
82. f(x) =3 —4x (1, —-1)
e =2 (-1.1)
83. f)=x—4 5. 1)
fix) =x2+4, x>0 (1,5)
8. W)= 120 (1,2)
i = )

En los ejercicios 85 y 86, encontrar dy/dx en los puntos dados
para la ecuacion.

85. x=y'—T7y’+2, (=4,1) 8. x=2In(y*—3), (0,2)

En los ejercicios 87 a 90, usar las funciones f(x) = § x — 3y
g(x) = x° para encontrar los valores dados.

87. (f'-g™H() 88. (g 'of 1(-3)
89. (f'ef1)(6) 90. (g 'eg (=4

En los ejercicios 91 a 94, usar las funciones f(x) = x + 4y
g(x) = 2x — 5 para encontrar las funciones dadas.

91. g’lo‘ffl 92. f710g71
9. (fog)" 9. (gof)!

Desarrollo de conceptos

95. Describir cémo encontrar la funcién inversa de una funcién
inyectiva dada por una ecuacion en x y y. Dar un ejemplo.

96. Describir la relacién entre la grifica de una funcién y la
grafica de su funcién inversa.

En los ejercicios 97 y 98, la derivada de la funcién tiene el
mismo signo para todo x en su dominio, pero la funcién no es
inyectiva. Explicar.

97. f(x) = tanx

98. f(x) =

x2—4

99. Para pensar La funcién f(x) = k(2 — x — x%) es inyectiva y
f7'(3) = —2. Encontrar k.
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Para discusion

100. Para pensar El punto (1, 3) se encuentra en la grifica
de f, y la pendiente de la recta tangente por este punto es
m = 2. Suponer que ' existe. ;Cudl es la pendiente de la
recta tangente para la gréfica de f~' en el punto (3, 1)?

¢Verdadero o falso? Enlos ejercicios 101 a 104, determinar cual
de las sentencias es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué
o dar un ejemplo que muestre que es falsa.

101. Si f es una funcién par entonces f~! existe.

102. Si la funcién inversa de f existe, entonces la interseccion en y
de f es una interseccién en x de f'.

103. Si f(x) = x" donde n es impar, entonces f~! existe.
104. No existe ninguna funcién f'tal que f = f~'.
105. a) Mostrar que f(x) = 2x* + 3x> — 36x no es inyectiva en
(—00, 00).
b) Determinar el mayor valor de ¢ de forma que f sea inyectiva
en(—c,c).
106. Sean f'y g funciones inyectivas. Probar que @) f ° g es inyectiva
yb) (feg)'(x) = (g7  fT)(x).
107. Probar que si f tiene una funcién inversa, entonces (f')!
=f.
108. Demostrar que si una funcion tiene una funcién inversa, la
funcién inversa es Unica.
109. Demostrar que una funcion tiene inversa si y s6lo si es inyectiva.

110. ;Es cierto el reciproco de la segunda parte del teorema 5.7?
Esto es, si una funcién es inyectiva (y tiene una funcién inver-
sa), entonces ;debe ser, por tanto, una funcién estrictamente
monotona? Si es cierto, demostrarlo. Si no lo es, dar un contra-
ejemplo.

111. Sea f dos veces derivable e inyectiva en un intervalo abierto /.
Probar que su funcién inversa g satisface

o )
&0 = T

Si f es creciente y céncava hacia abajo, ;c6mo es la concavidad
de f1=g?

112. encontrar (£~1)(0).

Ydt
Si flx) = | —F/—,
fx) L T
113. Demostrar que f(x) = f V1 + 2 dt es inyectiva y encontrar
, 2
(=" (0).
114. Sea y = % Demostrar que y es su propia funcién inversa.
Y-

(Qué se puede concluir acerca de la gréfica de f? Explicar.

ax + b
cx +d

115. Sea f(x) =

a) Mostrar que f'es inyectiva siy s6lo si bc — ad # 0.
b) Dado bc — ad # 0, encontrar f~.

¢) Determinar los valores de a, b, c y d tal que f = f~'.
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CAPITULO 5

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

Iml Funciones exponenciales: derivacion e integracion

fl=e
y
3,,
2,,
T
_1,,
ol fw=Inx

La funcion inversa de la funcion logaritmo

natural es la funci
Figura 5.19

on exponencial natural

EL NOMERO €

El simbolo e fue

utilizado por primera

vez para representar la base de los
logaritmos naturales por el matematico

Leonhard Euler

en una carta a otro

matematico, Christian Goldbach, en

1731.

® Desarrollar las propiedades de la funcién exponencial natural.
® Derivar las funciones exponenciales naturales.
m Integrar las funciones exponenciales naturales.

La funcion exponencial natural

La funcién f(x) = In x es creciente en todo su dominio, y por tanto tiene una funcién in-
versa f~!. El dominio de f~! es el conjunto de todos los reales, y el recorrido o rango es el
conjunto de todos los reales positivos, como se muestra en la figura 5.19. Asf pues, para
cualquier nimero real x,

f(f'@) = W[f~' ()] = x.

Si x es racional, entonces

x es cualquier nimero real.

In(e¥) = xlne = x(1) = x. x es un nimero racional.

Como la funcidn logaritmo natural es inyectiva, se puede concluir que f~'(x) y e* son iguales
en valores racionales de x. La siguiente definicion extiende el significado de e* para incluir
todos los valores reales de x.

DEFINICION DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

La funcién inversa de la funcion logaritmo natural f(x) = In x se llama funcién ex-
ponencial natural y se denota por

£ = e
Esto es,

y=e*siysolosi x =1Iny.

Larelacién inversa entre las funciones logaritmo natural y exponencial natural se puede
resumir como sigue:

In(e*) = x y @ = g Relacién inversa.

EJEMPLO I Resolucion de ecuaciones exponenciales

Resolver 7 = e**!.

Solucion  Se puede pasar de la forma exponencial a la forma logaritmica con sélo aplicar
el logaritmo natural en ambos miembros de la ecuacion.

7 =et! Ecuacién original.
In7 = ln(e"Jr 1) Aplicar logaritmo natural a cada lado.
In7=x+1 Aplicar la propiedad de inversa.
—1+In7=x Despejar x.
0.946 = x Usar la calculadora.

Verificar esta solucién en la ecuacién original.



La funcion exponencial natural es creciente
y su grafica es concava hacia arriba
Figura 5.20
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EJEMPLO 2 Resolucion de una ecuacién logaritmica

Resolver In(2x — 3) = 5.

Soluciéon Para convertir la forma logaritmica en la forma exponencial aplicar la funcién
exponencial de ambos miembros de la ecuacién logaritmica.

In2x —3) =5 Ecuacién original.
en(x=3) = 5 Aplicar exponenciales a cada lado.
2x — 3 =¢° Aplicar la propiedad inversa.
X = %(es + 3) Despejar x.
x = 75.707 Usar la calculadora.

Las reglas usuales para operar con exponentes racionales pueden ser extendidas a la
funcién exponencial natural, como se muestra en el siguiente teorema.

TEOREMA 5.10 OPERACIONES CON FUNCIONES EXPONENCIALES

Sean a y b dos nimeros reales arbitrarios.

1. e%? = e2™?

a
2 ef — ea—b
eb

DEMOSTRACION ) Para demostrar la propiedad 1, se puede escribir

In(e%”) = In(e?) + In(e?)
a+b

= In(e®*?).

Como la funcién logaritmo natural es inyectiva, se puede concluir como
eteb = eath,

La demostracion de la segunda propiedad se da en el apéndice A.

En la seccién 5.3 se aprendi6 que una funcién inversa f~! comparte muchas propiedades
con f. Asi, la funcién exponencial natural hereda las siguientes propiedades de la funcién
logaritmo natural (ver la figura 5.20).

PROPIEDADES DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

El dominio de f(x) = e*es (—00, ), y el rango es (0, ©0).
La funcién f(x) = e* es continua, creciente e inyectiva en todo su dominio.

La gréfica de f(x) = e* es concava hacia arriba en todo su dominio.

B R=

Iim e*=0 y lim e* = co.

X— —0C0 X— oo
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PARA MAYOR INFORMACION
Para encontrar mas informacion acerca
de derivadas de funciones exponen-
ciales de orden 3, ver el articulo “A
Child’s Garden of Fractional Deriva-
tes”, de Marcia Kleinz y Thomas J.
Osler en The College Mathematics
Journal.

fx) = xe* LT

t } } } x

(-1,=e™)
Minimo relativo 1

La derivada de f cambia de negativo a
positivoenx = —1
Figura 5.21

Derivadas de las funciones exponenciales

Una de las caracteristicas mds intrigantes (y mads ttiles) de la funcién exponencial natural
es que su derivada es ella misma. En otras palabras, es solucién de la ecuacién diferencial
y" = y. Este resultado se enuncia en el siguiente teorema.

TEOREMA 5.11 DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

Si u es una funcion derivable de x.
d
1. a|:le:| = X

d du
dx[e I=e dx

Para probar la propiedad 1, usar el hecho de que In e* = x, y derivar cada
lado de la ecuacion.

Ine* = x Definicion de la funcién exponencial.

a% [111 ex] = % [X] Derivar ambos lados con respecto a x.
L
%[ ex] = ¢*

La derivada e* se deduce de la regla de la cadena. —

([1/'W Se puede interpretar este teorema geométricamente diciendo que la pendiente de la grafica
de f(x) = e en cualquier punto (x, e*) es igual a la coordenada y del punto. |

EJEMPLO 3 Derivacion de funciones exponenciales

di, du B

- X = pt—=17 2x—1 — oy
a) dx[e ] e dx e u = 2x 1

d . du 3\ 4. 3e3/x 3
b ogle == (Sle s

EJEMPLO 4 Localizacion de extremos relativos

Encontrar los extremos relativos de f(x) = xe™.

Solucién La derivada de f esta dada por

fx) = x(e¥) + e*(1) Regla del producto.
=e(x + 1).
Como e* nunca es 0, la derivada es 0 s6lo cuando x = — 1. Ademads, el criterio de la primera

derivada permite determinar que en ese punto hay un minimo relativo, como se muestra en
la figura 5.21. Como la derivada f'(x) = e*(x + 1) estd definida para todo x, no hay otros

puntos criticos.
I
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La curva en forma de campana dada por
una funcion de densidad de probabilidad
estandar normal

Figura 5.22
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EJEMPLO 5 La funcién densidad de probabilidad normal estandar

Probar que la funcion densidad de probabilidad normal estdandar

— L —x2/2
f) Ners

tiene puntos de inflexién cuando x = *1.

Solucién Para localizar los posibles puntos de inflexion, se deben buscar los valores de x
para los cuales la segunda derivada es cero.

flx) = \/12—€_x2/2 Funcién original.
a
1 >
f’(x) = 7(—)6)67)‘ /2 Primera derivada.
V2w
1 ) 5
fx) = 7 /—27[(—)6)(—)6)67" 24 (=1)e™= /2] Regla del producto.
= ! (e (x% = 1) Segunda derivada.

V2w

Por tanto, f"(x) = 0 cuando x = *1, y se pueden aplicar las técnicas del capitulo 3 para
concluir que estos valores son los dos puntos de inflexién mostrados en la figura 5.22.

La forma general de una funcién de densidad de probabilidad normal (cuya media es 0)
estd dada por

@) = — =m0

o2

donde o es la desviacion estandar (o es la letra griega mintscula sigma). Esta “curva en forma de
campana” tiene puntos de inflexién cuando x = *o. |

EJEMPLO 6 Transacciones comerciales

El nimero y de transacciones comerciales (en millones) en la bolsa de valores de Nueva
York desde 1990 hasta 2005 puede ser modelado por

y =39 811017150

donde t representa el afio, t = 0 corresponde a 1990. ;A qué ritmo o velocidad cambié el
nimero de transacciones comerciales en 2000? (Fuente: New York Stock Exchange, Inc.)

Solucion La derivada del modelo dado es

y = (0.1715)(39 811)e*175
~ 682801715,

Al evaluar la derivada cuando ¢ = 10, se puede concluir que el ritmo o velocidad de cambio
en 2000 fue cerca de

37 941 millones de transacciones por afio.

La gréfica de este modelo se muestra en la figura 5.23.
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Integrales de funciones exponenciales

Cada férmula de derivacion en el teorema 5.11 tiene su correspondiente férmula de inte-
gracion.

TEOREMA 5.12  REGLAS DE INTEGRACION PARA FUNCIONES EXPONENCIALES

Si u es una funcion derivable de x.

1. fe"deex—FC 2. fe“duze“+C

EJEMPLO 7 Integracion de funciones exponenciales

3x+1
Encontrar f e dx.

Solucion  Siu = 3x + 1, entonces du = 3 dx.

1
fe3x+1dx =3 e3> 1(3) dx Multiplicar y dividir entre 3.
1
= g e"du Sustituir u = 3x + 1.
= ge" + C Aplicar la regla exponencial.
e3x+ 1
= 3 + C Sustituir nuevamente. —

{1 En el ejemplo 7, el factor constante faltante 3 se ha introducido para crear du = 3 dx. Sin
embargo, recordemos que no se puede introducir un factor variable faltante en el integrando. Por
ejemplo,

j e~ dx 1 f e~ (x dx).
X |

EJEMPLO 8 Integracion de funciones exponenciales

Encontrar f 5xe " dx.

olucion Si se tiene u = —x2, entonces du = —2x dx o x dx = —du/2.
Sol S t 2, entt d 2x d. d du/2
foe‘xzdx = fSe_xz(x dx) Reagrupar el integrando.
du
= | Se* <—* Sustituir u = —x%
2
5 "
= —5 e'du Regla del miltiplo constante.
= —Ee” + C Aplicar la regla exponencial.
5 .. o
= _Ee rrC Sustitucion regresiva.
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EJEMPLO 9 Integracion de funciones exponenciales

e du
N
el/xd ]/< 1>d 1
—dx = —| e —= ) dx —
a) 2 2 =
=—e+C
e du
f_Hf—/%

b) fsenx e ¥ dx = — Je“’”(— senx dx) U= cosx

= —pcosx 4

EJEMPLO 10 Calculo de areas acotadas o delimitadas
por funciones exponenciales

Evaluar cada una de las integrales definidas.

1 T 0
a) je* dx b) f S ) J [e* cos(e¥)] dx
0 0 -1

357

1+ e
Solucién
1 1
a) f e “dx = —e_x] Ver la figura 5.24a.
0 0
e (1)
1
= 1 —_ —
e
=~ (0.632
L 1
b) f dx = In(l + ex)] Ver la figura 5.24b.
0 1+ e 0
=In(l +e) —In2
=~ 0.620
0 0
c) J [excos(ex)] dx = sen(e")] Ver la figura 5.24c.
-1 —1
= senl — sen(e™})
=~ (0.482
y y y

__¢
\1 TR 1

/ r= ¢ COS(eX)

=
=

a) b) C)
Figura 5.24
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 16, calcular x redondeando a tres decimales.

1. enx=4 2. e =12
3. =12 4. 4e* = 83
5. 9—2er=7 6. —6+3e*=38
7. 50e™* = 30 8. 200e * =15
800 5000
% To0—en = 0. =2
11. Inx =2 12. Inx?2=10
13. In(x—-3)=2 14. Indx=1
15. nJ/x+2=1 16. In(x — 2)2 = 12
En los ejercicios 17 a 22, dibujar la grafica de la funcion
17. y=e~ 18. y= %ex
19. y=e+2 20, y=e"!
21, y=e* 22, y=e?

Usar una herramienta de graficacion para representar f(x) = e*
y la funcién dada en la misma pantalla. ;Cémo es la relacion
de las dos graficas?

a) g(x) = ex—2 b) h(x) = _%ex C) q(x) =e¢ X+ 3

FL—- 24. Usarunaherramienta de graficacion para representar la funcion.
Usar la grafica para determinar las asintotas de la funcién.

8
1+e —0.5x

8
by 8 =1 o5k

a) flx) =

En los ejercicios 25 a 28, asociar cada ecuacion con su grafica.
Suponer que ¢ y C son nimeros reales positivos. [Las graficas
estan etiquetadas con a), b), ¢) y d).]

a) y b) y

-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
_l _1 —_
_2 —
c) d)
y
2
1
} } T X
-1 1 2
-1
25. 26. y=Ce
C

28. y

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

En los ejercicios 29 a 32, confirmar que las funciones son inversas
una de la otra al representar ambas funciones sobre el mismo
sistema de coordenadas.

29. flx) = e 30. f(x) = e/
g(x) = ]n\/;C g(x) =1nx3
3. flx)=e —1 32, f(x) = e}

g(x) = In(x + 1) gr)=1+Inx

de 33. Analisis grdfico Usar una herramienta de graficacién para

representar

=1+

en la misma pantalla. ;Cudl es la relacién entre f'y g cuando
X — 00?

§) = e

34. Conjetura Usar el resultado del ejercicio 33 para hacer una
conjetura acerca del valor de

(15

Ccomo x — co.

En los ejercicios 35 y 36, comparar los nimeros dados con el
nimero e. (Es el nimero mayor o menor que e?

(ver el ejercicio 34.)

1 1,000 000
5. (1 ropbos)

1 000 000

36 1414 a4 p oy Ty
) 2 6 24 120 720 5040

En los ejercicios 37 y 38, encontrar una ecuacion de la recta tan-
gente a la grifica de la funcion en el punto (0, 1).

37. a) y=e* b) y=e
y y

2+ £

14 (0,1) 1 &
t———-F——x t x

38. a) y=e* by y=e >

j N | &
T | x | T X




En los ejercicios 39 a 60, encontrar la derivada. 81.

39. f(x) = e* 40. y=e¢> 83.

41, y=eVF 2, y=e¢* 85.
— x—4 — 1—x2

43. y=e 4. f(x) = 3e 87.

45. y=¢‘Inx 46. y = xe*

47. y=x e
49. g() = (e +e')?

51. y=1In(1 + %)

2
53, y=—"—
3 Y e+ e~
|
55 y=%

et — 1

57. y = e*(senx + cos x)

59. F(x) = f

T

Inx

cos e'dt

SECCION 5.4

48. y=x*e
50. g(1) = e 3/

+ X
52. y=ln(1 eA)

1 —¢
ex — e*x
54. y= >
er
56. y= T
58. y=1Ine*

60. F(x) = f Int + 1) dr
4

)

En los ejercicios 61 a 68, encontrar la ecuacion de la recta tangente
a la grafica de la funcion en el punto dado.

6l. f(x) =e'"% (1,1)

63. y=lIn(e"), (-2,4)

65. y = x%e* — 2xe* + 2e%,

66. v =xe* —e5 (1,0)

67. f(x) =e *Inx,

(1,0)

62. y=e 2+ (2,1)
X + —X
64. y=ln%, (0, 0)

(Le)

68. f(x) =e*lnx, (1,0)

En los ejercicios 69 y 70, hallar dy/dx por derivacién implicita.

69. xe¥ — 10x +3y =0

En los ejercicios 71 y 72, encontrar la ecuacion de la recta tangente fﬂF— 89.

70. e +x2—y2=10

a la grifica de la funcién en el punto dado.

71. xe¥ +ye* =1, (0,1)

72. 1 +1Inxy=e*, (1,1)

90.

En los ejercicios 73 y 74, encontrar la segunda derivada de la funcién.

73. f(x) = (3 + 2x)e >

74. gx) = Jx + e Inx

En los ejercicios 75 a 78, probar que la funcién y = f(x) es una
solucion de la ecuacion diferencial.

75.y = 4e
y'=y=0

76.y = &> + e
y'=9% =0

77.y = e*(cos V2x +sen/2x) 78. y = e*(3cos 2x — 4 sen2x)

y'=2y"+3y=0

y' =2y +5y=0

FE 92,

FI: En los ejercicios 79 a 86, encontrar los extremos y puntos de
inflexion (si existen) de la funcién. Utilizar una herramienta
de graficacion para representar la funcién y confirmar los re-

sultados.
et te”

79. f(x) >

— e X

80. f(x) =< .

Fl; 88.

Fi: 91.
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1
= —(—2)%2 82 = —(=3)%/2
x e . glx e
g(x) T gx)
f(x) = x?e ™™ 84. f(x) = xe *

g =1+Q2+0ne" 86. f(x) = —2+ e¥(4 — 2%)

Area Calcular el 4rea del rectdngulo mds grande que puede ser

inscrito bajo la curva y = e~ en el primer y segundo cuadrantes.

Area Efectuar los pasos siguientes para encontrar el drea

maxima del rectdngulo mostrado en la figura.

a) Despejar ¢ en la ecuacién f(c) = f(c + x).

b) Usar el resultado del apartado a), para expresar el drea A
como funcién de x. [Sugerencia: A = xf(c).]

¢) Usarunaherramienta de graficacion para representar la fun-
cion drea. Usar la grafica para aproximar las dimensiones del
rectangulo de drea maxima. Determinar el d&rea maxima.

d) Usar una herramienta de graficacién para representar
la expresion de ¢ encontrada en a). Usar la grafica para

aproximar.
lim ¢ y lim c.
x—0"* X—00

Usar este resultado para describir los cambios en las dimen-
siones y posicion del rectdngulo para 0 < x < 0.

f(x) = 10xe™

Encontrar un punto en la gréfica de la funcién f(x) = e* tal que
la recta tangente a la gréfica en este punto pase por el origen.
Usar una herramienta de graficacion para representar f y larecta
tangente en la misma pantalla.

Localizar el punto en la grafica de y = e~ donde la recta normal a
la curva pasa por el origen. (Usar el método de Newton o cdlculo
de raices en la herramienta de graficacién.)

Depreciacion El valor Vde un objeto a ¢ afios de su adquisicion
es V= 15000e"06%¢ 0 <t < 10.

a) Usar una herramienta de graficacién para representar la
funcién.

b) Encontrar la razén de cambio de V respecto de ¢ cuando
t=1yt=25.

¢) Usar una herramienta de graficacion para representar la
recta tangente a la funcién cuandor =1y ¢ = 5.

Movimiento armonico El desplazamiento desde el equili-
brio de una masa que oscila en el extremo de un resorte suspen-
dido del techo es y = 1.56¢~%?*cos 4.9¢, donde y es el desplaza-
miento en pies y ¢ el tiempo en segundos. Representar la funcién
de desplazamiento en el intervalo [0, 10] con la herramienta de
graficacién. Hallar el valor de ¢ en el que el desplazamiento es
menor que 3 pulgadas desde la posicion de equilibrio.
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H: 93. Modelado matemdtico Un meteorélogo mide la presion atmos-

férica P (en kg por m?) a la altitud 4 (en km). La tabla muestra
los resultados.

h 0 5 10 15 20

P | 10332 5583 | 2376 | 1240 | 517

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar los
puntos (h, In P), y usar la funcién de regresion de la misma
para encontrar un modelo lineal para los puntos.

b) La recta en a) tiene la forma In P = ah + b. Escribir la
ecuacién en forma exponencial.

¢) Usar una herramienta de graficacion para representar los
datos originales y representar el modelo exponencial de b).

d) Calcular la razén de cambio de la presién cuando 7 = 5y
h=18.

PL_- 94. Modelado matemdtico La tabla muestra los valores aproxi-

mados V de un sedan de tamafio mediano para los afios 2003
a 2009. La variable ¢ representa el tiempo en afios, con t = 3
correspondiendo a 2003.

t 3 4 5 6

V| $23046 @ $20596 | $18851 | $17 001
t 7 8 9

V| $15226 | $14101 | $12 841

a) Usar la funcién de regresion de una herramienta de grafi-
cacion para encontrar los modelos lineal y cuadrdtico para
los datos. Representar el modelo.

b) (Qué representa la pendiente en el modelo lineal en a)?

¢) Usar la funcién de regresion de una herramienta de grafica-
cion para encontrar un modelo exponencial de los datos.

d) Determinar la asintota horizontal del modelo exponencial
del apartado c¢). Interpretar su significado en el contexto
del problema.

e) Hallar el ritmo de depreciacién en el valor del vehiculo
cuando ¢t = 4 y t = 8 usando el modelo exponencial.

F‘: Aproximaciones lineal y cuadrdtica En los ejercicios 95 y 96,

usar una herramienta de graficacion para representar la funcion.
Después, trazar la grafica

P(x) =f(0) + f'(0)x —0) 'y
P,(x) = £(0) + f'(0)(x = 0) + 2 f'(0)(x — 0)

en la misma pantalla. Comparar los valores de f, P, y P, y de sus
primeras derivadas en x = 0.
95. f(x) =e* 96. f(x) = e¥?
Formula de Stirling Para grandes valores de n,
‘m—1)n

n
puede aproximarse mediante la formula de Stirling, n! = <n>
e

n=1-2-3-4--

27rn.
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En los ejercicios 97 y 98, encontrar el valor exacto de n! y entonces
aproximar n!, utilizando la formula de Stirling.

97. n=12 98. n=15

En los ejercicios 99 a 116, hallar la integral indefinida.

99, feS"(S) dx 100.fe*"4(—4x3) dx

101. fe”‘*‘dx 102.je1’3*dx

103. fxz e dx 104. f e(e* + 1)2dx

1/)»
106. j dx
x

eZX
108. | 75

110. f LA EN

105.

X

ex
107f 1+

109. je“‘\/l —e'dx

eX+ e
eX+ e ™ 2e* — 2e™*
111. | —— 112. | —————
fex — e X dx (ex + e*x)Z dx
5—e¢* e¥ + 2¢* + 1
113. f o2 dx 114. J'?dx

115. J'e”‘ tan(e ) dx 116.J'ln(62‘*1)dx

En los ejercicios 117 a 126, evaluar la integral definida. Usar una
herramienta de graficacién para verificar el resultado.

1 4
117. f e X dx 118.f e’ dx
0 3

1
119. f xe ™ dx
0

3 3/x
121. f € dx
1

3 .
3 2 b
123. f ¢ x
0

/2
125. f e ¥ cos 7 x dx
0

0
120.f x2e/2 dx

-2

A
122. f xe~ &/ g
0

1 X
€
124.J;5 —

/2
126. f e%°2¥ gec 2x tan 2x dx

/3

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 127 y 128, resolver la
ecuacion diferencial.

127. D — pear 128. D —

X x)2
dx g =€)

Ecuaciones diferenciales Enlos ejercicios 129 y 130, encontrar la

solucién particular que satisface las condiciones iniciales.

129. f7(x) = 3(e* + e7), 130. f(x) = senx + >
£0) = 1,f10) = 0 £0) =5.5(0) =3



SECCION 5.4

FlF Campos de pendientes Enlos ejercicios 131 y 132 se da una ecua-

cion diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Esbozar
dos soluciones de la ecuacion diferencial en el campo de pendientes,
una de las cuales pase por el punto indicado. b) Por integracion
encontrar la solucién particular de la ecuacion diferencial y usar
una herramienta de graficacion para representarla. Comparar el
resultado con los esbozos del apartado a).

dy
131

=2¢2 (0,1) 132.

y

S S —
S
S S —
S S —
S S —
S S
S S ——
S —
S S ——
S e

S S —
///////5
S e —
S S —

(N
NNNN NNNNNNNNNN
NN NN NN NN NN

H‘_‘ Area Enlos ejercicios 133 a 136, calcular el drea de la regién deli-

mitada por las graficas de las ecuaciones. Usar una herramienta de
graficacion para representar la region y verificar los resultados.

133. y=¢e5y=0,x=0,x=5

134, y=e"y=0,x=a,x=0»

135. y=xe /4 y=0,x=0,x= /6

136. y=e¢e *+2,y=0,x=0,x=2

Integracion numérica En los ejercicios 137 y 138, aproximar la
integral usando la regla del punto medio, la de los trapecios y la

regla de Simpson con n = 12. Usar una herramienta de graficacion
para verificar los resultados.

4 2
137. j Jxe¥dx 138. f 2xe™* dx
0 0

qu- 139. Probabilidad Ciertas baterias para automdvil tienen una vida

media de 48 meses con una desviacién estdndar de 6 meses.
Las vidas de las baterfas siguen una distribuciéon normal. La
probabilidad de que una bateria dure entre 48 y 60 meses es
0.0665 [55 e 001348 4 Usar la funcién de integracion
de una herramienta de graficacion para aproximar la integral.
Interpretar los resultados.

140. Probabilidad El tiempo medio de espera (en minutos)
en una tienda estd dado por la solucién de la ecuacién
J70.3e793 dr = 1. Resolver la ecuacion.

141. Movimiento horizontal La funcién posicién de una particula
que se mueve a lo largo del eje x es x(f) = AeX + Be™* donde
A, By k son constantes positivas.

a) ¢Durante qué tiempo ¢ la particula estd mds cercana al
origen?

b) Mostrar que la aceleracién de la particula es proporcional a
la posicion de la particula. ;Cudl es la constante de propor-
cionalidad?

HF 142. Modelado matemdtico Una vilvula de un depdsito se abre

durante 4 horas para dejar salir un producto quimico en un
proceso de manufactura. El ritmo o velocidad de flujo de salida
R (en litros por hora) en el instante 7 (en horas) estd dado en la
siguiente tabla.
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t 0 1 2 3 4

R | 425 | 240 | 118 | 71 | 36

Tabla para 142

a) Usarlafuncion de regresion en la herramienta de graficacion
para calcular un modelo lineal para los puntos (z, In R).
Escribir la ecuacién resultante de la forma In R = at + b,
de manera exponencial.

b) Usar una herramienta de graficacién para representar los
datos y el modelo exponencial.

¢) Usarlaintegral definida para aproximar el nimero de litros
del producto quimico que han salido durante esas cuatro
horas.

Desarrollo de conceptos

143. Con sus propias palabras, enunciar las propiedades de la
funcién exponencial natural.

144. (Existe una funcién f tal que f(x) = f'(x)? Si es asi, ;cudl es?

145. Sin integrar, enunciar la férmula que podria utilizarse para
efectuar las integrales siguientes.

e~ 2
a) fe"-i—ldx b) fxe dx

2
146. Considerar la funcién f(x) = T3 5

a) Usar una herramienta de graficacién para graficar f.

b) Escribir un parrafo corto explicando por qué la grafica
tiene una asintota horizontal en y = 1 y por qué la
funcién tiene una discontinuidad no desmontable en
x=0.

147. Alsere*= 1 parax =0, se tiene que fx e'dt = fx 1 dt. Efectuar
0 0

esta integracion para deducir la desigualdad e = 1 + x para
x=0.

Para discusion

148. Describir la relacion entre las graficas de f(x) = Inx y
glx) = e*.

HF 149. Encontrar, con tres decimales, el valor de x tal que e = x. (Usar

el método de Newton.)
150. Encontrar el valor de a del drea comprendida entre y = ¢+, el
ejex,x=—ayx=aess5.

151. Verificar que la funcién

y = I‘;‘;gj;;, a > 0, b > 0, L>0

se incrementa a una razén maxima cuando y = L/2.
Inx

152. Sea f(x) =
a) Representar graficamente f en (0, ©0) y probar que f es
estrictamente decreciente en (e, O0).
b) Demostrar que si ¢ = A < B, entonces A® > BA.

¢) Usar el apartado b) para demostrar que e™ > 7°.
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Iml Otras bases distintas de ey aplicaciones

y

]
E 10 _(1\/5715
g0 v=(3)
@ 0.8 1
2
g 00T wls, 0.50)
=4 1
g 0.4 :
02+ ! (10000, 0.30)

| | | | |
T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000
Tiempo (en afios)

La vida media del carbono-14 es de aproxi-
madamente 5715 afios
Figura 5.25

t

® Definir funciones exponenciales con bases distintas de e.

B Derivar e integrar funciones exponenciales con bases distintas de e.

m Usar las funciones exponenciales como modelos para el interés compuesto y el crecimiento
exponencial.

Otras bases de e

La base de la funcién exponencial natural es e. Esta base “natural” se puede utilizar para
dar el significado de cualquier base general a.

DEFINICION DE UNA FUNCION EXPONENCIAL BASE a

Si a es un ndmero real positivo (@ # 1) y x es cualquier nimero real, entonces la
funcion exponencial base a se denota por a'y se define como

at = e(ln a)x'

Sia = 1, entonces y = 1* = 1 es una funcion constante.

Estas funciones obedecen las leyes usuales de los exponentes. Estas son algunas pro-
piedades familiares.

1. a*=1 2. a‘a’ = a**Y
ax

3. S =a? 4. (@) =av
a

Cuando se desea plantear un modelo exponencial para la semivida o vida media de un
elemento radiactivo, por ejemplo, es conveniente usar 3 como base del modelo. (La vida
media es el nimero de afios requerido para que la mitad de los &tomos en una muestra de
material radiactivo decaigan.)

EJEMPLO I Modelo de la semivida (o vida media) de un elemento
radiactivo

La semivida o vida media del carbono-14 es aproximadamente 5 715 afios. Si se tiene una
muestra de 1 g de carbono-14, ;qué cantidad existird dentro de 10 000 afios?

Solucién Sean r = 0 el momento actual y y la cantidad de carbono-14 (en gramos) en la
muestra. Al usar como base 3, se puede plantear el modelo y dado mediante la ecuacion

1 t/5715
=)

Notar que cuando t = 5 715, la cantidad se ha reducido a la mitad de la original.

1 5715/5715 1
y = <E> = Egramo

Cuando t = 11 430, se hareducido a un cuarto de la cantidad inicial y asf sucesivamente. Para
hallar la cantidad de carbono-14 que queda después de 10 000 afios, sustituir # = 10000.

1 10 000/5 715
=)

~ (0.30 gramo

La gréfica de y se muestra en la figura 5.25. ——



En los cursos previos de
cdlculo, se ha aprendido que log, x es el
valor al que hay que elevar a para obte-
ner x. Esto concuerda con la definicién
dada ya que

alogax — a(l/ln a)ln x

(eln u)(l/ln a)ln x
— e(ln a/ln a)ln x

— elnx

= X. ]
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Las funciones logaritmicas con base diferente de e se definen de manera muy similar
a las funciones exponenciales con otras bases.

DEFINICION DE LA FUNCION LOGARITMICA DE BASE a

Si a es un nimero real positivo (a # 1) y x es cualquier nimero real positivo, entonces
la funcion logaritmica base a se denota log, x y se define como

1
log, x = na In x.

Las funciones logaritmicas base a tienen las mismas propiedades que la funcién lo-
garitmo natural, dadas en el teorema 5.2. (Suponer que x y y son nimeros positivos y 7 es
un racional.)

1. loga 1=0 Logaritmo de 1.

2. log,xy =log,x + log,y Logaritmo de un producto.
3. loga x"=n loga X Logaritmo de una potencia.
4. loga § = loga X — loga y Logaritmo de un cociente.

De las definiciones de funciones exponenciales y logaritmicas base a, se sigue que
f(x) = a*y g(x) = log, x son funciones inversas una de otra.

PROPIEDADES DE FUNCIONES INVERSAS

1. y=a‘siysélosix =log,y
2. g% =y, parax>0

3. log,a* = x, para todo x

La funcidén logaritmo base 10 se llama funcion logaritmica comiin o decimal. Asi,
y = 10" siy sélo si x = log, y.

EJEMPLO 2 Otras bases distintas de e

Despejar x en las siguientes ecuaciones.

1
a) 3)“:5 b) log,x = —4
Solucién
a) Resolver la ecuacién aplicando la b) Resolver la ecuacién aplicando la
funcién logaritmo base 3 en ambos funcién exponencial base 2 en ambos
lados de la ecuacién. lados de la ecuacion.
3 — 1 log,x = —4
81 Zlogzx — 274
1 1
log; 3* = log, 31 x=3
x =logy37* 1
xX=—

x=—4 16 —
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Derivacion e integracion

Para derivar funciones exponenciales y logaritmicas de base arbitraria, existen tres opciones:
1) usar las definiciones de a* y log, x y obtener la derivada mediante las reglas validas para
las funciones exponencial natural y logaritmica, 2) usar derivacién logaritmica o 3) usar las
siguientes reglas de derivacion para bases diferentes de e.

TEOREMA 5.13  DERIVADAS PARA OTRAS BASES DE e

Sean a un nimero real positivo (¢ # 1) y u una funcién derivable de x.

d d du
1. a[a ] = (ll’l a)a 2. a[a ] = (1[1 a)a a

d 1 d 1 du
3. a[loga x| = o 4. a[loga ul = 0 dr

DEMOSTRACION D Por definicion, a* = e “*. Por tanto, se puede demostrar la primera regla
si u = (In a) x, y al derivar con base e se obtiene

L [0] = Lena] = o2t — (00 a) = (n a)a

Para demostrar la tercera regla, se puede escribir

Lhog, =L Ly = L (1)
dx - OBa dx|lna Ina\x (In a)x’

La segunda y la cuarta férmulas simplemente son versiones de la regla de la cadena de la
primera y la tercera reglas. ——

(0] Estas reglas de derivacién son andlogas a las de la funcién exponencial natural y logaritmo
natural. De hecho, s6lo difieren en los factores constantes In a y 1/In a. He aquf una de las razones
que hacen de e la base mds conveniente para el cdlculo. |

EJEMPLO 3 Derivacion de funciones de base distinta

Encontrar la derivada de cada una de estas funciones.

a y=2
b) y:23x

¢) y = log,cosx
Solucién
o y=207= o
dx
b) y = dii [23] = (In 2)2%(3) = (3 In 2)2%

Escribir 2** como 8"y derivar para comprobar que se obtiene el mismo resultado.

—senx 1
(In 10)cos x In 10

) y' = d%[logw cos x| = tan x



Asegurarse de ver que no
existe una regla sencilla de derivacién
paray = x". En general, si

y = u(x)'", se necesita recurrir a la
derivacién logaritmica.
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En ocasiones, un integrando contiene una funcién exponencial en una base distinta de
e. En tal caso, hay dos opciones: 1) pasar a base e usando la férmula a* = ™ “* y entonces
integrar, o 2) integrar directamente, usando la férmula de integracién

faxdx = <L>ax + C
Ina

(que se deduce del teorema 5.13).

EJEMPLO 4 Integracion de una funciéon exponencial
en una base distinta

Hallar [ 2" dx.

Solucion

1
" dx = * o+
dex ln22 C

Cuando fue introducida la regla de la potencia D [x"] = nx" ' en el capitulo 2, se exigi6
que n fuese racional. Ahora la regla se extiende a cualquier valor real de n. Intentar probar
este teorema usando derivacién logaritmica.

TEOREMA 5.14 REGLA DE LA POTENCIA PARA EXPONENTES REALES

Sea n cualquier niimero real y sea u una funcién derivable de x.

i n| — n—1
1. dx[x]—nx

i n| — n*ldu
2. dx[u]—nu

dx

El siguiente ejemplo compara las derivadas de cuatro tipos de funciones. Cada funcién
requiere una férmula de derivacién diferente para la obtencién de la derivada, dependiendo
de si la base y el exponente son constantes o variables.

EJEMPLO 5 Comparacion de variables y constantes

d
a) a [ee] =0 Regla de la constante.
d .
b) a[ex] =e* Regla exponencial.
d —1
c) dx [xe] = ex* Regla de la potencia.
d) y =x* Derivacion logaritmica.
Iny = Inx*

Iny=xInx

7

L= x(l> + (Inx)(1) =1+ Inx
y x

y'=y(1 +Inx) =x*(1 + Inx)
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Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

n A
1 $1 080.00
2 | $1081.60
4 | $1082.43
12 | $1083.00
365 | $1083.28
. (x + 1>x
x
10 2.59374
100 2.70481
1 000 2.71692
10 000 271815
100 000 271827
1000000 | 2.71828

Aplicaciones de las funciones exponenciales

Si se depositan P délares en una cuenta a una tasa anual de interés r (en forma decimal) y
los intereses se acumulan en la cuenta, ;cudl es el balance en la cuenta al cabo de 1 afio?
La respuesta depende del niimero n de veces que el interés se compone de acuerdo con la
férmula

A:P<1+f).
n

Por ejemplo, el resultado para un depdsito de $1 000 a 8% de interés compuesto n veces al
afio se muestra en la tabla de la izquierda.

Al crecer n, el balance A tiende a un limite. Para hallarlo, utilizar el siguiente teorema.
Para comprobar las razones de su contenido, calcular [(x + 1)/x]" para varios valores de x,
como se puede ver en la tabla inferior izquierda. (Una demostracién del teorema se puede
consultar en el apéndice A.)

TEOREMA 515 UN LIMITE QUE INVOLUCRA AL NUMERO ¢

X + X
lim (1+1> = Iim <x 1) =e
xX—>00 X X—00 X

Ahora, regresar a la férmula del balance A en una cuenta con interés compuesto n veces
por afio. Al tomar el limite cuando # tiende a infinito, se obtiene

Tomar el limite cuando n — ©0.

A= lim P(l +5)

n—co n

1 n/rr
= P lim [<1+—) ]
n—oo n/r

=P[h’m (1 +l>]
xX—00 X

= Pe’.

Reescribir.

Hacer x = n/r. Entonces x — 00 cuando n — 0.
Aplicar el teorema 5.15.

Este limite produce el balance después de 1 afio de interés compuesto continuo. Asi, para
un depdsito inicial de $1 000 a 8% de interés compuesto continuo, el balance al fin de afio
serfa

A = 1000
~ $1083.29

Estos resultados se resumen a continuacion.

Resumen de las féormulas de interés compuesto

Sea P = cantidad a depositar, 1 = nimero de afos, A = balance después de ¢ afios,
r = tasa de interés anual (forma decimal) y n = niimero de veces que se compone
por afo.

nt
1. Compuesto n veces por afio: A = P<1 AF L)
n

2. Compuesto continuamente: A = Pe”
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El balance en una cuenta de ahorros crece
exponencialmente
Figura 5.26
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El limite de peso del cultivo cuando r — o0
es 1.25 gramos
Figura 5.27
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EJEMPLO 6 Comparacion de interés compuesto continuo, mensual
y trimestral

Se hace un depésito de $2 500 en una cuenta que paga un interés anual de 5%. Calcular el
balance en la cuenta al final de 5 afios si el interés se compone a) trimestralmente, b) men-
sualmente y c¢) continuamente.

Solucién
z 0.05\4®)
a) A= P(l + i) =2 500(1 + T) Compuesto trimestralmente.
= 2500(1.0125)%
~ $3205.09
nt 0.05\126)
b) A= P<1 + 2) =2 500(1 + ?> Compuesto mensualmente.
~ 2 500(1.0041667)5°
~ $3 208.40
c) A = Pe" =2 500[60‘05(5)] Compuesto continuamente.

= 2500e%% = $3 210.06

La figura 5.26 muestra cémo se incrementa el balance durante el periodo de 5 afios. Notar
que se debe hacer constar que la escala de la figura no distingue graficamente entre los tres
tipos de crecimiento exponencial en a), b) y c).

EJEMPLO 7 Crecimiento de un cultivo de bacterias

Un cultivo de bacterias crece segtin la funcion logistica de crecimiento

1.25

== >
YT T4 0250 0w 120

donde y es el peso del cultivo en gramos y ¢ es el tiempo en horas. Calcular el peso del
cultivo después de a) 0 horas, b) 1 horay ¢) 10 horas. d) ;Cudl es el limite cuando # tiende
a infinito?

Solucién
1.25
a) Cuando =0, Y T ¥ 0,250 040
= 1 gramo.
1.25

b) Cuando r=1, Y T ¥ 0250040

~ 1.071 gramos.

1.25
1 + 0.25¢ 04010

~ 1.244 gramos.

¢) Cuando =10, y =

d) Por ultimo, al tomar el limite para ¢ tendiendo a infinito, se obtiene

) 125 125
A T 0250 0% 1o |2 gramos.

La figura 5.27 muestra la grafica de la funcion. —
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, evaluar la expresion sin usar calculadora.

1. log,% 2. log,, 9

1
3. log,1 4. logag

En los ejercicios 5 a 8, escribir la ecuacion exponencial en forma
logaritmica o viceversa.

5 a) 2>= 6. a) 27*7 =9
by 371=1 by 164 =

7. a) log,,0.01 = —2 8. a) log;5=—2
b) log,s8 = —3 b) 492 =7

En los ejercicios 9 a 14, dibujar a mano la grafica de la funcién.

9. y=73" 10. y = 3*!
1. y=(4) 12. y=2%
13. h(x) = 52 14. y=3"Mk

En los ejercicios 15 a 18, encontrar la funcion de la grafica. [Las
graficas son marcadas como a), b), ¢) y d).]

a) y b) y
6 6+
4+ 4+
2 2+
R —>x ——— ————>x
-4 -2 4 + 2 4
-2+ -2+
c) y d) y
6 -
4
2 -
4 -2
-2+
15. f(x) = 3¢ 16. f(x) = 37
17. f(x) =3*—1 18. f(x) = 3*~!
En los ejercicios 19 a 24, despejar x o b.
19. a) log,,1000= x 20. a) log,g ==x
b) log,,0.1 =x b) logs36 = x
21. a) logyx = —1 22. a) log,27 =3
b) log,x = —4 b) log, 125 =3

23. a) x*>—x =logs25
b) 3x+ 5 =log, 64

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

24. a) logyx + logy(x —2) =1
b) log,,(x +3) —log,ox =1

En los ejercicios 25 a 34, resolver la ecuacién y aproximarla a
tres decimales.

25. 3> =175 26. 5% = 8320
27. 2377=625 28. 3(5 1) =86
0.09\'? 0.10365¢
29. —_— = 30. = =
(1+29)" =5 (1+%22)
31. log,(x —1) =5 32. log,,(t —3) =26
33. logyx* =45 34. logs/x —4 =32

FlF En los ejercicios 35 a 38, usar una herramienta de graficacion

para representar la funciéon y aproximar su(s) cero(s) hasta tres
decimales.

35 glx) = 6(21) — 25

36. f(¢) = 300(1.0075'%) — 735.41
37. h(s) = 32log,o(s — 2) + 15
38. g(x) =1 — 2log,o[x(x — 3)]

En los ejercicios 39 y 40 ilustrar cuales de las funciones son in-
versas una de otra al dibujar sus graficas en unos mismos ejes de
coordenadas.

39. flx) =4
g(x) = log, x

40. f(x) = 3*
g(x) = log; x
En los ejercicios 41 a 62, encontrar las derivadas de la funcién.

(Sugerencia: En algunos ejercicios, puede ser de ayuda aplicar las
propiedades de los logaritmos antes de derivar.)

41, flx) = 4 4. flx) = 3>
3. y=5"* 4. y=7>""
45. f(x) =x9* 46. y = x(67%)
32[
47. gl =122 48. f(t) = "
49. h(6) = 2 %cos b 50. g(a) = 57*2sen2a
51. y =log,(5x + 1) 52. y = log;(x* — 3x)
53. h(r) = logs(4 — 1)? 54. (1) = log,( + 7)°
55. y =logs Vx* — 1 56. f(x) = log,¥/2x + 1
x? x2 =1

57. f(x) = logzﬁ 58. y = lOglOT

_ xVx — 1 B 4
59. h(x) = 10g3f 60. g(x) = logsﬁ

_101log, ¢

61. g(» 62. f(r) = t3%log, vVt + 1

t

En los ejercicios 63 a 66, encontrar la ecuacion de la recta tangente
a la grafica de la funcién en los puntos dados.

63. y=2 (—1,2)
65. y=logyx, (27,3)

64. y=5"2 (2,1)
66. y =1log,,2x, (51)



En los ejercicios 67 a 70, usar derivacion logaritmica para hallar

dy/dx.
67. y=x2/x 68. y=x"1!
69. y=(x—2p"! 70. y=(1+ x)/x

En los ejercicios 71 a 74, encontrar la ecuacion de la recta tangente
a la grafica de la funcién en los puntos siguientes.

sen x ILT
71. y = xSy, (2,2>

72. y = (senx)*, (%T, 1)
73‘ y = (ln x)cosx, (es 1)

74. y=x'/r, (1,1)

En los ejercicios 75 a 82, hallar la integral.

75. j3* dx 76. JS’X dx

77. f (¥ + 279 dx 78. f (3 + 379 dx
79. f x(57*)dx 80. f (3 — x)76-9" dx
32x
81. f 17_*_ 3Zx dx 82. f 2senx oog x dx
En los ejercicios 83 a 86, evaluar la integral.
2 2
83. j 2% dx 84. j 4%/2 dx
-1 -2
1 e
85. j (5* — 3%) dx 86. j (6* — 2%) dx
0 1

Area En los ejercicios 87 y 88, calcular el drea de la regién deli-
mitada por las graficas de la ecuacion.

87. y=3,y=0,x=0,x=3

88. y=3*senx,y =0,x=0,x =7

H? Campos de pendientes En los ejercicios 89 y 90, se proporcionan
una ecuacion diferencial, un punto y un campo de pendientes.
a) Esbozar dos soluciones aproximadas de la ecuacion diferen-
cial sobre el campo de pendientes, una de las cuales pase por el
punto indicado. b) Usar la integracion para encontrar la solucion
particular de la ecuacion diferencial y con una herramienta de
graficacion representar la solucién. Comparar el resultado con
los esbozos del apartado a).

@_ x/3 1 @ — senx
89. == 0473, (0.9) 90. - =ecosx, (m2)
y ¥
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Desarrollo de conceptos

91.

92.

93.

Considerar la funcién f(x) = log,, x.

a) (Cudl es el dominio de f?

b) Encontrar f'.

¢) Six es un ndmero real entre 1 000 y 10 000, deter-
minar el intervalo en el cual f(x) puede ser encon-
trado.

d) Determinar el intervalo en el cual se encuentra x si f(x)
es negativo.

e) Si f(x) aumenta en una unidad, ;por qué factor hay que
multiplicar x?

f) Hallar el cociente entre x, a x, sabiendo que f(x,) = 3n
y f(x) = n.

Ordenar las funciones
fx) =log, x, glx) = x5, h(x) =x* 'y kix)=2*

desde la que tiene mayor ritmo de crecimiento hasta la que
tiene el menor, para valores grandes de x.

Calcular la derivada de cada funcidn, para a constante.

& y=x b y=a
c) y=x* d) y=a“"

Para discusion

9.

La tabla de valores se obtuvo para evaluacién de una funcion.
Determinar cudles de los enunciados pueden ser ciertos o
falsos y explicar la razén.

x| 1|28

y 013

a) yes una funcién exponencial de x.
b) yesuna funcién logaritmica de x.
¢) xesuna funcién exponencial de y.
d) yesuna funcion lineal de x.

95.

Inflacion Siel ritmo o tasa de inflacion anual es, en promedio,
de 5% para los proximos 10 afios, el costo aproximado C de
bienes o servicios durante una década es

C(1) = P(1.05)
donde ¢ es el tiempo en afios y P es el costo actual.

a) Si el cambio de aceite del automévil cuesta hoy $24.95,
estimar el precio dentro de 10 afios.

b) Calcular el ritmo o velocidad de cambio de C respecto a ¢
parat=1yr=8.

¢) Verificar que el ritmo de cambio de C es proporcional a C.
(Cudl es la constante de proporcionalidad?
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P‘: 96.

CAPITULO 5

Depreciacion Después de t afios, el valor de un automdévil
adquirido por $25000 es

V(1) = 25000(3)"

a) Usar una herramienta de graficacion para representar la
funcién y determinar el valor del automdvil 2 afios después
de su compra.

b) Calcular la razén de cambio de Vrespecto atparat =1y
r=4.
¢) Usar una herramienta de graficacién para representar V'(z) y

determinar la asintota horizontal. Interpretar su significado
en el contexto del problema.

Interés compuesto En los ejercicios 97 a 100, completar la tabla
al determinar el balance A para P ddlares invertidos a una tasa
de interés r, durante ¢ afios, n veces al afio.

n| 1| 2|4/ 12 |365 | Intereses continuos
A
97. P = $1000
r=33%
t = 10 afios
98. P = $2500
r=6%
t = 20 afios
99. P = $1000
r=5%
t = 30 afios
100. P = $5 000
r="7%
t = 25 afios

Interés compuesto  Enlos ejercicios 101 a 104, completar la tabla
al determinar la cantidad de dinero P (valor presente) que debe ser
depositada a una tasa r de interés anual para producir un balance

de $100 000 en ¢ afios.
t 1 | 10| 20|30 |40 | 50
P
101. r=5%
Interés compuesto continuo
102. r=6%
Interés compuesto continuo
103. r=5%
Interés compuesto mensual
104. r=7%

Interés compuesto diario

105.

FF 106.

107.

108.

109.

I'El:a)

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

Interés compuesto Se tiene una inversion de una renta de
6% compuesto diariamente. ;Cudl de las siguientes opciones
produciria un balance mayor después de 8 afios?

a) $20 000 ahora

b)  $30 000 después de 8 afios

¢) $8 000 ahora y $20 000 después de 4 afios

d) $9 000 ahora, $9 000 después de 4 afios y $9 000 después

de 8 anos.

Interés compuesto  Considerar un depésito de $100 a r% de in-
terés compuesto continuo durante 20 afios. Usar una herramienta
de graficacion para representar las funciones exponenciales que
describen el crecimiento del capital en los siguientes veinte afios
para cada una de las tasas de interés que se especifican. Comparar
los balances finales de cada una de las tasas.

a) r=3%
b)) r=5%
c) r=6%

Produccion de madera El rendimiento V (en millones de pies
cubicos por acre) de un bosque de 7 aflos de edad es

V = 67480/t

donde 7 es medido en afios.

a) Calcular el volumen limite de madera por acre cuando ¢
tiende a infinito.
b) Encontrar el ritmo o velocidad de cambio de V cuando

t = 20 afios y cuando ¢t = 60 afios.

Teoria del aprendizaje  Un modelo matemadtico para la propor-
cion P de respuestas correctas tras 7 ensayos, en un experimento
sobre aprendizaje, resulté seguir el modelo

0.86
P = 1+ 6*0.25)1'
a) Calcular la proporcién limite de respuestas correctas cuando
n tiende a infinito.
b) Calcular el ritmo de cambio P después de n = 3 pruebas y

de n = 10 pruebas.

Defoliacion forestal Para estimar la defoliacién producida
por las lagartas durante un afio, un ingeniero forestal cuenta el
nimero de montones de huevos en 75 de acre en el otofio ante-
rior. El porcentaje de defoliacion y estd dado aproximadamente
por

300

Y T 3 {70 00625

donde x es el nimero de montones en miles. (Fuente: USDA
Forest Service.)

Usar una herramienta de graficacion para representar la
funcidn.

b) Estimar el porcentaje de defoliacién si se cuentan 2 000
montones de huevos.

¢) Estimar el nimero de montones de huevos que existen
si se observa que aproximadamente 2 del bosque se han
defoliado.

d) Mediante el cilculo, estimar el valor de x para el que y crece

mas rapidamente.



110. Crecimiento poblacional Un lago se repuebla con 500 peces,
y su poblacién crece de acuerdo con la curva logistica

(= 10000
P = 19¢ 175

donde ¢ se mide en meses.

Ich a) Usar la funcién de regresién de una herramienta de grafi-
cacion para representar la funcion.
b) ;Cudl es el tamafio limite de la poblacién de peces?
¢) (A qué ritmo o velocidad crece la poblacién de peces al
final de 1 mes y al final del décimo mes?
d) (Después de cudntos meses crece mds de prisa la pobla-
cién?

fq: 111. Modelado matemdtico 1a tabla muestra la resistencia B (en

toneladas) a la ruptura de un cable de acero de varios didmetros
d (en pulgadas).

d | 050 | 075 100 125 | 1.50 1.75

B | 985 218 383 | 592 | 844 | 1140

a) Usar la funcién de regresion de la herramienta de graficacion
para ajustar un modelo exponencial a los datos.

b) Usar una herramienta de graficacién para representar los datos
y el modelo.

¢) Calcular el retorno o la tasa de crecimiento del modelo cuando
d=08yd=15.

FL‘- 112. Comparacion de modelos 1.os nimeros y (en miles) de

trasplantes de érganos en Estados Unidos de 2001 a 2006 se
muestran en la tabla, con x = 1 correspondiendo a 2001. (Fuente:
Organ Procurement and Transplantation Network)

x 1 2 3 4 5 6

y | 2421249 | 255 | 27.0 | 281 | 289

a) Usarlahabilidad de regresion de una herramienta de grafica-
cién para encontrar los siguientes modelos para los datos.

yy=ax+b Yy, =a+blnx

y; = ab* Yy = ax’

b) Usar una herramienta de graficacién para representar los
datos y graficar cada uno de los modelos. ;Qué modelo se
ajusta mejor a los datos?

¢) Interpretar la pendiente del modelo lineal en el contexto
del problema.

d) Encontrar la razén de cambio de cada uno de los modelos
para el aio 2004. ;Qué modelo se incrementa a la mds
grande razén en 20047

FL_' 113. Conjetura

a) Usar una herramienta de graficacién que aproxime las
integrales de las funciones

fo) = 4(%>2t/3, g(t) = 4<\34@>, y h(f) = 4e06538861

en el intervalo [0, 4].
b) Usar una herramienta de graficacion para representar las
tres funciones.

SECCION 5.5
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¢) Usar los resultados de los apartados a) y b) para formular
una conjetura acerca de las tres funciones. ;Podria haber
realizado una conjetura usando sélo el apartado a)? Expli-
car. Demostrar la conjetura analiticamente.

114. Completar la tabla para demostrar que e puede definirse también
como lim (1 + )"~

x 1 107" | 1072 | 107* | 10°°

(1 + X

En los ejercicios 115 y 116, encontrar una funcién exponencial
que se ajuste a los datos experimentales tomados en los tiempos
t indicados.

us. -, 0 1 2 3 4

y | 1200.00 72000 | 432.00 25920 @ 155.52
116. | ; 0 1 2 3 4

y | 600.00 | 630.00 @ 661.50 = 694.58 @ 729.30

En los ejercicios 117 a 120, encontrar el valor exacto de la ex-
presion.

117. 5]/]n5 118. 6InIO/1n6

119. 9/m3 120. 321/m2

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 121 a 126, determinar si
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar la razén o
dar un ejemplo que muestre su falsedad.

271 801

99 900

121. ¢ =

122. Si f(x) = In x, entonces f(e" * ') — f(e") = 1 para cualquier
valor de n.

123. Las funciones f(x) = 2 + ¢*y g(x) = In (x — 2) son inversas
una de otra.

124. La funcién exponencial y = Ce” es la solucion de la ecuacién
diferencial d"y/dx" = y,n=1,2,3, ...
125. Las grificas f(x) = ey g(x) = e * se cortan en dngulo recto.
126. Si f(x) = g(x) e, los Unicos ceros de f son los ceros de g.
127. a) Mostrar que (23)2 # 267,
b) ¢Son f(x) = (x)* y gx) = x*) la misma funcién? ;Por
qué si o por qué no?
¢) Encontrar f'(x) y g’(x).

128. Sea f(x) = Z; }

una funcién inversa. Entonces encontrar f .

para a > 0, a # 1. Mostrar que f tiene

129. Demostrar que al resolver la ecuacion diferencial logistica

dy _ 8 (5 _
d[—zsy(4 y>, y(0) =1

se obtiene la funcion de crecimiento logistico del ejemplo 7.

Sugerencia'l—4<l+ 1 )
Y-y s\ -y
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130. Dada la funcién exponencial f(x) = a*, demostrar que
a) fu+v)=f@-f
by f2x) = [f)I*

131. a) Determinar y’ dado y* = x”.

b) Encontrar la pendiente de la recta tangente a la grafica de
y* = x” en cada uno de los siguientes puntos.

D (c0)
i)y (2,4)
i)y (4,2)
¢) Encudles puntos de la grifica de y* = x” no existe la recta
tangente?

Hf' 132. Considerar la funcién f(x) = 1 + xy g(x) = b*, b > 1.

a) Sea b = 2, usar la herramienta de graficacién para repre-
sentar f y g en la misma pantalla. Identificar los puntos de
interseccion.

b) Repetir el apartado a) usando b = 3.

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

¢) Calcular todos los valores de b tales que g(x) = f(x) para
todo x.

Preparacion del examen Putnam

133. ;Cudl es mayor
( \/ﬁ) Vn+1 0

donde n > 8?

(V1)

134. Demostrar que si x es positivo, entonces

1 1
1 1+ = .
0g5< x) > 1+ x

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi-
tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

| PROYECTO DE TRABAJO]

Estimacion grafica de pendientes

XY, x#0

Sea f(x) = Il

f@) {1, x=0.

a) Usar una herramienta de graficacién para representar f en la
ventana —3 = x = 3, —2 = y = 2. ;Cudl es el dominio de f?

b) Usar las funciones trace y zoom de la herramienta de graficacion
para estimar

lim f(x).

¢) Explicar brevemente por qué la funcién f es continua en todos
los nimeros reales.

d) Estimar a simple vista la pendiente de f en el punto (0, 1).

e) Explicar por qué la derivada de una funcion se puede aproximar
mediante la formula.

o+ Av) = flx = Ax)
2Ax

para valores pequeifios de Ax. Usar esta férmula para aproximar
la pendiente de f en el punto (0, 1).

0+ A~ 0~ &) _ f(AY) — f(-AY)
2Ax 2Ax

1700)

(Cudl es la pendiente de f en (0, 1)?

f) Hallar una férmula para la derivada de f y determinar f'(0). Ex-
plicar por escrito por qué una herramienta de graficacién puede
proporcionar un valor incorrecto de la pendiente de una gréfica.

g) Usar esa férmula para la derivada de f con el fin de encontrar los
extremos relativos de f. Verificar su respuesta con la herramienta
de graficacion.

PARA MAYOR INFORMACION  Para saber mds sobre el uso de
herramientas de graficacion para estimar pendientes, ver el articulo
“Computer-Aided Delusions”, de Richard L. Hall en The College
Mathematics Journal.




SECCION 5.6 Funciones trigonométricas inversas: derivacién 373

Iml Funciones trigonométricas inversas: derivacion

y = senx
Dominio: [—7/2,m /2]
Recorrido o rango: [-1, 1]

y

1+

[STERe
SIER

La funcion seno es inyectiva en
[—m/2,7/2]
Figura 5.28

—> X

B Desarrollar propiedades de las seis funciones trigonométricas inversas.
B Derivar las funciones trigonométricas inversas.
B Repasar las reglas basicas de derivacion de las funciones elementales.

Funciones trigonométricas inversas

Esta seccién comienza con una afirmacién sorprendente: ninguna de las seis funciones
trigonométricas tienen inversa. Y es cierto, ya que las seis funciones trigonométricas son
periddicas y, en consecuencia, no son inyectivas. En esta seccidn se analizan esas seis funcio-
nes para ver si es posible redefinir su dominio de manera tal que, en el dominio restringido,
tengan funciones inversas.

En el ejemplo 4 de la seccién 5.3 se vio que la funcidn seno es creciente (y por tanto
inyectiva) en el intervalo [— /2, /2] (ver la figura 5.28). En ese intervalo se puede definir
la inversa de la funcién seno restringida como

y = arcsen x si'y sélo si seny = x

donde —1 =x =1y —7/2 < arcsen x = /2.
Bajo restricciones adecuadas, cada una de las seis funciones trigonométricas es inyectiva
y admite inversa, como se muestra en las siguientes definiciones.

DEFINICION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Funcion Dominio Recorrido o rango

y = arcsen x siy s6losiseny = x -1 <x<1 —gﬁyﬁg

y = arccos x siy s6lo sicosy = x —-1<x<1 0O<sy<mw
y=arctanxsiyso6lositany = x —00 < X < O —g<y<g

y = arccot x siy s6losicoty = x —00 < X < 0O O<y<m

y = arcsec x siy s6lo sisecy = x x| > 1 0<y<m y;&g
y = arccsc x siy sélosicscy = x |x|21 —%Tgygg’ y#0

I W El término “arcsen x” se lee “‘el arco seno de x” o algunas veces “el dngulo cuyo seno es x”.
Una notacién alternativa de la funcion inversa del seno es “sen™! x”. |

EXPLORACION

La funcion inversa de la secante En la definicion anterior, la funcién inversa de la
secante se ha definido restringiendo el dominio de la funcién secante a los intervalos

2
algunos discrepan. ;Qué otros dominios podrian adoptarse? Explicar el razonamiento
graficamente. La mayoria de las calculadoras no dispone de la funcién inversa de la se-
cante. ;Como se puede evaluar la funcién inversa de la secante con la calculadora?

T T
[O, *) U (5, 77}. La mayoria de los libros coincide en la restriccion elegida, pero
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Las graficas de las seis funciones trigonométricas inversas se muestran en la figura

5.29.
y y y
y = arcsen x Y = arccos x y = arctan x
Tl o L lm|
2 2
} } } } X } } } } X
2 - 1 2 2 - 1 2
S } } } X meeeeeoe- N R
2 2 1 2 2
Dominio:[— 1, 1] Dominio: [— 1, 1] Dominio: (— oo, 0)
Recorrido o rango: [ — 77/2, /2] Recorrido o rango: [0, 7r] Recorrido o rango: (— /2, m/2)
y y y
y = arcesc x y = arcsec x y = arccot x
72&?\ /ﬂ* 77777777777 T
. o —  al \
. L 2 K 2 \
\ -4 } } ® } x } } } } X
2 -2 -1 1 2 -2 -1 1 2
Dominio: (— oo, — 1] U[1, 00) Dominio: (— oo, — 1] U[1, o0) Dominio: (— oo, c0)
Recorrido o rango: [ — /2, 0) U (0, 7/2] Recorrido o rango: [0, 77/2) U (7/2, 7] Recorrido o rango: (0, 7)

Figura 5.29

EJEMPLO | Evaluacion de las funciones trigonométricas inversas

Evaluar cada una de las funciones.

1
a) arcsen ) b) arccos 0 ¢) arctan J3 d) arcsen(0.3)
Solucién
Al evaluar funciones trigo- a) Por definicién, y = arcsen (—3) implica que sen y = —3. En el intervalo [— /2, 7/2]

nométricas inversas es importante

recordar que los dngulos estdn medidos el valor correcto de y es —r/6.

en radianes. | 1 T
arcsen<—§> =%
b) Por definicién y = arccos 0 implica que cos y = 0. En el intervalo [0, 7] se tiene
y=m/2.
T
arccos 0 = —
0 2

¢) Por definicién, y = arctan +/3 implica que tan y = V3 .Enelintervalo (— /2, m/2),
se tiene y = 77/3.

arctan /3 = %T

d) Al utilizar la calculadora en modo radianes se obtiene

arcsen (0.3) = 0.305.



EXPLORACION

Graficar y = arccos (cos x) para
—4a = x = 4. (Por qué la grafica
no es la misma que la gréfica de

y =x?
1
y
1-x
y = arcsen x
Figura 5.30
V5
y
2

5
y = arcsec——

Figura 5.31

2
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Las funciones inversas tienen las propiedades
fED)=x y &) =x

Cuando se aplican estas relaciones a las funciones trigonométricas inversas, debe tenerse
en cuenta que las funciones trigonométricas tienen inversas sélo en dominios restringidos.
Para valores de x fuera de esos dominios, esas dos propiedades no son validas. Por ejemplo,
arcsen (sen ) es 0, no 7.

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Si—l=x=1ly—m/2=y= m/2, entonces
sen(arcsen x) = x y arcsen(sen y) = y.

Si —m/2 <y < /2, entonces
tan(arctan x) = x y arctan(tan y) = y.

Si |x| =1y0=y<m/20m/2<y= m, entonces
sec(arcsec x) = x y arcsec(sec y) = y.

Propiedades andlogas son validas para otras funciones trigonométricas inversas.

EJEMPLO 2 Resolucion de una ecuaciéon

a
arctan(Zx - 3) = Z Ecuacién original.
a
tan[arctan(Zx - 3)] = tan Z Tomar tangentes en ambos lados.
2x—3=1 tan(arctan x) = x.
x=2 Despejar x.

Algunos problemas de cdlculo requieren la evaluacién de expresiones del tipo
cos(arcsen x), como se muestra en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Uso de triangulos rectangulos

a) Dado y = arcsen x, donde 0 < y < 77/2, encontrar cos y.
b) Dadoy = arcsec(\fS /2), encontrar tan y.

Solucion

a) Comoy = arcsen x, se sabe que sen y = x. Esta relacién entre x y y puede representarse
en un tridngulo rectdngulo, como se muestra en la figura 5.30.

adj. _
hip.

(Este resultado es también valido para —m/2 <y <0.)

cos y = cos(arcsenx) = 1 — x?

b) Al utilizar el tridangulo rectangulo mostrado en la figura 5.31 se obtiene

tan y = tan| arcsec £ = 0P _ l
Y 2 adj. 2
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No hay acuerdo universal
sobre la definicion de arcsec x (o de
arccsc x) para valores negativos de x.
Cuando se defini6 aqui el recorrido o
rango de arco secante, se eligié preser-
var la identidad reciproca.

1
arcsec x = arccos —.
X

Por ejemplo, para evaluar arcsec (—2),
se puede escribir

arcsec(—2) = arccos(—0.5) = 2.09.

Una de las consecuencias de la
definicion de la inversa de la funcion
secante dada en este texto es que su
gréfica tiene pendiente positiva en todo
valor de x de su dominio. (Ver la figura
5.29.) Ello se refleja en el signo de
valor absoluto en la férmula de la
derivada de arcsec x. |

TECNOLOGIA Si la herramienta
de graficacion no tiene la funcién arco
secante, se puede obtener la grafica
usando

1
f(x) = arcsec x = arccos =

Derivadas de las funciones trigonométricas inversas

En la seccién 5.1 se vio que la derivada de la funcidn frascendente f(x) = In x es la funcién
algebraica f'(x) = 1/x. A continuacion se verd que las derivadas de las funciones trigono-
métricas inversas son también algebraicas (aunque las funciones trigonométricas inversas
son trascendentes).

El préximo teorema presenta las derivadas de las seis funciones trigonométricas inversas.
En el apéndice A se presentan las demostraciones para arcsen u y arccos u, y el resto se deja
como ejercicio (ver el ejercicio 104). Notar que las derivadas de arccos u, arccot u y arccsc
u son las negativas de la derivada de arcsen u, arctan u y arcsec u, respectivamente.

TEOREMA 5.16 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Si u es una funcioén derivable de x.

4 [arcsenu] = v 4 [arccos u] = -

dx V1 — 2 dx 1 —u?

d u’ d —u’

I [arctan u] = T+ e [arccot u] = 1+ 2

a [arcsec u] = S 4 [arcesc u] = e
dx |u| Vi =1 dx |u| Vu> =1

EJEMPLO 4 Derivacion de funciones trigonométricas inversas

d 2 2
@ o larcsen(29] = ——= 2x)? V1 -4
d s :
b < - B
) g laretan (0] = =755 = 105
4 SUVEIE S S —
) 0 [arcsen \/;C] JT—x 2UxJ1—x 2Ux— 2
De2x 2e%* 2

d) 4 [arcsec e*] = =

dx e2x /(er)Z -1 e2x e4x -1 = \/e4x -1

El signo de valor absoluto no es necesario, porque e* > 0.

EJEMPLO 5 Una derivada que puede ser simplificada

y = arcsen x + x/1 — x?

1 1
= ———tx (2] (—200 - )2+ 1 -2
v s ()20 - o)

1 x?
= — + V1 =22

J1 — 22 1 —x2

=J1-x+J1-x

1 —x

I
)

\[1J/'W En el ejemplo 5, se aprecia una de las ventajas de las funciones trigonométricas inversas:
pueden utilizarse para integrar funciones algebraicas comunes. Por ejemplo, del resultado mostrado
en el ejemplo se desprende que

1
f\/l —x2dx = E(arcsenx +xJ1 - xz).



2

_n-

3+ y= 4
y = (arctan x)? 27

Puntos de

1 inflexion
X
-2 -1 1 2

_l -+

La grafica de y = (arctan x)? tiene una
asintota horizontal a y = 72/4
Figura 5.32

No estd dibujado a escala

La camara debe estar a 2.236 pies de la
pared para maximizar el angulo B
Figura 5.33
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EJEMPLO 6 Analisis de la grafica de una funcién trigonométrica
inversa

Analizar la gréfica de y = (arctan x)

Solucion De la derivada

, 1
y' =2 (arctan x)(m)
_ 2arctan x
1+ x?

se puede observar que el tnico punto critico es x = 0. Por el criterio de la primera derivada,
este valor corresponde a un minimo relativo. De la segunda derivada se obtiene

(1+ )c2)<1 n x2> — (2 arctan x)(2x)
- (1 + x?)?
~ 2(1 — 2x arctan x)
B (1 + x?)?

se concluye que los puntos de inflexién se presentan donde 2x arctan x = 1. Al utilizar el
método de Newton, esos puntos son x = *=0.765. Por dltimo, como

2
lim (arctan x)? = —
X—>+00 4

se concluye que la grafica tiene a y = 7r2/4 como asintota horizontal. La figura 5.32 muestra
la gréfica.

EJEMPLO 7 Obtener un angulo maximo

Un fotégrafo estd fotografiando un cuadro de 4 pies de altura colgado en una pared de una
galeria de arte. La lente de la cdmara estd a 1 pie bajo el extremo inferior del cuadro como
se muestra en la figura 5.33. ;A qué distancia de la pared debe colocarse la cdmara para
conseguir que el dngulo subtendido por la lente de la cdmara sea mdximo?

Solucién En la figura 5.33, sea B el angulo que se desea maximizar
B=0—-«

X
= arccot — — arccot x

5

Al derivar se obtiene

dag _ -1/5 1
de 1+ (x3/25) 1+ x?
_ -5
25+ x> 1+ X2
45 — x?)

T 5+ 0 + 2

como df/dx = 0 cuando x = \fS, se puede concluir por el criterio de la primera derivada
que esta distancia hace maximizar el dngulo 3. Asi pues, la distancia es x = 2.236 pies y el
angulo mdximo es B = 0.7297 radianes =~ 41.81°.
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The Granger Collection

GALILEO GALILEI (1564-1642)

La vision de la ciencia de Galileo diferia
de la aceptada perspectiva aristotélica
de que la Naturaleza tiene magnitudes
susceptibles de descripcion, tales como
“fluidez”0“potencialidad”. El quiso
describir el mundo fisico en términos de
cantidades medibles, como el tiempo, la
distancia, la fuerza y la masa.

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

Resumen de las reglas basicas de derivacion

A principios del siglo xvi, Europa se vio inmersa en una era cientifica representada por
grandes pensadores como Descartes, Galileo, Huygens, Newton y Kepler. Estos hombres
crefan en una naturaleza gobernada por leyes bdsicas, expresables en gran parte en términos
matematicos. Una de las publicaciones mds influyentes de la época —el Dialogo soprai die
massimi sistemi del mondo de Galileo Galilei— se ha convertido en una descripcién clasica
del pensamiento cientifico moderno.

Conforme las matematicas se han ido desarrollando en los siglos posteriores, se ha visto
que unas cuantas funciones elementales son suficientes para modelar la mayoria* de los
fenémenos de la fisica, la quimica, la biologia, la ingenierfa, la economia y otros campos.
Una funcién elemental es una funcién de la lista siguiente o una que puede obtenerse con
éstas mediante sumas, productos, cocientes o composiciones.

Funciones algebraicas Funciones trascendentes

Funciones polinomiales Funciones logaritmicas

Funciones racionales Funciones exponenciales
Funciones con radicales Funciones trigonométricas

Funciones trigonométricas inversas

Con las reglas de derivacién introducidas hasta ahora en el texto es posible derivar cualquier
funcién elemental. Por conveniencia, se resumen esas reglas a continuacion.

Reglas basicas de derivacion de funciones elementales

d /
1. T [cu] = cu

4 i[g} :vu’—uv’
“dx|v V2

1%m=1
d ;
10. dx[e]—e u

4

13.
3dx

[senu] = (cos u)u’

da — (esc? )
16. dx[cot u] = —(csc2u)u

d u’
19. - [arcsen u] = ——

d u’
22. o [arccot u] = T 0

2. %[uiv]zu’iv’ 3. %[uv]zuv’+vu’
5. %[c] =0 6. %[u”] = nu" 'y’
&%muiﬁwxu¢o 9. L inu) ==

11. %[logau] = (lnuc;)u 12. %[a“] = (In a)a*u’

14. i[cos u] = —(senu)u’
dx

d /
17. T [sec u] = (sec u tan u)u

d —u’
20. - [arccos u] = ——

ul

d
23 & =
3 o [arcsec u] PRCES]

D

15. i[tan u] = (sec® u)u’
dx

d ’
18. T [csc u] = —(csc u cot u)u
d u’
21. - [arctan u] = [+
d —u’
24, a[arccsc u] = |1,{|1472—1

* Algunas funciones importantes usadas en ingenieria y ciencias (como las funciones de Bessel y la

funcion gamma) no son funciones elementales.
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Iml Ejercicios

fq: Andlisis numérico y grdfico En los ejercicios 1y 2, a) usar una En los ejercicios 21 a 26, usar la figura para escribir la expresion
herramienta de graficacion para completar la tabla, b) representar en forma algebraica dada y = arccos x, donde 0 <y < 77/2.
amano los puntos de la tabla y la funcién, ¢) usar una herramien-
ta de graficacién para representar la funcién y comparar con el 21. cosy
dibujo del apartado b) y d) hallar las intersecciones con los ejes y 22. seny
las simetrias de la grafica. 23. tany 1
24. coty
x|—-1/-08|—-06-04 —02/0/02/040608 |1 25. secy y
y 26. cscy .

En los ejercicios 27 a 34, escribir la expresion en la forma alge-
1. y = arcsen x 2. y = arccos x braica. [Sugerencia: Trazar un triangulo rectangulo, como se
demostro en el ejemplo 3.]

En los ejercicios 3 y 4, determinar las coordenadas faltantes de
" > 27. cos(arcsen 2x) 28. sec(arctan 4x)
los puntos sobre la grifica de la funcién.
29. sen(arcsec x) 30. cos(arccot x)
3 y 4 v 31. tan(arcsec g) 32, secf[arcsen(x — 1)]
) y = arccos x ) A 0T EIRE(EETN 33
T TteeET T X x—h
1 | 33. cscl|arctan —= 34. cos| arcsen
T ( A ) T \/E r
) 2 (%)L (.5
3 / (\/g ) f Ay i ‘}l N FL_' En los ejercicios 35 y 36, a) utilizar una herramienta de graficacion
(f’ T) £ 27 -3-2 1 2 3 para representar f y g en la misma pantalla para verificar si son
L ‘ . 1 iguales, b) usar algebra para verificar que f y g son iguales y c)
1 N — a3 ) identificar las asintotas horizontales de las gréﬁcas.
2 2 2
35. x) = sen(arctan 2x), X —_—
76) = senfaretan 20, g(0) = =g
En los ejercicios 5 a 12, evaluar la expresion sin usar calculadora. X J4 — x2
36. f(x) = tan arccos |, glx) = B
arcsen % 6. arcsen 0
7. arccos % 8. arccos 1 En los ejercicios 37 a 40, despejar x.
3 37. arcsen(3x — m) = & 38. arctan(2x — 5) = —1
9. arctan i 10. arccot(— V3 ) ( V=2 ( )
3 39, arcsen</2x = arccos</x 40. arccos x = arcsec x
11. arccsc(— ﬂ) 12. arcsec(f ﬂ) En los ejercicios 41 y 42, verificar cada identidad.
1
En los ejercicios 13 a 16, usar la calculadora para aproximar el 41. a) arccscx = arcsen R 1

valor. Redondear la respuesta a dos decimales.

b) arctan x + arctan 1 = g, x>0
13. arccos(—0.8) 14. arcsen(—0.39) X

15. arcsec 1.269 16. arctan(—5) 42. @) arcsen(—x) = —arcsenx, |x| =1
b) arccos(—x) = 7 — arccosx, |x| =1
En los ejercicios 17 a 20, evaluar la expresion sin usar calculadora.

(Sugerencia: Ver el ejercicio 3.) En los ejercicios 43 a 62, hallar la derivada de la funcién.
3 43. f(x) = 2 arcsen(x — 1) 44. f(t) = arcsen 12
17. a) sen(arctan Z) 18. @) tan arccos i .
45. g(x) = 3 arccos 5 46. f(x) = arcsec 2x
b) sec<arcsen g) b) ¢ %(arcsen )
47. f(x) = arctan e* 48. f(x) = arctan/x
19. a) cot| arcsen L 20. a) s c[arctan( 3)]
2 5 arcsen 3x N
49. g(x) = B 50. h(x) = x? arctan 5x
5
2 csc[arctan( 12)] bt [arcsen( 6)] 51. h(t) = sen(arccos 1) 52. f(x) = arcsenx + arccos x
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53. y = 2xarccosx — 21 — x?

1 t
54. y=In(t>+4)— EarctaHE

11 x+1
55. y=—(=1
y 2(2“x—1

+ arctan x)

1
56. y = 5[}&/4 - x> +4 arcsen(%)]
57. y = xarcsenx + 1 — x?

58. y = xarctan 2x — iln(l + 4x?)

x  xJ/16 — x?
59. y=38 arcsenz -,

60. y=25 arcsen ™ — x/25 — 22

5
6l. y= 2l
.y =arctanx + W
62 = arctan o1
- 27 22+ 4)

En los ejercicios 63 a 68, encontrar una ecuacion de la recta tan-
gente a la grafica de la funcion en un punto dado.

3
_QLW)
28

63. y = 2arcsen x, <%, 77)

1
64, y= 5 arccos x, <

65. y = arctan %, (2, g) 66. y = arcsec 4x, (

67. y = 4xarccos(x — 1), (1,2m)

1 7

68. y = 3xarcsen x, (2, 4>

@ Aproximacion lineal y cuadrdtica Enlos ejercicios 69 a 72, usar un
sistema algebraico por computadora para hallar la aproximacion
lineal P,(x) = f(a) + f"(@)(x — a) y la aproximacién cuadritica
P,(x) = f(a) + f(@)x — a) + 5f”(a)(x — a)? de la funcién f en
x = a. Dibujar la grafica de la funcién y sus aproximaciones lineal
y cuadratica.

69. f(x) = arctan x,

71. f(x) = arcsenx,

0 70. f(x) = arccos x,

a= a=0
a=13 72. f(x) = arctan x,

a=1
En los ejercicios 73 a 76, encontrar los extremos relativos de la
funcién.

73. f(x) = arcsec x — x

74. f(x) = arcsenx — 2x

75. f(x) = arctan x — arctan(x — 4)

76. h(x) = arcsenx — 2 arctan x

En los ejercicios 77 a 80, analizar y bosquejar una grafica de la
funcion. Identificar algin extremo relativo, puntos de inflexion,

y asintotas. Usar una herramienta de graficacion para verificar
sus resultados.

77. f(x) = arcsen(x — 1) 78. f(x) = arctan x + g

80. f(x) = arccos

79. f(x) = arcsec 2x 1

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

Derivacion implicita En los ejercicios 81 a 84, encontrar la
ecuacion de la recta tangente a la grafica de la ecuacion en el
punto dado.

81. x>+ xarctany =y — 1, (—E,l)

4
82. arctan(xy) = arcsen(x + y), (0, 0)
_m (2 ﬁ)
83. arcsenx + arcseny = X ( 2 o
T
84. arctan(x +y) = y> + e (1,0)

Desarrollo de conceptos

85. Explicar por qué los dominios de las funciones trigonomé-
tricas estdn restringidos cuando se calcula la funcién trigo-
nométrica inversa.

86. Explicar por qué tan 7 = 0 no implica que arctan 0 = .

87. Explicar como dibujar y = arccot x en una herramienta de
graficacién que no tiene la funcién arco cotangente.

88. ;Son las derivadas de las funciones trigonométricas inversas
algebraicas o trascendentales? Mencionar las derivadas de
las funciones trigonométricas inversas.

HF 89. a)

b) Sea fix) = arcsen(arcsen x). Hallar el valor de x en el in-
tervalo —1 = x = 1 tal que f{x) es un nimero real.

Usar una herramienta de graficacion para evaluar arcsen
(arcsen 0.5) y arcsen (arcsen 1).

Para discusion

3 3
90. El punto (777-, O) estd en la grifica de y = cos x. L(O, 7”)

se encuentra en la grafica de y = arccos x? Sino es asi, ;esto
contradice la definicién de la funcién inversa?

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 91 a 96, determinar si la
expresion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o dar
un ejemplo que lo demuestre.

91. Dad ) =L e 1--I
. ado que cos 3) =2 se tiene que arccos 5 3"
)
92. arcsen PR

93. La pendiente de la grifica de la funcién tangente inversa es
positiva para todo x.

94. El dominio de y = arcsen x es [0, 77].
95. di[arctan(tan x)] = 1 para todo x en su dominio.
X

96. arcsen’x + arccos’x = 1.

97. Razon de cambio angular Un aeroplano vuela a una altitud
de 5 millas hacia un punto directamente sobre un observador.
Considerar 6 y x como se muestra en la figura siguiente.
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|

5 millas

| DR [ i
No estd dibujado a escala

Figura para 97

a) Escribir 6 como una funcién de x.

b) Lavelocidad del aeroplano es 400 millas por hora. Encon-
trar d6/dt cuando x = 10 millas y cuando x = 3 millas.

98. Redactar Repetir el ejercicio 97 si la altitud del aeroplano es
3 millas y describir cémo la altitud afecta la razén de cambio
de 6.

99. Ritmo o velocidad de cambio angular En un experimento
sobre caida libre, se deja caer un objeto desde una altura de 256
pies. Una cdmara situada en el suelo y distante 500 pies del punto
de impacto, toma imdgenes de la caida (ver la figura).

a) Hallar la funcién posicion que describe la altura del objeto
en cada instante ¢, suponer que se deja caer en t = 0. ;En
qué momento el objeto llega al suelo?

b) Calcular la razén de cambio del angulo de elevacion de la
cdmaracuandot=1yr = 2.

E B
- - ! - e 1
.7 i : - - 1 T
R 1256 pies s .- ,
| l - A
< - 1 . 4 1
PrAL SN——— ooy FYA ™% ' L
— a 800 m
No estd dibujado a escala No estd dibujado a escala
Figura para 99 Figura para 100

100. Razonde cambio angular Unacdmara de television anivel del
suelo graba el despegue vertical de un cohete desde un punto a
800 metros del punto de lanzamiento. Sea 6 el dngulo de eleva-
cion del cohete y s la distancia entre la cdmara y el cohete (ver
la figura). Expresar 6 como funcién de s durante el ascenso del
cohete. Diferenciar el resultado para hallar d6/dt en términos de
sy deds/dt.

101. Maximizacion de un dngulo Una cartelera de 85 pies de dis-
tancia de separacién es perpendicular a un camino recto y estd
a 40 pies del camino (ver la figura). Encontrar el punto sobre el
camino en el cual el dngulo 6 subtendido por la carretera es un

maximo.
mSS ies—-1
i 8= =
x [
e
‘ =

&%

No estd dibujado a escala

Figura para 101

Figura para 102
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102. Velocidad angular Un carro patrulla esta estacionado a 50
pies de un almacén grande (ver la figura). La luz giratoria en la
parte superior del carro gira a una razén de 30 revoluciones por
minuto. Escribir § como una funcién de x. ;Qué tan lejos estd
el rayo de luz moviéndose a lo largo de la pared cuando el rayo
hace un dngulo de 6 = 45° con la linea perpendicular desde la

luz hasta la pared?
x+y

1 —xy

103. @) Demostrar que arctan x + arctan y = arctan
xy # 1.
b) Usar la férmula del apartado a) para probar que

arctan l + arctan l =z
2 3 4’

104. Verificar las siguientes formulas de derivacion.

’

d u
a) a[atctan ul = .

1+ u?
u/

b) d%[arccot ul =

d

—larcsec u| = ————
) dx[ u] |u|\/ﬁ

d —u’

—larcesc u| = ———F——
D gl =

105. Existencia de una inversa Determinar los valores de k para
los que la funcién f(x) = kx + sen x tiene funcién inversa.

HF 106. Para pensar Usar una herramienta de graficacién para repre-

sentar f(x) = sen xy g(x) = arcsen (sen x).
a) (Por qué la grifica de g no es larectay = x?
b) Hallar los extremos de g.
107. a) Representar la funcién f(x) = arccos x + arcsen x sobre el
intervalo [—1, 1].
b) Describir la grafica de f.

¢) Comprobar el resultado del apartado b) analiticamente.

108. Comprobar que arcsen x = arctan(ﬁ), x| < 1.

1

109. Calcular el valor de ¢ en el intervalo [0, 4] sobre el eje x que
maximiza el dngulo 6.

<
QS
)

{02 *2) ] RKLO
3
0 P 5
X
Cc
Figura para 109 Figura para 110

110. Encontrar PR tal que 0 = PR = 3 y m £ 0 sea un maximo.

111. Algunos textos de célculo definen la inversa de la funcién secante
usando el dominio [0, 7/2) U [, 37/2).

a) Hacer un boceto de la grafica y = arcsec x usando este
rango.

b) Mostrar que y’ =

1
2 =1
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II Funciones trigonomeétricas inversas: integracion

PARA MAYOR INFORMACION
En el articulo “A Direct Proof of the
Integral Formula for Arctangent”,

de Arnold J. Insel, en The College
Mathematics Journal, se puede
encontrar una detallada demostracion
de la parte 2 del teorema 5.17.

® Integrar funciones cuyas primitivas o antiderivadas contienen funciones trigonométricas
inversas.

B Integrar funciones completando un cuadrado.

® Resumir las reglas basicas de integracion de funciones elementales.

Integrales que contienen funciones trigonométricas inversas

Las derivadas de las seis funciones trigonométricas inversas se agrupan en tres pares. En
cada par, la derivada de una es la negativa de la otra. Por ejemplo,

1

4 [arcsenx] =
dx 1 —x

1

qa [arccos x] = —
dx I —x

=
Cuando se hace una lista de las antiderivadas o primitivas que corresponden a cada una de
las funciones trigonométricas inversas, es suficiente citar una de cada par. Es conveniente
usar arcsen x como primitiva de 1/4/1 — x% en lugar de —arccos x. El siguiente teorema
da una férmula para la primitiva de cada una de las tres parejas. La demostracion de estas
reglas de integracién se deja como ejercicio (ver ejercicios 87 a 89).

TEOREMA 5.17 INTEGRALES QUE INVOLUCRAN FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
INVERSAS

Sea u una funcién derivable de x, y sea a > 0.

1 L—arcsenﬁ-l— C 2 i—larctang-l— C
Ja? — 2 a a+u a a
|ul

3. S = larcsecf + C
uJu*—a*> a a

EJEMPLO | Integrales con funciones trigonométricas inversas

X

a) J'dx = arcsen
V4 —x2 2

dx 1 3dx _
b) jz +0x2 3J(ﬁ)2 + (3x)2 u=3ne=2

! arctan3fx +C

32 V2

+C

dx 2 dx
= =2, a=3
«) f PNZTa— f 20 /) - 3 e
= 1alrcsec M + C —
3 3

Las integrales del ejemplo 1 son aplicaciones a simple vista de las férmulas de integra-
cion. Desafortunadamente, no es lo frecuente. Las férmulas de integracion que involucran
funciones trigonométricas inversas pueden aparecer de muy diversas formas.



CONFUSION
TECNOLOGICA Integrales
como la del ejemplo 2 son féciles
con ayuda de programas de inte-
gracién simbdlica en computadora.
No obstante, al usarlos hay que
recordar que pueden no ser capaces
de encontrar una primitiva debido

a dos razones. En primer lugar,
algunas funciones elementales
tienen primitivas no elementales. En
segundo lugar, todos esos progra-
mas tienen limitaciones, asi que
puede darse una funcién para cuya
integracion no estd preparado el pro-
grama. Recordar, asimismo, que las
primitivas o antiderivadas que invo-
lucran funciones trigonométricas o
logaritmicas se pueden expresar de
maneras muy diversas. Por ejemplo,
al utilizar uno de esos programas
para la integral del ejemplo 2 se
obtiene

dx
Jﬁ = arctan e* — 1 + C.
o2 —
Demostrar que esta antiderivada
es equivalente a la obtenida en el
ejemplo 2.
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EJEMPLO 2 Integracion por sustitucion

dx
Encontrar | —F/———.
f Ve — 1

Solucion Tal como estd, la integral no se ajusta a ninguna de las tres féormulas para las
funciones trigonométricas inversas. Pero haciendo la sustitucién de u = e*, se obtiene

u=e > du=ede [ dxz%z%,

Con esta sustitucion, ya se puede integrar como sigue:

dx dx
= Escribir e* como (e*)>.
f J&—1 f ey — 1 ‘ ‘
du/u

= Sustituir.

Tl JE2=1
j du
uJvu* — 1

u
arcsec T + C

Reescribir para que se ajuste a la regla arcsec.

Aplicar la regla arcsec.

arcsec e* + C

Sustitucion regresiva.
EJEMPLO 3 Reescribir como suma de dos cocientes
I

x+2
Hallar | —/——=dx.
f Va4 = x?
Soluciéon  Esta integral tampoco parece ajustarse a las férmulas. Sin embargo, desdoblando

el integrando en dos partes, la primera es integrable por la regla de la potencia y la segunda
da una funcién seno inversa.

x+2

7%4 - dx

dx +

X 2
—;f@ )12 di + 2

_ _ll:(4 _ x2)1/2
2 1/2

—J4—x*+ 2arcsen% +C

1
—d
J'\/4—x2 N

] + Zarcseng +C

Completar el cuadrado

Cuando hay funciones cuadraticas en el integrando, completar el cuadrado ayuda a resolver la
integral. Por ejemplo, la expresion cuadratica x> + bx + ¢ puede escribirse como diferencia
de dos cuadrados al sumar y restar (b/2)>

2 2
x2+bx+(g> —<§) +c

o) e

X2+ bx+c=
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El area de la grafica en la region delimitada
por la grafica de £, el eje x,
_3 _9
x=3,yx=jes7/6
Figura 5.34

TECNOLOGIA Ante integra-
les como la del ejemplo 5 siempre
queda el recurso de una solucién
numérica. Asi, aplicando la regla de
Simpson (con n = 12) a la integral
de este ejemplo, se obtiene

9/4 1
—————dx = 0.523599.
J; 2 V3x — x?
Este valor difiere del valor exacto

de la integral (77/6 = 0.5235988) en
menos de una millonésima.

EJEMPLO 4 Completar el cuadrado

dx

Encontrar fxz—4x+7

Soluciéon  Se puede escribir el denominador como la suma de dos cuadrados como se
muestra.
X=dx+T=x>—4x+4)—4+7
=x—22+3=ur+a

En esta forma de cuadrados completados, al tomaru = x —2ya = V3.

dx = dx = Larctanx —2 + C
x2—4x+ 7 x—22+3 /3 V3 —

Si el coeficiente dominante no es 1, conviene sacarlo como factor comiin del cuadrado.
Por ejemplo, se puede completar el cuadrado en la expresion 2x*> — 8x + 10 factorizando
primero.
262 —8x + 10 =2(x2 — 4x + 5)
=202 —4x+4—-4+5)
=2[(x — 2?2+ 1]
Para completar el cuadrado cuando el coeficiente de x? es negativo, el mismo proceso de

factorizacioén sirve. Por ejemplo, se puede completar el cuadrado en la expresion 3x — x?
como se muestra.

3x —x2= —(x2 — 3x)
e B - O

G- (-

EJEMPLO 5 Completar el cuadrado (coeficiente dominante negativo)

Calcular el drea de la region delimitada por la grafica de
1

W=

elejex, ylasrectasx = §yx = §.

Solucién En la figura 5.34 se ve que el drea estd dada por

9/4 1
Area = ————dx.
rea L P
Al utilizar la expresion con el cuadrado completo antes obtenido, se puede integrar como sigue:
f9/4 d _ 9/4 d
o V3 =22 L V3/22 - [k - B/2)F

x— (3/2)}9/4
3/2 3/2

= arcsen

1
= arcsen 57 arcsen 0

m
6
0.
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Repaso a las reglas basicas de integracion

Ya se ha terminado la introduccion a las reglas basicas de integracion. Si se quiere llegar a
un uso eficaz de tales formulas, es conveniente practicarlas hasta que se consiga aprenderlas
de memoria.

Reglas basicas de integracion (a > 0)

()

9]

11.

13.

15.

17.

19.

1. fkf(u) du = kff(u) du 2. f[f(u) + g(u)] du = Jf(u) du + fg(u) du
un+1
.fdu=u+C 4.fudu= +C, n#+ —1
n+1
i:=ln|u|+C 6. fe“du=e"+C
>“+C 8. fsenudu=—cosu+C
lna
cosudu = senu + C 10. ftanudu = —In|cos u| + C
cotu du = In|senu| + C 12. fsecudu = In|secu + tanu| + C
cscudu = —In|cscu + cotu| + C 14. fsecZMdu =tanu + C
csc?udu = —cotu + C 16. fsecutanudu=secu+c
du u
cscucotudu = —cscu + C 18. | ———= = arcsen— + C
2 — 12 @
du 1 |ue]
= L 2. | —F——=- =y
a— arctana C 0 fu\/m aarcsec p C

|
[
|
J
J
J
J
%=

Se aprende mucho acerca de la naturaleza de la integracién comparando esta lista con
la de las reglas de derivacién dadas en la seccidn anterior. Se dispone ya de suficientes
reglas de derivacion para derivar cualquier funcion elemental. Sin embargo, la situacién en
la integracién no es la misma.

Las reglas recogidas en la lista de arriba son esencialmente las que se han podido de-
ducir de las reglas de derivacion. Hasta ahora, no se han desarrollado reglas para integrar
un producto o un cociente general, o la funcién logaritmo natural o las funciones trigono-
métricas inversas. Lo que es mds importante, ninguna de las reglas de la lista es aplicable
si no se logra dar el du apropiado correspondiente a la u de la férmula. La cuestion es que
se necesita trabajar mds sobre técnicas de integracion, lo cual se hard en el capitulo 8. Los
dos ejemplos siguientes dan una idea mds clara de lo que se puede y de lo que no se puede
hacer con las técnicas disponibles hasta este momento.
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EJEMPLO 6 Comparacion de problemas de integracién

De las siguientes integrales encontrar tantas como sea posible, al utilizar las férmulas y
técnicas estudiadas hasta ahora en este texto.

a) j dx b) J X dx 0) f dx
xVx2—1 Jxr2—1 Vxr—1
Solucion

a) Se puede encontrar la integral (se emplea la regla del arco secante).

fdx = arcsec|x| + C
xV/x2 =1

b) Se puede encontrar la integral (se emplea la regla de la potencia).

xL’f = 5|62 = D)712(20) dx
_ l ()C2 _ 1)]/2
- 2[ 1/2 ] +c
=JUx2—-1+C

¢) No se pueden integrar con las técnicas estudiadas. (Verificar esta conclusion revisando
las formulas de la lista.)

EJEMPLO 7 Comparacion de problemas de integracion

Hallar tantas de las integrales siguientes como sea posible mediante las técnicas y férmulas
estudiadas hasta ahora en este texto.

a)f b) flnxdx c)flnxdx
xInx X

Solucion

a) Se puede calcular la integral (se emplea la regla para el logaritmo).

& _ (1,
xInx In x

=In|lnx| + C

b) Se puede calcular la integral (se emplea la regla de la potencia).

fln:ccdx _ f(i)(lnx)‘ dx

_ (Inx)?
2

+C

¢) No se puede integrar con las técnicas estudiadas. —

\[1'W Observar que en los ejemplos 6 y 7 son precisamente las funciones mds simples las que no
se pueden integrar todavia. |
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II Ejercicios

En los ejercicios 1 a 24, hallar la integral.

1 dx f dx
SN -
7 12
J16+x2dx 4. J1+9x2dx
5 f;dx 6 J;dx
o PN “ At -y
1 t
7. | —
f i ff4+16dt
9 f;dz 10 f;dx
) J1I = ) xJx*—4

t 1
11. dt 12. ——d
fﬂ +25 JAx«/l (a2

e%x 1
13. 4, |—
3 J4+e4xdx J3+(x—2)2dx
SCC X sen x
15. /25 — tan’x 16. f7 + cosx
3 4 _ 1
17. ad 18. |2
fx2+1dx fx2+1dx
19 J‘;dx 20. J‘4 dx
VT —x )2+ x)
-3 4x + 3
21, |22 2, | 2T
sz T ldx mdx
+5 x—2
23. d 24, | <
,/—9—(x—3) Gr1p+a®

En los ejercicios 25 a 38, evaluar la integral.

3 ' dx
25. ——dx —
0 \/1_9)(2 0\/4_)62
27 e . dx 28 3 6 dx
) Tra N TR
0 X
29. —d 30.
f—l/zlezx fﬂ]"'x
0 1
31. —_ 32.
Lzs el flx\/16x &
In5
ex
33. 34.
J; 1+ezxdx ﬁn2\/l—e %
sen x cos x
3. J;m 1 + cos®x d 36. f 1+ sen?x
V2
_arcsen x. arccos x
37. dx 38. ——dx
J V1= x? 0 V1= x?

En los ejercicios 39 a 50, calcular o evaluar la integral (comple-
tando el cuadrado cuando sea necesario).

39 Tdx 40 A
B N R ) ), 4+ 13
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2x 2x—5
4. fx2+6x+13dx 42. fx2+2x+2dx
43 f; dx 44 f# dx
R BV )V A&
a5, |22 a6, |22l
V=x? = 4x N 2x
b [ 2 48 f B —
B ) (x — 1)v/x2— 2x
x x
49. Jx“ +2x2+ 2 dx 30- f\/9 + 8x? — x* b

En los ejercicios 51 a 54, hallar o evaluar la integral mediante
sustitucion especificada.

51 f\/e’—3dt X2
x+ 1
u= e —3 U= x
O U < f#
) U1+ x) 2B —xx+ 1
u:\/;c u=x+1

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 55 a 57, determinar cuales de las integrales
pueden hallarse usando las reglas basicas estudiadas hasta
ahora en el texto.

P S S
dx )fmdx 9] fxmdx

b) fxexzdx c) Jizel/"dx

57. a) J’Fdx b)jx\/xfdx C)fﬁ

1
55. a) |——n
f\/l —x?

56. a) je"ldx

58. Determinar qué valor aproxima mejor el drea de la region
entre el eje x y la funcién.

-~ 1
f(x) - m

en el intervalo [—0.5, 0.5]. (Basar la eleccién en un dibujo
de la region, no en calculos.)

a) 4 b) =3 o 1 d) 2 e) 3
59. Decidir si se puede calcular la integral

2 dx
Jxr+4

al utilizar las férmulas y técnicas estudiadas. Explicar el
razonamiento.
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Para discusién Area Enlos ;JGI‘C]C]OS 71 a 76, encontrar el ar(laa de la region.

72. y= T —
60. Determinar cudl de las integrales puede encontrarse usando 4-x xv/ar =1
las férmulas de integracion bésicas que se han estudiado y y

hasta ahora en el texto.
1 X x3 2+
a) fl +x4dx b) fl +x4dx c) jl +x4dx
1+ 2
Ecuacion diferencial En los ejercicios 61 y 62, usar la ecuacién P s x V2
diferencial y las condiciones especificadas para encontrar y. -2 -1 2 %\ | X
-1 1 2
6. -1 6. L __1
Cod JA-2 Cdx 4+ X S ) e 5
y(0) == y2) = T =2+ 5 T X+ 4x+ 8
y y

HF Campos de pendientes En los ejercicios 63 a 66 se dan una ecua-
cion diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar
dos soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial sobre el
campo de pendientes, una de las cuales pase por el punto especifi-
cado. b) Usar la integracion para encontrar la solucion particular
de la ecuacion diferencial y usar una herramienta de graficacién
para representar la solucion. Comparar los resultados con los
dibujos del apartado a).

dy 3 dy 2
63. Y- 64. D=
de 1+ x% 0.0) dx 9+ x% ©.2) 75 3 cos x 76  4e
y © YT T sen?x Y T e
y y
3Ak

By
///j/
=
\\
T
=
Il
=
S

65. —=—r— (2,1) 66. —=—F—— (5,7
En los ejercicios 77 y 78, a) verificar la formula de integracion,

y y después b) usar ésta para encontrar el area de la region.
—~—~= 4+ | v — } ;;://// //////::;}
N l---- Ws o Wit
T 1 - |\ CIIIIIIIIIIIIN arctan x 1 arctan x
NN I B e 77. fizdx =lnx—Sn(l+2)-—=—+C
N 2+ | v } Y R X X
—~~x | v — N I
_— 1k o ez |
= |5 r > y arctan x y 2
X — —
AU I y==5 y = (arcsen x)
-~~~ - | v == X
~~~~| | v — 2+
\\\\} -2+ }////
~~~\ S
~~~~| =34 | v — 1+ x=\f3
N | v —
~~~~| -4+ | v —
t } } } x
@D Campo de pendientes En los ejercicios 67 a 70, usar un sistema . b2
algebraico por computadora para graficar el campo de pendientes
de la ecuacion diferencial y representar la solucion que satisface +
la condicién inicial. 2
Figura para 77 Figura para 78
67. —=—— y3)=0 68. —=——, y(4)=2
dx xJ/2 -1 dx 12 + x¥
78. (arcsen x)? dx
0. Do 2 a0 Do D gy
dx /16 — x2 de 1+x = x(arcsenx)? — 2x + 2/1 — x%arcsenx + C



79. a)

fdr_’ b)
5

80. «)

b)

I'ch)

81. Investigacion Considerar lafuncién F(x) =

a)

D)

SECCION 5.7

Dibujar la region representada por

1
f arcsen x dx.
0

Usar la funcién de integracién de una herramienta de gra-
ficacion para aproximar el drea.
Encontrar analiticamente el drea exacta.
M 4y

< ——dx =

ostrar que N

Estimar el nimero 7 usando la regla de Simpson (con
n = 6) y la integral en el apartado a).

Estimar el nimero 7 usando la capacidad de integracion
de una herramienta de graficacion.
1 x+2 2
= 3 dt.
2), t#+1

Escribir una breve interpretacion geométrica de F(x) con

relacién a la funcién f(x) = it Empleando la expli-

x2 +
cacion, estimar el valor de x donde F es madxima.

Efectuar la integracion para hallar una forma alternativa de
F(x). Usar el calculo para localizar el valor de x que hace
a F'maxima y comparar los resultados con lo estimado en

el apartado a).

1

6x — x?

82. Considerar la integral f ——dx.

a)

b)
I'dF c)

¢ Verdadero o falso?

Hallar la integral completando el cuadrado en el radicando.
Hallarla al sustituir u = /.

Las primitivas o antiderivadas obtenidas en a) y b) parecen
muy diferentes. Usar una herramienta de graficacién para
representar cada primitiva en la misma pantalla y determi-
nar la relacion entre ellas. Determinar sus dominios.

En los ejercicios 83 a 86, determinar si la

expresion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o dar
un ejemplo que lo demuestre.

o |
“ |

dx

1 3x
_oodx 1 3x
o — 16 adeeey tC

dx 1 X
= —arctan_- + C

25 +x2 25 25

85, | 2 - Tyc
. m— arCCOS2

262)(
86. Una forma de hallar J ﬁ dx es mediante la regla del
arcoseno.

Verificacion de las reglas de integracion En los ejercicios 87 a 89,
verificar cada regla por diferenciacion. Sea a > 0.

du u
87. J \/m = arcsena + C

du

1 u
88. fz > = —arctan— + C
a-+ u a a
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du 1 |u|
89. Jui g = ;MCSCCj + C

90. Integracionnumeérica a)Escribirunaintegral querepresente
el drea de la region. b) Después usar la regla de los trapecios
con n = 8 para estimar el darea de la region. ¢) Explicar cémo
se pueden usar los resultados de los apartados a) y b) para

estimar 7.
y
2 —
3
2 y= 1
1+x2
1]
2
| | } f—x
| 12

o1

Movimiento vertical Un objeto es lanzado desde el suelo
hacia arriba con velocidad inicial de 500 pies por segundo. En
este ejercicio, el objetivo es analizar el movimiento mientras
asciende.

a) Despreciando la resistencia al aire, expresar la velocidad
en funcion del tiempo. Representar esta funcién en la he-
rramienta de graficacion.

b) Usando los resultados del apartado @) encontrar la funcién
posicién y determinar la altura maxima alcanzada por el
objeto.

¢) Silaresistencia del aire es proporcional al cuadrado de la
velocidad, la ecuacion obtenida es

@ __ >

i (32 + kv?)

donde —32 pies/s’ en la aceleracién de la gravedad y k
una constante. Hallar la velocidad en funcién del tiempo
al resolver la ecuacion.

dv
f32+kv2__fdt'

d) Usar una herramienta de graficacion para representar la
funcién velocidad v(#) del apartado c) si K = 0.001. Usar
la grafica para estimar el instante 7, en el que el objeto
alcanza la maxima altura.

e) Usarlafuncién integracion de la herramienta de graficacién
para aproximar el valor de

L ’ V() dt

donde v(?) y t, son los obtenidos en el apartado d). Estaes
la aproximacion de la médxima altura del objeto.

f) Explicar la diferencia entre los resultados de los apartados
b)ye).

PARA MAYOR INFORMACION  Para més informacién sobre este
topico, ver el articulo “What Goes Up Must Come Down; Will Air
Resistance Make It Return Sooner, or Later?”, de John Lekner, en
Mathematics Magazine.

92. Representar y, = , ¥, = arctan x,y y, = x sobre [0, 10].

X
1+ x2

Demostrar que < arctan x < x para x> 0.

X
1 + x2
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Iml Funciones hiperbodlicas

American Institute of Physics/Emilio Segre
Visual Archives, Physics Today Collection

JOHANN HEINRICH LAMBERT
(1728-1777)

La primera persona que publico un
estudio acerca de las funciones hiper-
bolicas fue Johann Heinrich Lambert,
un matematico germano-suizo y colega
de Euler.

PARA MAYOR INFORMACION  Para
mas informacién sobre el desarrollo de
funciones hiperbdlicas, ver el articu-

lo “An Introduction to Hyperbolic
Functions in Elementary Calculus”,

de Jerome Rosenthal en Mathematics
Teacher.

Desarrollar las propiedades de las funciones hiperbélicas.

Derivar e integrar funciones hiperbdlicas.

Desarrollar las propiedades de las funciones hiperbélicas inversas.

Derivar e integrar funciones que contienen funciones hiperbélicas inversas.

Funciones hiperboélicas

En esta seccidn se verd brevemente una clase especial de funciones exponenciales llamadas
funciones hiperbdélicas. El nombre de funciones hiperbdlicas proviene de la comparacion
entre el drea de una regién semicircular, como se muestra en la figura 5.35, con el drea de
una region bajo una hipérbola, como se muestra en la figura 5.36. La integral que da el rea
del semicirculo emplea una funcidén trigonométrica (circular) inversa:
: 1 : T
f V1 —xzdx=§[x\/1 —x2+arcsenx} =5 = 1.571.
—1 -

1

La integral que da el area de la regién hiperbélica emplea una funcién hiperbélica in-
versa:

1

=~ 2.296.

-1

1
f V1 + x%dx = %[x\/l + x2 + senh"x}
—1

Esta es s6lo una de las muchas analogias existentes entre las funciones hiperbdlicas y las
trigonométricas.

} }
* x T T x

®
-1 -1 1

—_

Hipérbola: — x2 + 2 = 1
Figura 5.36

Circulo: x> + y2 =1
Figura 5.35

DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS
senh x = e cschx = 1 #0
. 2 Y7 senhx’ Y
eX + e ¥ 1
coshx = > sechx = cosh
tanhx = senh.x cothx = ! , x#0
cosh x tanh x

(I W senh x se lee “seno hiperbdlico de x”, cosh x se lee “coseno hiperbélico de x”, etcétera. M



y
2+ y
e* //
X)=—=
S 2 17 ./ y=senhx
S e x
-2 -1 -1 2
’:1” —x
( e
[/ s =-
// ,2,,

Dominio: (— 0, 00)
Recorrido o rango: (—0o0, 00)

y
1 y=cschx=senh)c
1 —_
i i i i x
—1 1 2
_1 -4
Dominio: (—o0, 0) U (0, o0)

Recorrido o rango: (—o0, 0) U (0, o0)

Figura 5.37

SECCION 5.8 391

Funciones hiperbdlicas

La figura 5.37 muestra las graficas de las seis funciones hiperbdlicas, asi como sus
dominios y recorridos o rangos. Nétese que la grafica de senh x se puede obtener al sumar
la coordenada y que corresponde a las funciones exponenciales f(x) =4 e'y g(x) = —§ e~
De manera semejante, la grafica de cosh x puede ser obtenida al sumar la coordenada y que
corresponde a las funciones exponenciales f(x) = se*y h(x) = ze™™.

Dominio: (—©0, o)
Recorrido o rango: [1, 00)

Dominio: (— 00, 00)
Recorrido o rango: (—1, 1)

y y
27T y=sechx 1 y = coth x LT
4 osh x tanh x
T~ 1
- . L —
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
-1+ =—-=- —]14+—--=-=-=-=-=-=--
o+ \ |

Dominio: (—0o0, 00)
Recorrido o rango: (0, 1]

Dominio: (—0o0, 0) U (0, o)
Recorrido o rango: (—oo, —1) U (1, 00)

Muchas identidades trigonométricas tienen sus correspondientes identidades hiperbo-
licas. Por ejemplo,

X 4L oex 2 eX — e ¥ 2
h2 B h2 N (e ) - ( )
cosn~ x senn” x ) )

_eXt 24 e ™ -2+ e ™
4 4

y

PARA MAYOR INFORMACION Para
entender geométricamente la relacion
entre las funciones hiperbdlica y expo-
nencial, ver el articulo “A Short Proof.
Linking the Hyperbolic and Exponen-
tial Functions”, de Michael J. Seery en
The AMATYC Review.

2

—2x

X —X X + —X
2 senhx coshx = Z(e ¢ ><e ¢

2x_e

= senh?2x.
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Identidades hiperbdlicas

cosh? x —senh?x = 1 senh(x + y) = senhx coshy + cosh xsenhy
tanh? x + sech?x = 1 senh(x — y) = senh x cosh y — cosh x senhy
coth? x — csch?x = 1 cosh(x + y) = cosh x cosh y + senhx senhy

cosh(x — y) = cosh x cosh y — senhxsenhy

senh? x = w cosh? x = M
2 2
senh2x = 2 senhx cosh x cosh 2x = cosh? x + senh? x

Derivacion e integracion de funciones hiperbdlicas

Debido a que las funciones hiperbdlicas se expresan en términos de e*y e™*, es facil obtener
reglas de derivacién para sus derivadas. El siguiente teorema presenta estas derivadas con
las reglas de integracién correspondientes.

TEOREMA 5.18 DERIVADAS E INTEGRALES DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

Sea u una funcion derivable de x.

dii [senh u] = (cosh u)u’ cosh u du = senhu + C

dix [cosh u] = (senhu)u’ senhu du = coshu + C

d%c [tanh u] = (sech® u)u’ sech?u du = tanhu + C

d
o [coth u] = —(csch? u)u’ csch?udu = —cothu + C
d ,
o [sech u] = —(sech u tanh u)u sech u tanh u du = —sechu + C
d ,
T [csch u] = —(csch u coth u)u cschu cothudu = —cschu + C
x
d d|e*— e~
dx[senhx] = dx[ 5 }
X + —X
= % = cosh x
d d | senhx
“ hxl = —
dx [tanh x] dx [cosh x}
_cosh x(cosh x) — senh x(senhx)
cosh? x
_ 1
cosh? x
= sech®x —

En los ejercicios 122 a 124, se pide la demostracién de algunas de las reglas de derivacion.



f(x) = (x— 1) cosh x — senh x

f"(0) <0, entonces (0, — 1) es un maximo
relativo. /(1) > 0, para (1, —senh 1) es un
minimo relativo

Figura 5.38

Catenaria
Figura 5.39
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EJEMPLO I Derivacion de funciones hiperbélicas

d ) , d senhx
—3) = _ A = =
a) I [senh(x? — 3)] = 2x cosh(x? — 3) ) o [In(cosh x)] osh x tanh x

c) dii [x senhx — cosh x] = x cosh x + senh x — senh x = x cosh x

EJEMPLO 2 Localizacion de los extremos relativos

Localizar los extremos relativos de f(x) = (x — 1) cosh x — senh x.
Soluciéon Se comienza por igualar a cero la derivada de f.

f/(x) = (x — 1) senh x + coshx — coshx = 0
(x —1)senhx =0

Asi pues, los puntos criticos son x = 1 y x = 0. Con el criterio de la segunda derivada es facil
comprobar que el punto (0, — 1) da un maximo relativo y el punto (1, —senh 1) da un minimo
relativo, como muestra la figura 5.38. Confirmar este resultado graficamente usando una
herramienta de graficacién. Si no se dispone de las funciones hiperbélicas en la herramienta
de graficacion, se pueden utilizar funciones exponenciales como a continuacion.

f0) = (= DB)er + e = 5(er — e
= %(xex +xe ¥ —e¥—e ¥ —ef+ e

= %(xex + xe " — 2¢%)
I

Cuando un cable flexible uniforme, como un cable telefénico, estd suspendido entre
dos puntos, adopta la forma de una catenaria, que se estudia en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Cables colgantes

Los cables de un tendido eléctrico estan suspendidos entre dos torres, formando la catenaria
que se muestra en la figura 5.39. La ecuacién de la catenaria es

X
= a cosh—.
Y a
La distancia entre las dos torres es 2b. Calcular la pendiente de la catenaria en el punto de
sujecion del cable en la torre de la derecha.
Solucién Derivando se obtiene
1 by X
y' = a<*) senh— =senh —.
a a a

b
En el punto (b, a cosh(b/a)), 1a pendiente (desde la izquierda) viene dada por m = senh 7

PARA MAYOR INFORMACION  En el ejemplo 3, el cable es una curva catenaria entre dos soportes
de la misma altura. Para aprender acerca de la forma del cable sostenido entre dos soportes de dife-
rente altura, ver el articulo “Reexamining the Catenary”, de Paul Cella en The College Mathematics
Journal.
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EJEMPLO 4 Integracion de una funcion hiperbélica

Calcular J cosh 2x senh? 2x dx.

Solucion

2
_ 1[ (senh 2x)3}
- 2[73 e

_ senh? 2x
6

1
f cosh 2x senh? 2xdx = — f (senh 2x)%(2 cosh 2x) dx u = senh 2x

+C

Funciones hiperbdlicas inversas

A diferencia de las funciones trigonométricas, las funciones hiperbdlicas no son periddicas.
De hecho, volviendo a la figura 5.37 se ve que cuatro de las seis funciones hiperbdlicas son
inyectivas (el seno, la tangente, la cosecante y la cotangente hiperbélicos). Asi, se puede
aplicar el teorema 5.7, el cual afirma que esas cuatro funciones tienen funciones inversas.
Las otras dos (las funciones coseno y secante hiperbdlicas) son inyectivas si se restringe su
dominio a los nimeros reales positivos, y es en este dominio restringido donde tienen funcién
inversa. Debido a que las funciones hiperbdlicas se definen en términos de las funciones
exponenciales, no es de extrafiar que las funciones hiperbédlicas inversas puedan expresarse
en términos de funciones logaritmicas, como se muestra en el teorema 5.19.

TEOREMA 5.19 FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS
Funcion Dominio
senh !x = In(x + Vx> + 1) (— o0, )
cosh™lx = ln(x + Jx? - 1) [1, 00)
1. 1+x
1, 2 _
tanh~! x 2ln1_x (-1,1)
+
coth"x=llnx ! (—oo, =1) U (1, o0)
2 x—1
+ )
sech™!x = ln% (0, 1]
1 V1 +x?
csch™lx = ln< + |x|x> (—o0,0) U (0, )

DEMOSTRACION ) La demostracion de este teorema es una aplicacion directa de las propie-
dades de las funciones exponencial y logaritmica. Por ejemplo, si

eX J— e*x

f(x) = senhx = :

glx) = In(x + /22 + 1)

se puede ver que f(g(x)) = xy g(f(x)) = x, lo cual implica que g es la funcién inversa
de f.
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TECNOLOGIA Se puede utilizar una herramienta de graficacién para verificar gra-
ficamente los resultados del teorema 5.19. Por ejemplo, dibujando las gréificas de las
funciones siguientes.

-3 * y, = tanhx Tangente hiperbdlica.
V=% o — %
Yo = ﬁ Definicion de la tangente hiperbélica.
e e
V= tanh~! x Tangente hiperbdlica inversa.
-2 -
. iy S 1. 1 +x o ) o
Grafica de la funcion tangente hiperbolica V4 = E In 1 Definicion de la tangente hiperbdlica inversa.
"

y la funcion tangente hiperbolica inversa

Figura 5.40

Los resultados se muestran en la figura 5.40. En ella se apreciaque y, = v,y y, = y,.
También se puede ver que la grafica de y, es el reflejo de la de y, en larectay = x.

Las graficas de las funciones hiperbdlicas inversas se muestran en la figura 5.41.

y

37 y=senh'x
2 —_
1 —_

—t— —t—F—x
-3 -2 1 2 3

1+
2+
73 4

Dominio: (—0o0, o0)
Recorrido o rango: (— 0, o0)

Dominio: (—o0, 0) U (0, ©0)
Recorrido o rango: (—0, 0) U (0, 00)
Figura 541

37 y=cosh™'x
2 —_
1 —_
—t— ¢+
-3 -2 -1 1 2 3
—1 -+
2+
,3 4

Dominio: [1, 00)

Recorrido o rango: [0, ©0)

3 —+
y=sech™' x
2 )
1 —_
—t— —t
-3 2 -1 1 2 3
—1 -+
2+
,3 4

Dominio: (0, 1]

Recorrido o rango: [0, 0)

Dominio: (—1, 1)

Recorrido o rango: (— 0, o0)

I
1 3+
I
Lok y=coth™! x
: I
IS
: I
——— F——F—x
! 1 2 3
=1+ :
! 1
U
-2+ :
I
7377 :

Dominio: (—o0, —1) U (1, o0)
Recorrido o rango: (—o0, 0) U (0, 00)

La secante hiperbdlica inversa se puede utilizar para definir la curva llamada tractriz o

curva de persecucion, que se analiza en el ejemplo 5.
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y =20 sech™! % —/20% - x?

Una persona tiene que caminar 41.27 pies
para acercar el bote a 5 pies del muelle
Figura 5.42

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

EJEMPLO 5 Tractriz

Una persona sostiene una cuerda que estd atada a un bote, como se muestra en la figura
5.42. Mientras la persona camina por el muelle, el bote recorre una tractriz, dada por la
ecuacion

2 42

X
y=asech™'=— /a?> — x
a

donde a es la longitud de la cuerda. Si a = 20 pies, calcular la distancia que la persona debe
caminar para llevar el bote a 5 pies del muelle.

Solucién En la figura 5.42, notar que la distancia recorrida por la persona se da por

y =y + V20T — 22 = (20 sech™! 2)‘—0 —- V207 - x2> + /207 — 12
=20 sech™! -

20°

Cuando x = 5, esta distancia es

1+ J1— (1742

y; = 20 sech™! S 20 In

20 1/4
=201In(4 + 15)
~ 41.27 pies.

Derivacion e integracion de funciones hiperbdlicas inversas

Las derivadas de las funciones hiperbdlicas inversas, que recuerdan las de las funciones
trigonométricas inversas, se enumeran en el teorema 5.20, junto con las correspondientes
férmulas de integracién (en forma logaritmica). Se puede comprobar cada una de ellas al
aplicar las definiciones logaritmicas de las funciones hiperb6licas inversas. (Ver los ejer-
cicios 119 a 121.)

TEOREMA 5.20 DERIVACION E INTEGRACION DE FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

Sea u una funcion derivable de x.

et ] = A rosh! ol = — 2
dx[senh ul = 5 dx[COSh u] e
d S N d o4
dx[tanh ul = . dx[COth ul = =

—u’ ’

i[sech‘1 u] = ——— i[csch‘1 W] = —
dx u1 — u? dx lu| /1 + 2
du
—_— + 2 + 2) +
f\/m ln(u Jutta ) C
du 1
-1 +
faz—uz 2a a - u ¢

f du z_llna+\/aziu2+
uva® £ u? a |u]

a+tu

C
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EJEMPLO 6 Mas sobre la tractriz

Para la tractriz del ejemplo 5, mostrar que el bote apunta siempre hacia la persona que tira
de él.

Soluciéon En un punto (x, y) de la tractriz, la pendiente de la grafica marca la direccion
del bote, como se muestra en la figura 5.42.

,_d 12 2 _ 2]
y —dx[ZO sech 20 20 X

S [ R EY (e

_ —20? N X
x/202 — x2 /207 — &2

_ 20% — x?

S

Sin embargo, en la figura 5.42 se puede ver que la pendiente del segmento de recta que une
el punto (0, y,) con el punto (x, y) es también

202 — x?
—

m = —

Asi pues, el bote apunta hacia la persona en todo momento. (Por esta razén se llama curva
de persecucion.)

EJEMPLO 7 Integracion usando funciones hiperbélicas inversas

dx

Calcul —— ]

e f /T
Solucion Seaa =2y u = 3x.

f dx 3dx f du
x4 — 9x? (3x)v/4 — 9x2 uvar —u?
/2 — 0,2 R
:_llnu_i_c ,1lna+7az_u_+c
2 [3x]| a |ul

EJEMPLO 8 Integracion usando funciones hiperbélicas inversas

dx
Calcular J5_4x2

Solucién Seaa = /5y u = 2x.

dx :l 2 dx J’ du
5—4xr 2)(J5) — () @ —
1 1 '\/§+2)C 1 a+tu
== + — In|——=
2<2ﬁlnﬁ—2x) C el T ¢
1 5+ 2x

= 1
45 N5 = 2

+ C
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, evaluar la funcién. Si el valor no es un
ndmero racional, dar la respuesta con tres decimales.

1. a) senh3 2. a) coshO
b) tanh(—2) b) sech 1

3. a) csch(ln?2) 4. a) senh'0
b) coth(ln 5) b) tanh™'0

5. a) cosh™!2 6. a) csch™!'2
b) sech '3 b) coth™!3

En los ejercicios 7 a 16, verificar la identidad.

7. ¢ = senhx + coshx 8. ¢ = senh 2x + cosh 2x
9. tanh®x + sech?x =1 10. coth? x — csch?x =1
+ cos -1+ h 2
11. cosh?x = lczﬂ 12. senh?x = *

13. senh(x + y) = senhx cosh y + cosh x senhy
14. senh 2x = 2 senh x cosh x

15. senh 3x = 3 senh x + 4 senh® x
x+y

XYy
h
cosh—

16. cosh x + coshy = 2 cosh

En los ejercicios 17 y 18, usar el valor de la funcién hiperbolica

dada para hallar los valores de las otras funciones hiperbdlicas

enx.

17. senhx = 3 18. tanhx = 1
. x=5 . x=3

En los ejercicios 19 a 30, encontrar la derivada de la funcion.

19. f(x) = senh 3x 20. fix) = cosh(x — 2)

21. y = sech(5x?) 22, y=tanh (3x%> — 1)

23. f(x) = In(senh x) 24. g(x) = In(cosh x)

25. y= ln<tanh g) 26. y = xcoshx — senhx
1 X

27. h(x) = 1 senh 2x — 5 28. h(t) =t — cotht

29. f(t) = arctan(senh 7) 30. g(x) = sech?3x

En los ejercicios 31 a 34, encontrar la ecuacion de la recta tangente
a la grafica de la funcion en el punto dado.

31. y =senh(l — x?), (1,0) 32, y = xhx (1,1)
33. y = (coshx —senhx)% (0,1) 34, y = e*"™* (0, 1)

En los ejercicios 35 a 38, hallar los extremos relativos de la fun-
cion. Usar una herramienta de graficacion para confirmar los
resultados.

35. f(x) =senxsenhx — cosxcoshx, —4 =x=4
36. f(x) =xsenh(x — 1) — cosh(x — 1)
37. glx) = xsechx 38. h(x) =2tanhx — x

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

En los ejercicios 39 y 40, demostrar que la funcion satisface la
ecuacion diferencial.

Funcion Ecuacion diferencial
39. y =asenhx y”—y'=0
40. y = acoshux y'—y=0

@D Aproximaciones lineal y cuadrdtica En los ejercicios 41 y 42,
f‘li; usar un sistema algebraico por computadora para encontrar

la aproximacién lineal. P,(x) = f(a) + f'(a)(x — a) y la aproxi-
macion cuadratica P,(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + 3f"(@)(x — a)?
de la funcion f en x = a. Usar una herramienta de graficaciéon
para representar la funcion y las aproximaciones lineal y cua-
dratica.

41. f(x) =tanhx, a=0 42. f(x) =coshx, a=0
Catenarias En los ejercicios 43 y 44, se proporciona un modelo
de cables de alta tension suspendidos entre dos torres. a) Repre-
sentar graficamente el modelo, b) calcular la altura del cable en
los puntos de sujecion y en el punto medio entre las torres y c)
encontrar la pendiente del modelo en el punto donde el cable esta
sujeto a la torre de la derecha.

43. y=10+ lScosh%, ~15=x=15

4. y=18+ 25cosh2x—5, —25=x=25

En los ejercicios 45 a 58, hallar la integral.

45. f cosh 2x dx 46. f sech? (—x) dx
47. f senh(1 — 2x) dx 4. [oosh v,
Jx
senh x

49. 2(x — — 50. —
Jcosh (x — 1)senh(x — 1) dx f] +senhzx ¥

51. J coshx o 52. J sech?(2x — 1) dx
senh x
2
53. fx csch? % dx 54, fsech3 x tanh x dx
h(1/x) coth(1/x) cosh x

55, | &€ dx 56. oty

f X V9 —senh? x *
2

57. e 58. =

fx4+1dx Jx\/1+4x2dx

En los ejercicios 59 a 64, evaluar la integral.

In2 1
59. f tanh x dx 60. J cosh? x dx
0 0

4 4
1 1
61. dx 62. ——d
L257x2 L /25 — 2™
J2/4 ) In2
63. —F——dx 64. f 2e~* cosh x dx
0 vV 1 — 4X2 0



En los ejercicios 65 a 74, calcular la derivada de la funcion.

65. y = cosh™'(3x) 66. y= tanh‘lg

67. y=tanh~'x
69. y = senh !(tan x)
71. y = (csch™!'x)?
72. y =sech™!(cos2x), 0 < x < w/4
73. y = 2xsenh 1(2x) — /1 + 422
74. y = xtanh 'x + InJ/T — x2

Desarrollo de conceptos

75. Discutir en qué son similares las funciones hiperbdlicas y
las funciones trigonométricas.

68. f(x) = coth™'(x?)
70. y = tanh~!(sen 2x)

76. Dibujar la grafica de cada una de las funciones hiperbdlicas.
Después identificar el dominio y el recorrido o rango de cada
funcién.

77. (Cudl de las férmulas de derivadas hiperbdlicas difiere de
sus contrapartes trigonométricas por un signo menos?

Para discusion

78. (Qué funcién hiperbélica toma sélo valores positivos? ;Qué
funciones hiperbdlicas se incrementan en sus dominios?

Limites En los ejercicios 79 a 86, encontrar los limites.

79. lim senh x 80. lim senhx
X—0o0 X—>— 00

81. Ilim tanh x 82. lim tanhx
X—00 X—>—00

83. 1im sechx 84. lim cschx
X—00 X—— 00

. senhx p

85. lim —— 86. Iim cothx

x—0 X x—0

En los ejercicios 87 a 96, calcular la integral indefinida usando las
férmulas del teorema 5.20.

1
87. L —oadr

1
. |—F———=d
f\/l-i-ez‘ o

1
88. |—F—=dx
f2x\/1 — 4x?

X
90. f9 _x4dx

1 Vx
9. |———adx 9. |——ua
fﬁ\/l+x f\/l-i-x3
—1 dx
93. f4x_x2dx 94, f(x+2) —
1 dx
9. |— 4 9.
J1—4r—m2x fu+1y6?12513

En los ejercicios 97 a 100, evaluar la integral usando las formulas
del teorema 5.20.

7 3
1 1
97. —F—d 98. —F—=d
fm ) ﬁxm )
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b Yo

99. ——d 100. —Fd

Llé —o ™ fo N
En los ejercicios 101 a 104, resolver la ecuacién diferencial.
oYL

dx 80 + 8x — 16x2
102. dy = !

& G/ dere1
103@: X3 = 2lx 104 dy 1-2x

Tdx 54 4x — x? Codx 4x —x?

Area En los ejercicios 105 a 108, encontrar el drea de la regién.

X
105. y = sechE 106. y = tanh 2x
y y
3 —
2 —
] —

—— ——t—>x

3-2-1/ 1 23
x =2
_3 —
5x 6
107. y = —F/———= 108. =
Y x*+1 Y x> —4

y ¥
4 gL
3 oI
2 s
l 4 -
X s
2 -+

——— ————1>x

-4 -2 + 2 4

-2

En los ejercicios 109 y 110, evaluar la integral en términos de
a) logaritmos naturales y b) funciones hiperbdlicas inversas.

N 12
109. o 110. _dx
VA _ipl =

111. Reacciones quimicas Las sustancias quimicas A y B se com-
binan en razén de 3 a 1 para formar un compuesto. La cantidad x
de compuesto producida hasta el instante ¢ es proporcional a las
cantidades que quedan sin transformar de A y B en la disolucién.
Asfi pues, si se mezclan 3 kilogramos de A con 2 kilogramos de

B, se tiene
dx _ (5 3%\, X\ _ 3k,
o k(3 1 )(2 4> 16(x 12x + 32).

Un kilogramo del compuesto se ha formado en 10 minutos.
Calcular la cantidad formada en 20 minutos y resolver la
ecuacion

%dz= S —
16 x? = 12x + 32
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112. Movimiento vertical Un objeto es arrojado desde una altura
de 400 pies.

a) Expresar la velocidad del objeto en funcién del tiempo
(despreciando la resistencia al aire sobre el objeto).

b) Utilizando el resultado del apartado a) encontrar la funcién
posicién.

¢) Silaresistencia del aire es proporcional al cuadrado de la
velocidad, entonces dv/dt = —32 + kv?, donde —32 pies/s?
es la aceleracion de la gravedad y k es una constante. Mos-
trar que la velocidad v es la funcién del tiempo

W) = — \/%tanh( 32k 1)

al efectuar la siguiente integracion y simplificando el
resultado:

_dv
(32 — kv?)

d) Usando el resultado del apartado c¢) calcular 1im v(z) e

interpretarlo. e
* e) Integrar la funcién velocidad del apartado ¢) y hallar la

posicion s del objeto en funcién de ¢. Usar una herramien-
ta de graficacion para representar la funcién posicién
k = 0.01 y la funcién posicién del apartado b) en la misma
pantalla. Estimar el tiempo adicional requerido para que el
objeto alcance el suelo, cuando se tiene en cuenta la resis-
tencia al aire.

/) Describir qué sucederia si se aumenta el valor de k. A con-
tinuacion, comprobar la afirmacién con un valor particular
de k.

Tractriz  Enlos ejercicios 113 y 114, usar la ecuacién de la tractriz
y= asech‘lz - Ja: —x% a>\0.

113. Encontrar dy/dx.

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

114. Sea L la recta tangente a la tractriz en el punto P. Si L corta al
eje y en el punto Q, probar que la distancia entre Py Q es a.

1 1+
115. Demostrar que tanh™!'x = fln(l — i

3 > —l<x<l.
116. Demostrar que senh™! 7 = In(r + /2 + 1).

117. Demostrar que arctan (senh x) = arcsen(tanh x).

b 2 senh bx
118. Sean x>0y b > 0. Demostrar que f Mdr = ==,
b X
En los ejercicios 119 a 124, verificar la féormula de derivacion.
d -1 d 1
119. — “ly]= ———— 120. — “ly] = ———
T [sech™'x] i 7 [cosh~! x] e
1
121. % [senh'x] = Jeii 122. %[cosh x] = senh x

123. % [coth x] = —csch?x

124. % [sech x] = —sech x tanh x

Preparacion del examen Putnam

125. Desde el vértice (0, ¢) de la catenaria y = ¢ cosh (x/c), se
dibuja unarecta L perpendicular a la tangente de la catenaria
en el punto P. Demostrar que la longitud de L intersecada
por los ejes es igual a la ordenada y del punto P.

126. Aprobar o rechazar que existe al menos una recta normal a
la grifica de y = cosh x en un punto (a, cosh @) y también
normal a la grafica de y = senh x en un punto (c, senh ¢).

[En un punto de la grafica, una recta normal es la perpendi-
cular a la recta tangente al punto. También, x = (e* + ¢7¥)/2
y senhx = (e* — ¢7)/2.]

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi-
tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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El arco de entrada a San Luis, Missouri, fue disefiada utilizando la
funcién coseno hiperbdlico. La ecuacién utilizada para la construc-
cion del arco es

y = 693.8597 — 68.7672 cosh 0.0100333x,
—299.2239 = x = 299.2239

donde x y y se miden en pies. Las secciones del arco son tridngulos
equildteros, y (x, y) describe la trayectoria de los centros de masas de
esos tridngulos. Para cada valor de x, el 4rea del tridngulo de 1a seccion
transversal es A = 125.1406 cosh 0.0100333x. (Fuente: Owner’s Ma-
nual for the Gateway Arch, Saint Louis, MO, de William Thayer)

a) (A qué altura sobre el suelo estd el centro del tridngulo mas alto?
(Al nivel del sueloes y = 0.)

b) (Cudl es la altura del arco? (Sugerencia: En un tridngulo equi-
latero, A = \/gcz, donde c es la mitad de la base del tridngulo
y el centro de masa del tridngulo estd situado a dos tercios de la
altura del tridngulo.)

¢) (Qué anchura tiene el arco en su base?




IBI Ejercicios de repaso

En los ejercicios 1 y 2, esbozar a mano la grifica de la funcion.
Identificar sus asintotas.

1. fx) =lnx—3 2. f(x) =1In(x + 3)

En los ejercicios 3 y 4, usar las propiedades de los logaritmos para
desarrollar la funcién logaritmica.

5 4x2 — 1
4x% + 1

4. In[(x2+ 1) — 1]

En los ejercicios 5 y 6, escribir la expresion como el logaritmo de
una tnica cantidad.

5. In3+3In(4 —x2) —Inx
6. 3[lnx —2In(x2+ 1)]+2In5

En los ejercicios 7 y 8, despejar x.
7. mJx+1=2 8.

Inx +In(x—3)=0

En los ejercicios 9 a 14, hallar la derivada de la funcién.

10. hlx) = ln%

12. f(x) = In[x(x% — 2)%/3]

9. gx) =InV2x
11. f(x) = xVInx
13. y= %[a + bx — aln(a + bx)]

1 b
14. y= —;-ﬁ-;]n

a + bx
X

En los ejercicios 15 y 16, encontrar la ecuacién de la recta tangente
a la grifica de la funcién en el punto dado.

15. y=ln(2+x)+zi 16, y=In "%
y y
3]
5]
— 1+ \(1,1n2)
— > x >
-2 -1 1 2 1 2 3

En los ejercicios 17 a 24, hallar o evaluar la integral.

1 X
17. J7x72dx 18. szildx
19. f L L 20. f In vx \/;Cdx
1 + cosx X

4 e
21. f L 22. Inx
| 2x "

Ejercicios de repaso 401

/4 -
24 J tan<* - x) dx
. 0 4

/3
23.f sec 0.d0
0

FL_' En los ejercicios 25 a 30, a) hallar la inversa de f, b) usar una

herramienta de graficacion para representar fy f~! en una mis-
ma pantalla, ¢) comprobar que f~1(f(x)) =xy f(f ' (x)) =xy
d) establecer los dominios y rangos de fy f~.

26. flx) =5x—7
28. fx) =x>+2
30. fx) =x>2-5 x>0

25. f(x) =3x— 3
27. flx) = Vx+1
29, flx)=3Yx+1

Enlos ejercicios 31 a 34, verificar que f tiene una inversa. Entonces
usar la funcién f del niimero real dado a para encontrar ( f~')’(a).
(Sugerencia: Usar el teorema 5.9.)

3. f)=x4+2, a=-1 32 flx) =xV/x—3, a=4
33. f(x) =tanx, —

34, f(x) =cosx, 0<x<m a=0

fq: En los ejercicios 35 y 36, a) hallar la funcion inversa de f, b) usar

una herramienta de graficacion para representar fy f~! en una
misma pantalla, ¢) comprobar que f ! (f (x)) =xyf(f 1 (x) =x
y d) establecer los dominios y rangos de f'y f~!.

35. f(x) = InVx 36. f(x) =e'*

En los ejercicios 37 y 38, dibujar sin ayuda de una herramienta
de graficacion la grafica de la funcion.

37. y=e 2 38, y=e*
En los ejercicios 39 a 44, encontrar la derivada de la funcion.

eX
1 + e*
2. hz) = e 2

39. g(1) = 12!
41 y=J e ™

2
43. glx) = % 44, y =3e 3

40. g(x) =1In

En los ejercicios 45 y 46, encontrar una ecuacion de la recta tan-
gente a la grifica de la funcion en el punto dado.

5. S0 =) @ -4) 46 f(0) = Sewn, <0, %)

En los ejercicios 47 y 48, hallar dy/dx por derivacién implicita.
47. ylnx+y2=0 48. cosx? = xe’

En los ejercicios 49 a 56, encontrar o evaluar la integral.

1 2 e'/x
49. f xe— 3 dx 50. f 5 dx
0 12 X
Ax . 52x 2x . ,—2x
510 [ty 52. L —
e* er + e 2x



402 CAPITULO 5

54, sze"3+' dx

2 eZ.x
56. L et

57. Demostrar que y = e"(a cos 3x + b sen 3x) satisface la ecuacién
diferencial y” — 2y’ + 10y = 0.

Depreciaciéon El valor V de un articulo después de ¢ afios es
comparado por V= 9000e %%, 0 =t = 5.

a) Usar una herramienta de graficacion para representar la

funcidn.
b) Encontrar la razén de cambio de V respecto de ¢ cuando
t=1yt=4

¢) Usar una herramienta de graficacion para representar las
lineas tangentes a la funcién cuandor = 1y t = 4.

En los ejercicios 59 y 60, calcular el area de la region limitada por
las graficas de las ecuaciones.

59. y=xe*x2,y:0,x=0,x=4

60. y=2¢%y=0,x=0,x=2

En los ejercicios 61 a 64, dibujar a mano la grafica de la fun-
cion.

61. y =32

63. y =log,(x — 1)

62. y=0602"")
64. y = log, x?

En los ejercicios 65 a 70, encontrar la derivada de la funcion.

65. f(x) =3
67. y = x>*1

66. f(x) = (4e)
68. y=x(47

69. g(x) =log; V1 —x 70. h(x) = logsx i

1

En los ejercicios 71 y 72, encontrar la integral indefinida.

2*1/[
72. f —dt
t

73. Ritmo o velocidad de ascenso El tiempo ¢ (en minutos) que
tarda un avién pequefio en subir a una altitud de & pies es

18 000
1018 000 — h

71. j(x + 1)56+ D% gx

t = 50 log

donde 18 000 pies es el tope de altitud alcanzable por el avion.

a) Determinar el dominio de la funcién apropiada al contexto
del problema.

fﬂF b) Usar una herramienta de graficacién para la funcién tiempo
e identificar las asintotas.

¢) Encontrar el instante en el que la altitud crece a mayor ritmo
o velocidad.

74. Interés compuesto

a) ;Qué capital hay que invertir continuamente a 5% de interés
compuesto para que, al cabo de 15 afios, el balance final
sea $10 000?

b) Undep6sito a una tasa de r % de interés compuesto continuo
duplica su valor en 10 afios. Calcular r.

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

En los ejercicios 75 y 76, representar la grafica de la funcion.

75. f(x) = 2 arctan(x + 3) 76. h(x) = —3 arcsen 2x

En los ejercicios 77 y 78, evaluar la expresién sin usar una calcu-
ladora. (Sugerencia: Dibujar un triangulo rectangulo.)

77. a) sen(arcsen 3) 78. a) tan(arccot2)

b) cos(arcsen %) b) cos(arcsec\/g)

En los ejercicios 79 a 84, encontrar la derivada de la funcion.

79. y = tan(arcsen x) 80. y = arctan(x> — 1)
82. y =3 arctan >

83. y = x(arcsenx)? — 2x + 2/1 — x? arcsen x

81. y = xarcsec x

84. y= \/x2—4—2arcsec§, 2<x<4

En los ejercicios 85 a 90, encontrar la integral indefinida.

1 I
85. J el 86. f s

X 1
7. —_— . —_—
8 fmdx 88 jl6+x2dx

arctan(x/2) arcsen 2x
8. | ————5—=d 9. | —=d
J 1+ @ NI
En los ejercicios 91 y 92, encontrar el area de la region.
L oy 0 yo—2
N y="—=e SRR TR
y y
0.4+
0.3+
0.2+
0.1 +
——— >
—-4-3 L1234
LT 02+
03
| | } | X
O 047

93. Movimiento armonico Un peso de masa m estd sujeto al extre-
mo de un resorte que oscila con movimiento armonico simple.
Segtin la ley de Hooke, se puede determinar que

[t 2

donde A es el desplazamiento maximo, ¢ el tiempo y k una
constante. Expresar y en funcién de ¢, teniendo que y = 0
cuando ¢ = 0.

En los ejercicios 94 y 95, encontrar la derivada de la funcion.

94, y = 2x — cosh /x 95. y = xtanh™ ' 2x

En los ejercicios 96 y 97, encontrar la integral indefinida.

96. J % dx 97. sz sech? x3 dx
A —



Iml Solucion de problemas

1.

fE .

Encontrar el valor de a que maximiza el dngulo 6 mostrado en
la figura. ;Cudl es el valor aproximado de este 4ngulo?

0

.
0 a 10

Recordar que la gréifica de una funcién y = f(x) es simétrica
respecto al origen si (x, y) es un punto de la gréfica, (—x, —y)
lo es también. La grifica de la funcién y = f(x) es simétrica
respecto al punto (a, b) siempre que (¢ — x, b — y) es un punto
de la gréfica, (a + x, b + y) lo es también, como se muestra en
la figura.

(a+x,b+y)

a) Trazarlagraficadey = sen xen el intervalo [0, 277]. Escribir
un parrafo breve explicando como la simetria de la gréfica
respecto al punto (0, 7) permite concluir que

2
J senx dx = 0.
0

b) Trazar la grafica de y = sen x + 2 en el intervalo [0, 277].
Usar la simetria de la gréfica respecto al punto (7, 2) para
evaluar la integral

27
f (senx + 2) dx.
0

¢) Trazar la gréifica de y = arccos x en el intervalo [—1, 1].
Usar la simetria de la gréafica para evaluar la integral

1
f arccos x dx

~1
/2 1

d) Evaluar la integral L W dx.
a) Usar una herramienta de graficacién para representar
fly = et

b) Usar la grafica para estimar lfII(l) fx).
X—>

sobre el intervalo [—1, 1].

¢) Usar la definicién de derivada para justificar la respuesta
del apartado b).

Solucién de problemas 403

Sea f(x) = sen (In x).

a) Determinar el dominio de la funcién f.

b) Encontrar dos valores de x que satisfagan f(x) = 1.
¢) Encontrar dos valores de x que satisfagan f(x) = —1.
d) (Cudl es el recorrido o rango de la funcién f?

e) Calcular f'(x) y usar el cédlculo para encontrar el valor
maximo de f'en el intervalo [1, 10].

/) Usar una herramienta de graficacion para representar f en
la pantalla [0, 5] X [—2, 2] y estimar 11’1})1 f(x), sies que
. —0+
existe. !
g) Determinar lfI(I)I f(x) analiticamente, si es que existe.
x—0*"

Graficar la funcién exponencial y = a*paraa = 0.5, 1.2y 2.0.
(Cudl de estas curvas interseca la recta y = x? Determinar todos
los valores positivos de a para los cuales la curva y = a* hace
interseccién con la recta y = x.

a) Sea P(cos t, sen t) un punto sobre el circulo unitario
x> + > = 1 en el primer cuadrante (ver la figura). Mostrar
que ¢ es igual a dos veces el drea del sector circular sombrea-
do AOP.

y

P

i ALLO)
0 1

b) Sea P(cosh t, senh 7) un punto sobre la hipérbola unitaria
x* —y? = 1 en el primer cuadrante (ver la figura). Mostrar
que ¢ es igual a dos veces el drea de la regién sombreada
AOP. Empezar por mostrar que el drea AOP esta dada por
la férmula

cosh ¢

1
Alt) = Ecoshtsenht - VX2 =1 dx.
1
y
.l P
ol A0 !

Aplicar el teorema del valor medio a la funcién f(x) = In x sobre
el intervalo cerrado [1, e]. Encontrar el valor de ¢ en el intervalo
abierto (1, e) tal que

o) = Fe) — 1)

e — 1

In x" .. .
Mostrar que f(x) = —— es una funcién decreciente para
X
x>eyn>0.
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9.

10.

11.

CAPITULO 5

Considerar las tres regiones A, By C determinadas por la grifica
de f(x) = arcsen x, como se muestra en la figura.

y

N BRIy

SN
_

=

a) Calcular las dreas de las regiones A y B.
b) Usar la respuesta del apartado «) para evaluar la integral

V2/2
f arcsen x dx.
1/2

¢) Usar larespuesta del apartado a) para evaluar la integral

3
f In x dx.
1

d) Usar la respuesta del apartado a) para evaluar la integral

U3
f arctan x dx.
1

Sea L la recta tangente de la grafica de la funcién y = Inx en el
punto (a, b). Demostrar que la distancia entre b y ¢ siempre es
igual a uno.

b/ b -
c : ;

A I

Cc

Figura para 10 Figura para 11

Sea L la linea tangente de la gréifica de la funcién y = e* en el
punto (a, b). Demostrar que la distancia entre a y ¢ siempre es
igual a uno.

La funcion gudermanniana de x es gd(x) = arctan(senh x)

a) Graficar gd usando una herramienta de graficacion.

b) Mostrar que gd es una funcién impar.

¢) Mostrar que gd es mondtona y, por tanto, tiene una in-
versa.

d) Encontrar el punto de inflexién de gd.
e) Verificar que gd(x) = arcsen(tanh x).

. [ dx
) Verificar que gd(x) = Jocosh r

13.

14.

HF 15.

de 16.

Funciones logaritmica, exponencial y otras funciones trascendentes

Usar integracion por sustitucion para encontrar el drea bajo la
curva

1
yi\/;c-i-x

entrex = 1yx = 4.

Usar la integracién por sustitucién para encontrar el drea bajo
la curva

1
YT sen?x + 4cos?x

entre x = 0y x = m/4.

a) Usar una herramienta de graficacion para comparar la
gréfica de la funcién y = e* con las gréficas de cada una
de las funciones dadas.

b) Identificar el patrén de las funciones polinomiales sucesi-
vas en el apartado a), extender el patrén un término mas
y comparar la grafica de la funcién polinomial resultante
con la graficade y = e*.

¢) ¢Qué implica este patron?

Una hipoteca de una casa por $120 000 por 35 afios a un 95%

tiene un pago mensual de $985.93. Parte de este pago mensual

va al interés sobre el balance no pagado y el resto del pago se

utiliza para reducir el capital principal. La cantidad que va para

el interés es

Pr ro\12
= — _— + —
w=m— (=) (14 1)

y la cantidad que va directamente hacia la reduccion del capital
principal es

Pr ro\tz
V—<M—E><1+E> .

En esas formulas P es la cantidad de la hipoteca, r la tasa de
interés, M el pago mensual y ¢ el tiempo en afios.

a) Usar una herramienta de graficacion para representar cada
funcién en la misma pantalla. (La pantalla debe mostrar
los 35 afios de pagos de la hipoteca.)

b) En los primeros afios, ;a qué corresponde la mayor parte
de la mensualidad? Estimar el momento en que se dedican
cantidades iguales a los intereses y a la amortizacion.

¢) Usar las gréficas del apartado a) para formular una conje-
tura acerca de la relacion entre las pendientes de las rectas
tangentes de las dos curvas para un valor especifico de 7.
Proporcionar un argumento analitico para verificar la con-
jetura. Encontrar u'(15) y v'(15).

d) Repetir los apartados a) y b) para un plazo de 20 afios
(M = $1 118.56). ;Qué se puede concluir?
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|ﬂ| dif al

En este capitulo se estudiard una de las
mads importantes aplicaciones del calculo:
las ecuaciones diferenciales. El lector
aprenderd varios métodos para resolver
diferentes tipos de ecuaciones diferencia-
les, como las homogéneas, las lineales de
primer orden y las de Bernoulli. Posterior-
mente aplicara esas reglas para resolver

ecuaciones diferenciales en problemas
de aplicacion.

En este capitulo, se aprendera:

B Coémo generar un campo de
pendientes de una ecuacion
diferencial y encontrar una solucién
particular. (6.1)

B Coémo usar una funcién exponencial
para modelos de crecimiento y
decrecimiento. (6.2)

B Como usar el método de separacion

de variables para resolver ecuaciones =
diferenciales. (6.3)
B Coémo resolver ecuaciones
diferenciales lineales de primer
orden y la ecuacién diferencial de "
Bernoulli. (6.4) Dr. Dennis Kunkel/Getty Images
Segin el tipo de bacteria, el tiempo que le toma duplicar su peso al
- cultivo puede variar mucho, desde varios minutos hasta varios dias.
¢Como se usaria una ecuacion diferencial para modelar la tasa de
crecimiento del peso del cultivo de una bacteria? (Ver la seccién 6.3,
ejercicio 84.)
IT11 177 7-7=~N\\\\ trrirr
[ 111177 7-7=~N\\\\ trrirr
[ 111177 7-7=~N\\\\ trrrr
[ 11177 7-7=~N\\\\ trrirr
/oSN [ 1177 7-7=~N\\\\ trrirr
[ 111177 7-=~N\\\\ trrirr
[ 111177 7-=~N\\\\ trrirr
f/éél/ ///7\\\\\} [/////
//’/’/'// //-=~NA A\ ////}/
[ 111177 7-=~N\\\\ trrirr
[ 111177 7-7=~N\\\\ IR/
[ 11177 7-2=~N\N\\\ L
[ 11177 7-=~N\\\\ tLrrf
[ 111177 7-=~N\\\\ tLrr g
L1177 7-2=~N\\\\ L fr
[11 1177 7-7=~N\\\\ Lt
Una funcién y = f(x) es una solucién de una ecuacion diferencial, si la ecuacion se satisface cuando y y sus derivadas
se reemplazan por f(x) y sus derivadas. Una manera de resolver una ecuacion diferencial es mediante los campos de
pendientes, los cuales muestran la forma de todas las soluciones de una ecuacién diferencial. (Ver la seccién 6.1.)

405



406 CAPITULO 6 Ecuaciones diferenciales

Iml Campos de pendientes y método de Euler

® Usar condiciones iniciales para encontrar soluciones particulares de ecuaciones diferen-
ciales.

®m Usar campos de pendientes para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales.

® Usar el método de Euler para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales.

Soluciones general y particular

En este texto se aprenderd que los fendmenos fisicos se pueden describir por medio de ecua-
ciones diferenciales. Hay que recordar que una ecuacion diferencial en x y y es una ecuacién
que incluye x, y y derivadas de y. En la seccién 6.2 se observard que los problemas acerca
de la descomposicion radiactiva, el crecimiento poblacional y las leyes de enfriamiento de
Newton se pueden formular en términos de ecuaciones diferenciales.

Una funcién y = f(x) se denomina solucion de una ecuacién diferencial si la ecuacion
se satisface cuando y y sus derivadas se reemplazan por f(x) y sus derivadas. Por ejemplo, la
derivacién y sustitucion demostrardn que y = ¢~ >* es una solucién de la ecuacién diferencial
y" + 2y = 0. Esto demuestra que cada solucion de esta ecuacion diferencial es de la forma

y = Ce ™ Solucién general de y" + 2y = 0.

donde C es cualquier niimero real. La solucién se llama solucién general. Algunas ecua-
ciones diferenciales tienen soluciones singulares que no se pueden escribir como casos
especiales de la solucién general. Sin embargo, tales soluciones no se consideran en este
texto. El orden de una ecuacién diferencial se determina por la derivada de mayor orden
en la ecuacién. Como ejemplo, y' = 4y es una ecuacién diferencial de primer orden. Las
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden se discutirdn en la seccién 6.4.

En la seccién 4.1, ejemplo 8, se observé que la ecuacién diferencial de segundo orden
s"(f) = —32 tiene la solucién general

s(f)y = —16% + Cit+ C, Solucién general de s"(f) = —32.

que contiene dos constantes arbitrarias. Se puede mostrar que una ecuacion diferencial de
orden n tiene una solucidn general con n constantes arbitrarias.

EJEMPLO | Verificacion de soluciones

Determinar si la funcion es una solucién de la ecuacién diferencial y” — y = 0.

a) y=senx b) y=4de™ ¢) y=Ce*

Solucién

a) Dadoquey=senx,y = cosx,y)y = —senux,se deduce que
Y —y= —senx —senx = —2senx # 0.

Asi, y = sen x no es una solucion.
b) Dadoquey=4de ™,y = —4de ", yy" = 4e* se deduce que
Y —y=4de™ —de™r =
Asi, y = 4e™* es una solucion.
¢) Dadoquey = Ce*,y" = Ce*, yy" = Ce*, se deduce que
V' —y=Ce*— Ce*=0.

Asi, y = Ce* es una solucién para cualquier valor de C. —



Solucién
general:

Curvas solucion paraxy’ +y =0
Figura 6.1
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Geométricamente, la solucidn general de una ecuacién diferencial de primer orden repre-
senta una familia de curvas conocidas como curvas solucién, una para cada valor asignado
a la constante arbitraria. Por ejemplo, se puede verificar que cada funcién de la forma

y=— Solucién general de xy" + y = 0.
X

es una solucion de la ecuacién diferencial xy” + y = 0. La figura 6.1 muestra cuatro de las
curvas solucion correspondientes a diferentes valores de C.

Como se discuti6 en la seccion 4.1, las soluciones particulares de la ecuacion dife-
rencial se obtienen de las condiciones iniciales que da el valor de la variable dependiente
o una de sus derivadas para un valor particular de la variable independiente. El término
“condicion inicial” deriva del hecho de que, con frecuencia en problemas que involucran
tiempo, el valor de la variable dependiente o una de sus derivadas es conocida en el tiempo
inicial t = 0. Como ejemplo, la ecuacidn diferencial de segundo orden s”(f) = —32 tiene
la solucién general

s(f) = —16¢% + Cit+ C, Solucién general de s” (1) = —32.
podra tener las siguientes condiciones iniciales.

s(0) = 80, s"(0) = 64 Condiciones iniciales.
En este caso, las condiciones iniciales llevan a la solucién particular

s(f) = —16¢% + 64t + 80. Solucién particular.

EJEMPLO 2 Encontrar una solucion particular

Dada la ecuacién diferencial xy’ — 3y = 0, verificar que y = Cx? es una solucién, y encontrar
la solucién particular determinada por la condicién inicial y = 2 cuando x = —3.

Solucién  Se sabe que y = Cx? es una solucién dado que y' = 3Cx*y

xy' — 3y = x(3Cx?) — 3(Cx?)

=0.
Ademds, la condicién inicial y = 2 cuando x = —3 lleva a
y= Cx’ Solucién general.
2= C(—3)3 Sustituye la condicién inicial.
_ l — Solucién para C.
27

y se puede concluir que la solucién particular es

2x° y )
=——. Solucién particular.
27
Verificar esta solucion al sustituir y y y’ en la ecuacion diferencial original. ——

\[1)/:'¥ Para determinar una solucién particular, el niimero de condiciones iniciales debe corresponder
al nimero de constantes en la solucién general. |
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Figura 6.2

Campos de pendientes

Resolver una ecuacién diferencial analiticamente puede ser dificil o casi imposible. Sin
embargo, existe una aproximacioén grafica que se puede usar para aprender mucho acerca de
la solucién de una ecuacién diferencial. Considerar una ecuacion diferencial de la forma

y "=F (x, y) Ecuacion diferencial.

donde F(x, y) es alguna expresion en x y y. En cada punto (x, y) en el plano xy donde F estd
definida la ecuacion diferencial determina la pendiente y' = F(x, y) de la solucion en ese
punto. Si se dibuja una recta corta con pendiente F(x, y) en los puntos seleccionados (x, y)
en el dominio de F, entonces esos segmentos forman un campo de pendientes o un campo
de direcciones para la ecuacion diferencial y' = F(x, y). Cada segmento tiene la misma
pendiente que la curva de solucidn a través de ese punto. Un campo de pendientes muestra
la forma general de todas las soluciones y puede ser ttil en la obtencién de una perspectiva
visual de las direcciones de las soluciones de una ecuacién diferencial.

EJEMPLO 3 Representacion grafica de un campo de pendientes

Representar un campo de pendientes de la ecuacion diferencial y' = x — y para los puntos
(=L D, O, Dy(,D.

Solucién La pendiente de la curva solucién en cualquier punto (x, y) es F(x, y) = x — y.
Asi, la pendiente en el punto (—1, 1) es y’ = —1 —1 = —2, la pendiente en (0, 1) es y' =
0 — 1 = —1,ylapendiente en (1, 1) esy’ = 1 — 1 = 0. Dibujar segmentos cortos en los
tres puntos con sus respectivas pendientes, como se muestra en la figura 6.2.

EJEMPLO 4 Identificar campos de pendientes para ecuaciones
diferenciales

Asociar a cada campo vectorial su ecuacion diferencial.

a) Y b) Y c) Y
\N\N\N2+ -~/ 7/ / — =/ 24/ 1 || / /) 247
\\NN~t+-~7 7/ ~N = -/ /0 /7 /7 /7 /7
\\NNSNT+~/ 7/ / N~N—-~=x/ /11 VAN AV SV Ve ave
\\NN~t+-~7 7/ NN SN — /7 /] - s s s - o s
¥ % # + x %k A——+ x t t t t x
2 \\N~—4+ -,/ 2 =2\ \ N\ -~/ 2 -2 N~~~ ~~=~ 2
\\NNSNT+~/ 7/ / VNN NN — -~/ NN N NN N NN
\\NN~1+ -~/ 7/ VoV VN NN — - NN NN NN NN
NNN2+~ 7 7/ VYN =220 N N s — NV N =2 0 VN

Figura 6.3

i) yV=x+y i) y =x i) y =y

Solucién

a) En la figura 6.3a se puede observar que la pendiente de cualquier punto a lo largo del
eje y es 0. La tnica ecuacién que satisface esta condicién es y' = x. Asi, la gréfica
corresponde con ii).

b) En la figura 6.3b se puede observar que la pendiente en el punto (1, —1) es 0. La tinica
ecuacion que satisface esta condicién es y' = x + y. Asi, la grifica corresponde con i).

¢) Enlafigura 6.3c se puede observar que la pendiente de algtin punto a lo largo del eje x es
0. La unica ecuacion que satisface esta condicién es y’ = y. Asf, la gréfica corresponde
con iii).
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Una curva solucion de una ecuacion diferencial y' = F(x, y) es simplemente una curva
en el plano xy cuya recta tangente en cada punto (x, y) tiene pendiente igual a F(x, y). Esto
se ilustra en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5 Trazado de una solucién mediante un campo de pendientes

Trazar un campo de pendientes para la ecuacion diferencial
y =2x+y.

Usar un campo de pendientes para representar graficamente la solucién que pasa por el
punto (1, 1).

Solucién Hacer una tabla que muestre las pendientes en varios puntos. La tabla siguiente
es un pequefio ejemplo. Se deben calcular las pendientes de muchos puntos para obtener
un campo de pendientes representativo.

x -2 =2/ -1/ -1, 0 0 1 1 2 2
y -1 1 -1 1 =1/ 1 -1/ 1 =11
y=2x+y -5 -3 -3|-1|—-1 1 1 3 3 5

A continuacion, dibujar segmentos de rectas en los puntos con sus respectivas pendientes,
como se muestra en la figura 6.4.

A\ N — 2 /A |

N\ N~ /A |

N N — /]

[NAANERN /ol

—F——F A—F——1—>x
RN A A

| A A NN -7/

| I S A ~ -/ /

Vb =2 N =/ /
Campo de pendientes para y’ = 2x + y Solucion particular para y’ = 2x + y
Figura 6.4 que pasa a traves de (1, 1)

Figura 6.5

Después de dibujar el campo de pendientes, se comienza en el punto inicial (1, 1) y se mueve
a la derecha en direccion del segmento. A continuacién, dibujar la curva solucién tal que
ésta se mueva paralela al segmento mds cercano. Hacer lo mismo para la izquierda de (1, 1).
La solucién resultante se muestra en la figura 6.5.

Del ejemplo 5, notar que el campo de pendientes muestra que mientras x aumenta, y’ lo
hace hasta el infinito.

\[1)'W Dibujar un campo de pendientes a mano es tedioso. En la préctica, los campos de pendientes
usualmente se dibujan mediante un método gréfico. |
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Curva de solucién

exacta

Aproximacion
de Euler

(%5, )

[ (x,y)
hE(xy, y,)
Yo 7
7 Pendiente Fi (Xg> Yo

] ]

0 x0+h

Figura 6.6

Solucién
exacta

0.8 +

0.6 + /
4 Solucién

04 aproximada

0.2+

T T X

Ecuaciones diferenciales

Método de Euler

El método de Euler es un método numérico para aproximar la solucién particular de la
ecuacion diferencial

Yy =F(x )

que pasa a través del punto (x,, y,). Con esta informacion se sabe que la grafica de esa so-
lucién pasa a través del punto (x,, y,) y tiene una pendiente de F(x,, y,) en ese punto. Esto
da un “punto inicial” para aproximar la solucién.

A partir del punto inicial, se sigue en la direccién indicada por la pendiente. Mediante
un pequefio paso %, se mueve a lo largo de la recta tangente hasta llegar al punto (x,, y,),
donde

Xy =xoth oy oy =yt hFx, y)
como se muestra en la figura 6.6. Si se considera (x,, y;) como un nuevo punto inicial, se
puede repetir el proceso para obtener un segundo punto (x,, y,). Los valores de x; y y; son
los siguientes.

X, =x,+h Y, = Yo + hF(xy, yo)
X, =x th Ya= 0N +hF(x1,y1)
xn = 'xn—l + h yn = yn—l + hF(xn—l’ yn—l)

[li"'W Se pueden obtener mejores aproximaciones de la solucién exacta si se escogen tamafios de
paso cada vez mds pequeflos. |

EJEMPLO 6 Aproximar una solucién mediante el método de Euler

Usar el método de Euler para aproximar la solucién particular de la ecuacién diferencial
y=x-=y
que pasa a través del punto (0, 1). Usar un paso de & = 0.1.

Soluciéon Mediante h = 0.1, x, = 0,y, = 1y F(x, y) = x — y, se tiene x, = 0, x; = 0.1,
x=02,x=03,...y

Y = Yo + hF(xy, y) = 1+ (0.1)(0 — 1) = 0.9

¥, =y, + hF(x;,y;) = 0.9 + (0.1)(0.1 — 0.9) = 0.82

Y3 = ¥, + hF(x,,y,) = 0.82 + (0.1)(0.2 — 0.82) = 0.758.

Las primeras diez aproximaciones se muestran en la tabla. Se pueden representar esos valores

Figura 6.7 para obtener una gréfica de la solucién aproximada, como se muestra en la figura 6.7.
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X, 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Yu 1 0.900 | 0.820 | 0.758 | 0.712 | 0.681 | 0.663 | 0.657 | 0.661 & 0.675 @ 0.697

(il W Para la ecuacién diferencial aplicada en el ejemplo 6, se puede verificar que la solucién
exactaesy = x — 1 + 2¢*. La figura 6.7 compara esta solucién exacta con la solucién aproximada
obtenida en el ejemplo 6. |



Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 8, verificar la solucién de la ecuacion diferencial.

SECCION 6.1

Solucion Ecuacion diferencial
y = Ce¥ y' =4y
y=e ¥ 3y/ 4+ 5y = —e X
X2+ yr=Cy y' = 2y/( = y?)
4. y»=2Iny=x? %:)%
5. y=C;senx — C,cosx y'+y=0
6. y=Ce*cosx + Ce *senx Y +2+2y=0
7. y = —cos xIn|sec x + tan x| y'+ y=tanx
8. y=2(e*+eY) v+ 4y’ = 2e*

En los ejercicios 9 a 12, verificar la solucién particular de la
ecuacion diferencial.

Ecuacion diferencial
y condicion inicial

2y +y’ = 2sen(2x) — 1

1)

Solucion

9. y = Senxcosx — COS> X

10. :%xz—Zcosx—S y'=x+ 2senx
y(0) = =5

1. y =4 y' = —12xy
y(0) =4

12. y = e cosx y’ = ysenx

En los ejercicios 13 a 20, determinar si la funcién es una solucion
de la ecuacion diferencial y® — 16y = 0.

13. y=3cosx

14. y =2senx

15. y = 3 cos2x

16. y = 3sen2x

17. y=¢e?*

18. y=5Inx

19. y = Cie*™ + Cye * + Cysen2x + C, cos 2x
20. y = 3e*™ — 4sen 2x

En los ejercicios 21 a 28, determinar si la funcién es una soluciéon
de la ecuacion diferencial xy’ — 2y = x%e*.

21, y=x? 22, y=x3

23. y = x%* 24, y=x*2+ €Y
25. y =senx 26. y = cosx

27. y=Inx 28. vy = x%* — 5x?

Campos de pendientes y método de Euler 411

En los ejercicios 29 a 32 se dan algunas de las curvas correspon-
dientes a los diferentes valores de C en la solucién general de la
ecuacion diferencial. Encontrar la solucion particular que pasa a
través del punto mostrado en la grafica.

Solucion Ecuacion diferencial
29. y = Ce? 2y +y=0
30. yx2+y)=C 2xy + (x> +2y)y' =0
3. y2=0Cx° 2xy’ =3y =0
32. 2x2—y2=C vy —2x=0

j

0.2)
4

T Tt f>%
—4—2#24

A

Figura para 30
y y
4-+ 4+ 3,4
3 \ N
27 (4,4) 2T
1 4 —+
< I e e e e x
-1 | 34567 3 4
-2 4
-3+
—4 4+
Figura para 31 Figura para 32

En los ejercicios 33 y 34, 1a solucion general de la ecuacion diferen-
cial esta dada. Usar una herramienta de graficaciéon para graficar
las soluciones particulares para los valores dados de C.

33, 4yy'—x=0 34.
4y? = x2=C
C=0,C==1,C==%4

vy +x=0
xX2+y2=C
c=0,C=1,C=4

En los ejercicios 35 a 40, verificar que la solucién general satisface
la ecuacién diferencial. Después encontrar la solucion particular
que satisface la condicion inicial.

35, y=Ce ™ 36.

y +2y=0

y =3 cuandox =0

3x2+2y2=C
3x +2yy'=0
y =3 cuandox = 1
37. y=Cysen3x + Cycos3x 38. y=C, + C,Inx
y'+9 =0
y = 2 cuando x = 7/6

xy”+y' =0
y = 0 cuando x = 2

vy’ = 1cuando x = 7/6 "= 2 cuando x = 2
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39. y=Cux+ Cyx?
x2y” = 3xy’+ 3y =0

40. y = >/3(C, + Cyx)

9y — 12y’ + 4y =0
y = 0Ocuandox = 2 y =4 cuando x = 0
y’ =4 cuandox = 2 y = 0cuando x = 3

En los ejercicios 41 a 52, encontrar la solucién general de la ecua-
cion diferencial por integracion.

dy dy
41. — = 6x2 42, — =23 —
dx 6x o 2x 3x
3 Do X 4 Do
dx 1+ x? dx 4+ e*
dy _x—2 dy _ 2
45. o x 46. dx X COS X
dy _ dy _
47. o sen 2x 48. D tan® x
dy dy
49, —=xJx—6 50. —=2xJ3 —x
dx dx
dy _ dy _ o
51. b xe 52. b Se

Campos de pendientes En los ejercicios 53 a 56, se dan una
ecuacion diferencial y su campo de pendientes. Determinar las
pendientes (si es posible) en el campo de pendientes en los puntos
dados en la tabla.

X -4 =2 0214 8
y 2 0 414 1]6 8
dy|dx
dy 2x dy
53. — =— 54, —=y—x
dx y dx Y
y y
\\\NM4+—-,// :::::;10 RN
NANNSNSF s AR R
\\\NN~+—~~/7/ 1/ RN RN RREREN
VANNSF s P22
NN A HEEh
\\N\NNNT+/ 7 R 22 SN N
\ \\ \ \ / / I/ l Lol 74=NxNV VLV

/111 I8F/
PP PP PP PP oo od

SOOI
DI
/1117477777777
I
/ /1171477777777
It

NNNNRNNNNNNNN
AAN=8V VNN NN

/| \N—00' 1\ N——/ | \\

//
oo
AN

AN

\

En los ejercicios 57 a 60, ubicar la ecuacion diferencial con su
respectivo campo de pendientes. [LLos campos de pendientes se
etiquetaron como a), b), ¢) y d).]

a) y b) y

~~>NN\\2
~S~NSNAN\\

AR
I~NNNN\
NN NAN
NN NAN
AN N N NAY
~~>~NNN\A\ )
NN N NAVAY
~~~NN\\=-2

\
\
\
\

c) y d) y
NN—— 3 ———~ N 1 [/ /2Hr—————
NSN—— b —— N A
NSN—— — e —— N V1] /Fr—m————
NSN—— b ——~ N RS P
NSN—— — e —— N V11 ]/ /Frm————
NS~N—— o —m——~ N V11 /7/7/ %=
—t~t—t——t—tt—>x L1/ Fr—————
A~———rfr——~3 V1 - ——
NSN—— e —— —_— ey
NSN——— s ——~ 311/ /774==———3
NN—— e — N 21011/ /7 /¥-————2
NSN—— — s ——~ N V11 /7/7 /=
NSN3 ——~ L1 /-l —————
dy dy

57. — = sen(2x 58. — = —cosx
dx (24) dx 2
dy dy 1

59. —=e > 60. —=—
dx dx x

Campos de pendientes En los ejercicios 61 a 64, a) trazar la gra-
fica del campo de pendientes para la ecuacion diferencial, b) usar
el campo de pendientes para trazar la grafica de la funcién que
pasa a través del punto dado, y ¢) discutir la grafica de la solucién
cuando x — 00 yx — — 00. Usar una herramienta de graficacion
para verificar los resultados.

61. y'=3—-x, (4,2
62. y =12—1x (1,1
63. y'=y—4x, (2,2)

64. y' =y +xy, (0,—4)

65. Campo de pendientes Usar el campo de pendientes para la
ecuacion diferencial y’ = 1/x, donde x > 0, para representar
la grafica de la solucion que satisface cada condicion inicial.
Entonces realizar una conjetura acerca del comportamiento
de una solucién particular de y’ = 1/x cuando x — 0.

by 2,-1)
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66. Campo de pendientes Usar el campo de pendientes para

la ecuacion diferencial y’ = 1/y, donde y > 0, para esbozar la * 0 102]04706] 08 !
grafica de la solucion que satisface cada condicion inicial. y(x)
Entonces realizar una conjetura acerca del comportamien- (exacta)
to de una solucién particular dey’ = 1/y cuando x — oo.
y(x)
y (k=0.2)
y(x)
(h =0.1)
Tabla para 79 a 81
P s Ecuacion Condicion  Solucion
AR NEASREA. diferencial inicial exacta
e R R )
79. L=y 0, 3) y = 3e
a) (0,1) by (1,1) dx
dy  2x
80. —=— 0,2) y=v2r+4
@D Campos de pendientes En los ejercicios 67 a 72, usar un sistema dx y
algebraico por computadora para a) trazar la grafica del campo dy

81.
de pendientes para la ecuacion diferencial y b) trazar la grafica de dx

la solucion que satisface la condicion inicial especificada.

=y+cos(x) (0,0) y = %(senx — cosx + %)

82. Comparar los valores de las aproximaciones en los ejercicios
79 a 81 con los valores dados por la solucién exacta. {Como

d
67. ﬁ =025y, y(0) =4 cambia el error cuando se incrementa h?
d ldF 83. Temperatura Eneltiempot = 0 minutos, la temperatura de un
68. L=y4- vy, y(0)=6 objeto es 140°F. La temperatura del objeto cambia en un ritmo
dx . o .
o velocidad dado por la ecuacién diferencial
dy
69. — =0.02y(10 — y), =2
2 = 0:02y(10 = y), ¥(0) @:_l(y_n).
p dt 2
70. =022y, y0)=9
dx a) Usar una herramienta de graficacion y el método de Euler
dy _ para aproximar las soluciones de esta ecuacion diferencial
. = 043 —x), »0) =1 ent = 1,2y 3. Usar un tamafo de paso de & = 0.1.
72 % _ %eﬂ_ /8 sen %’ 30) = 2 b) Comparar los resultados con la solucién exacta

y =72+ 68¢1/2,

¢) Repetir los incisos @) y b) con un tamafio de paso de

Método de Euler En los ejercicios 73 a 78, usar el método de h = 0.05. Comparar los resultados.

Euler para hacer una tabla de valores para la solucién aproximada
de la ecuacion diferencial con un valor inicial especifico. Usar n
pasos de tamaiio £.

Para discusion

73. y'=x+y y0) =2 n=10, h=0.1

4. y'=x+y, W0)=2 n=20, h=005 84. La gréfica mpestra una soluci(’)n‘de una de lz?s, siguientes
ecuaciones diferenciales. Determinar la ecuacién correcta.

75. y'=3x—2y, y0)=3, n=10, h=005 Explicar su razonamiento.

76. y'=05x3—y), y0) =1, n=5 h=04 @)y = xy y

77. y'=e¢e%, y0) =1, n=10, h=0.1 . 4x

78. y' =cosx +seny, y(0) =5 n=10, h=0.1 byy Ty
c) y'= —4dxy

En los ejercicios 79 a 81, completar la tabla mediante la solucion d)y' =4 —xy

exacta de la ecuacion diferencial y dos aproximaciones obtenidas

mediante el método de Euler para aproximar la solucién particular x

de la ecuacion diferencial. Usar & = 0.2 y h = 0.1 y calcular cada

aproximacion con cuatro decimales.
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Desarrollo de conceptos

86.
87.

88.

Describir la diferencia entre una solucién general de una
ecuacion diferencial y una solucién particular.

Explicar como interpretar un campo de pendientes.

Describir como usar el método de Euler para aproximar la
solucidn particular de una ecuacion diferencial.

Se sabe que y = Ce** es una solucién de la ecuacién di-
ferencial y' = 0.07y. (Es posible determinar C o k con la
informacién dada? Si es posible, encontrar sus valores.

¢Verdadero o falso?

En los ejercicios 89 a 92, determinar si los

enunciados son verdaderos o falsos. Si son falsos, explicar por qué
o dar un ejemplo que lo demuestre.

89.

90.

91.

92.

93.

Siy = f(x) es una solucién de una ecuacion diferencial de primer
orden, entonces y = f(x) + C es también una solucion.

La solucién general de una ecuacién diferencial es y =
—4.9x* + C\x + C,. Para encontrar la solucién particular se
deben tener dos condiciones iniciales.

Los campos de pendientes representan las soluciones generales
de ecuaciones diferenciales.

Un campo de pendientes muestra que la pendiente en el punto
(1, 1) es 6. Este campo de pendientes representa la familia de
soluciones para la ecuacién diferencial y' = 4x + 2y.

Error y método de Euler 1a solucion exacta de la ecuacion
diferencial

dy

Y-

dx Y

donde y(0) = 4, es y = 4e™ .

FIE' a) Usaruna herramienta de graficacion para completar la tabla,

donde y es el valor exacto de la solucién, y, es la solucion
aproximada que se tiene mediante el método de Euler con
h = 0.1, y, es la solucién aproximada obtenida mediante
el método de Euler con 4 = 0.2, e, es el error absoluto
\y -y es el error absoluto \
e,/e,.

02 04 06|08 |1

b) (Qué se puede concluir acerca de la razén r a medida que
cambia h?

¢) Predecir el error absoluto cuando 4 = 0.05.

H"-' 9.

95.

96.

97.

Errory método de Euler Repetir el ejercicio 93 cuya solucion
exacta de la ecuacion diferencial

dy _

- FTY

donde y(0) = l,esy =x — 1 + 2¢™

Circuitos eléctricos  El diagrama muestra un circuito eléctrico

simple que consiste de una fuente de potencia, un resistor y un
inductor.

Un modelo de la corriente /, en amperes (A), en un tiempo ¢, esta
dado por la ecuacién diferencial de primer orden

dl
L— + RI = E(t

i ()
donde E(7) es el voltaje (V) producido por la fuente de potencia,
R eslaresistencia, en ohms (2), y L es la inductancia, en henrys
(H). Suponer que el circuito eléctrico consiste de una fuente de
potencia de 24 V, un resistor de 12 Q y un inductor de 4 H.

a) Trazar la gréfica para el campo de pendientes de la ecuacion
diferencial.

b) (Cudl es el valor limitante de la corriente? Explicar.

Parapensar  Se sabe que y = ¢’ es una solucién de la ecuacion

diferencial y” — 16y = 0. Encontrar los valores de .

Para pensar Se sabe que y = A sen @t es una solucién de la
ecuacion diferencial y” + 16y = 0. Encontrar los valores de w.

Preparacion del examen Putnam

98.

99.

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putman Prize
Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos
reservados.

Sea f una funcién de valor real dos veces derivable que sa-
tisfaga

Jx) + f"(0) = —xg(x)f"(x)

donde g(x) = 0 para todo x real. Probar que ‘ f(x)‘ estd aco-
tada.

Probar si la familia de curvas integrales de la ecuacion dife-
rencial

dy . 0

==+ plx)y = g(x), px) - qlx) #

dx

es cortada por la recta x = k, las tangentes de los puntos de
interseccién son concurrentes.
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Iml Ecuaciones diferenciales: crecimiento y decrecimiento

Se puede usar deriva-
cién implicita para verificar la solucién
en el ejemplo 1.

EXPLORACION

En el ejemplo 1, la solucién general
de la ecuacién diferencial es

¥ —2x2=C.

Usar una herramienta de grafica-
cién para graficar varias soluciones
particulares, éstas se dan por
C=+2,C=+1yC = 0. Describir
las soluciones graficamente. ;Es
verdadero o falso el enunciado de
cada solucién?

La pendiente de la grdfica en el
punto (x, y) es igual a dos veces
larazonde x y y.

Explicar el razonamiento. ;Estdn
todas las curvas para las cuales este
enunciado es verdadero representa-
das por la solucién general?

m Usar la separacion de variables para resolver una ecuacion diferencial simple.
® Usar funciones exponenciales para modelar el crecimiento y decrecimiento en pro-
blemas de aplicacion.

Ecuaciones diferenciales

En la seccién anterior se aprendi6 a analizar de manera visual las soluciones de ecuaciones
diferenciales mediante los campos de pendientes, y la solucién aproximada de forma numéri-
ca mediante el método de Euler. Analiticamente, se aprendi6 a resolver s6lo dos tipos de
ecuaciones diferenciales, las de las formas y’ = f(x) y " = f(x). En esta seccidn, se aprendera
aresolver un tipo mas general de ecuaciones diferenciales. La estrategia es reescribir la ecuacion
de manera tal que cada variable ocurre s6lo en un lado de la ecuacién. La estrategia se deno-
mina separacion de variables. (Se estudiard esa estrategia mas a detalle en la seccioén 6.3.)

EJEMPLO I Resolver una ecuacion diferencial

,  2x
y = 7 Escribir la ecuacion original.
yy’ = 2x Multiplicar ambos miembros por y.
fyy/ dx = f 2x dx Integrar con respecto a x.
fy dy = sz dx dy = y'dx.
1 2 2 . .
5 ye=x>+C, Aplicar la regla de la potencia.
y2 - 22 =C Reescribir, sea C = 2C,.
: 2 < 2 2 —
Asi, la solucién general estd dada por y= — 2x* = C. —

Cuando se integran ambos miembros de la ecuacién en el ejemplo 1, no se necesita
agregar una constante de integracién a ambos miembros de la ecuacién. Si se hace, se ob-
tendrd el mismo resultado que en el ejemplo 1.

Jydy = fodx

3V + G =%+ G
1
3=+ (G- 6y
br=vtq
En la préictica, mas personas prefieren usar la notacién de Leibniz y las diferenciales

cuando se aplica separacion de variables. La solucién del ejemplo 1 se muestra abajo por
medio de esta notacion.

dy _ 2x

dx y
ydy = 2x dx
fydyIJZxdx
L2

Ey =x"+C,

y2—2x>=C
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Sila razon de cambio de y es proporcional a
y, entonces y sigue un modelo exponencial

Figura 6.8

Mediante propie-
dades logaritmicas, notar que el valor
de k en el ejemplo 2 puede también
escribirse como In (2 ). Asi, el modelo
se convierte en y = 2¢"?" el cual se

puede reescribir como y = 2(«/5 )

t

Modelos de crecimiento y decrecimiento

En muchas aplicaciones, el ritmo o velocidad de cambio de una variable y es proporcional
al valor de y. Si y es una funcién del tiempo 7, la proporcidn se puede escribir como se
muestra.

Razén de
cambio de y es proporcional a y.
/S
= = ky

dt

La solucién general de esta ecuacion diferencial se proporciona en el siguiente teorema.

TEOREMA 6.1 MODELO DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO EXPONENCIAL

Si y es una funcién derivable de ¢ tal que y > 0y y' = ky, para alguna constante &,
entonces

y = Ce

C es el valor inicial de y, y k es la constante de proporcionalidad. El crecimiento
exponencial se produce cuando k > 0, y el decrecimiento cuando k < 0.

Demostracién
y' =ky Escribir la ecuacién original.
Y ‘
=k Separar variables.

y

y/

f —dt = f k dt Integrar con respecto a t.

y

1

—dy = |kdt dy =y dt.

y

Iny =kt + C, Encontrar la antiderivada de cada miembro.
y = ekteC Despejar y.
y = Cek Sea C = €.

Asi, todas las soluciones de y' = ky son de la forma y = Ce*’. Diferenciar la funcién y = Ce*’
con respecto a t, y verificar que y' = ky. ——

EJEMPLO 2 Uso de un modelo de crecimiento exponencial

La razén de cambio de y es proporcional a y. Cuando # = 0,y = 2. Cuando t = 2,y = 4.
(Cudl es el valor de y cuando ¢t = 3?

Solucion Dado que y' = ky, se sabe que y y t se relacionan con la ecuacién y = Ce¥’. Al
aplicar las condiciones iniciales se encuentran los valores de las constantes C'y k.

2=C —> C=2 Cuando = 0,y = 2.
1
4=2% > k= 5 In 2 = 0.3466 Cuando ¢ = 2,y = 4.

Asi, el modelo es y = 2¢%346%" Cuando t = 3, el valor de y es 2¢%34663) = 5,657, (Ver la figura
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El modelo de decrecimiento
exponencial en el ejemplo 3 se pudo
escribir como y = 10(3)”2*'%, Este mo-
delo es mds fécil de derivar, pero para
algunas aplicaciones no es conveniente
usarlo. |
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TECNOLOGIA La mayoria de las herramientas de graficacién tiene funciones para
ajustar curvas que se pueden usar para encontrar modelos que representen los datos. Usar la
funcién de regresion exponencial y la informacion del ejemplo 2 para encontrar un modelo
para los datos. {Como se podria comparar el modelo obtenido con el modelo dado?

El decrecimiento radiactivo se mide en términos de la vida media que es el nimero
de afios requeridos para reducir la muestra radiactiva a la mitad. La tasa de desintegracién
es proporcional a la cantidad presente. Las vidas medias de algunos is6topos radiactivos
comunes muestran:

Uranio (380U) 4 470 000 000 afios
Plutonio (***Pu) 24 100 afios
Carbono (1*C) 5715 afios

Radio (**°Ra) 1 599 afios
Einstenio (¥*Es) 276 afios

Nobelio (*’No) 25 segundos

EJEMPLO 3 Desintegracion radiactiva

Suponer que 10 gramos del isétopo >*°Pu se liberaron en el accidente nuclear de Chernobyl.
(Cudnto tiempo tomard a los 10 gramos disminuir a 1 gramo?

Solucion Considerar que y representa la masa (en gramos) del plutonio. Dado que la tasa
de desintegracion es proporcional a y, se sabe que

y = Ce

donde ¢ es el tiempo en afios. Para encontrar los valores de las constantes C'y k, aplicar las
condiciones iniciales. Con base en que y = 10 cuando ¢ = 0, se puede escribir

10 = Ce*0 = Ceb

lo cual implica que C = 10. Luego, con base en el hecho de que la vida media de >*Pu es
de 24 100 afios se puede tener y = 10/2 = 5 cuando r = 24 100, se puede escribir

5 = loek(24100)

1

3 — 24100k
1 1
24100 "5 =K

—0.000028761 = k.
Asi, el modelo es
y= 10¢ 00000287617 Modelo de vida media.

Para encontrar el tiempo en que 10 gramos decrecen a 1 gramo, se puede despejar para ¢
en la ecuaciéon

1 = 10e—0-0000287611
La solucién es aproximadamente 80 059 afios. —

Del ejemplo 3, notar que en un crecimiento o decrecimiento exponencial es facil obte-
ner el valor de C cuando se da el valor de y para r = 0. El siguiente ejemplo demuestra un
procedimiento para resolver C'y k cuando no se conoce el valor de y en ¢ = 0.
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Ecuaciones diferenciales

EJEMPLO 4 Crecimiento de poblacion

Suponer que una poblacién experimental de moscas se incrementa conforme a la ley de
crecimiento exponencial. Habia 100 moscas antes del segundo dia del experimento y 300
moscas después del cuarto dia. ;Cudntas moscas, aproximadamente, habia en la poblacién
original?

Solucion Seay = Ce*' el nimero de moscas al momento #, donde ¢ se mide en dias. Notar
que y es continua donde el nimero de moscas es discreto. Dado que y = 100 cuando ¢ = 2
y y = 300 cuando ¢ = 4, se puede escribir

100 = Ce* y 300 = Ce*

Por la primera ecuacion, se sabe que C = 100e 2k, Al sustituir este valor en la segunda
ecuacion, se obtiene lo siguiente.

300 = 100e ke

300 = 100e%

In3 =2k
%ln 3=k
0.5493 = k

Asi, el modelo de crecimiento exponencial es

y= C€0‘5493’.
Para resolver C, reaplicar la condicién y = 100 cuando ¢t = 2 y obtener

100 = Ce0-5493(2)
C = 100e 10986 =~ 33,

Asf, la poblacién original (cuando ¢ = 0) consistia en aproximadamente y = C = 33 moscas,
como se muestra en la figura 6.9.

EJEMPLO 5 Ventas decrecientes

Cuatro meses después de que se detuviera la publicidad, una compaiia fabricante notifi-
ca que sus ventas han caido de 100000 unidades por mes a 80 000. Si las ventas siguen
un patrén de decrecimiento exponencial, ;qué unidades habra después de los siguientes
dos meses?

Solucion Usar el modelo de decrecimiento exponencial y = Ce*, donde ¢ se mide
en meses. De la condicién inicial (t = 0), se sabe que C = 100000. Ademads, dado que
y = 80000 cuando ¢t = 4, se tiene

80 000 = 100 000e*

0.8 = e*
In(0.8) = 4k
—0.0558 = k.

Asi, después de 2 meses mas (¢ = 6), se puede especular que la tasa de ventas mensuales
sera

y = 100 000e ~0-0558(6)
=~ 71 500 unidades.

Ver la figura 6.10. ——
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En los ejemplos 2 al 5, en realidad no se tuvo que resolver la ecuacion diferencial
Y =ky.

(Esto se hizo una vez en la prueba del teorema 6.1.) El siguiente ejemplo ilustra un problema
cuya solucién involucra la técnica de separacion de variables. El ejemplo concierne a la ley
de enfriamiento de Newton, la cual establece que la razén de cambio en la temperatura de

un objeto es proporcional a la diferencia entre la temperatura del objeto y la temperatura
del medio circundante.

EJEMPLO 6 Ley de enfriamiento de Newton

Sea y la temperatura (en °F) de un objeto en una habitacién cuya temperatura se conserva
constante a 60°. Si la temperatura del objeto baja de 100° a 90° en 10 minutos, ;cudnto
tiempo se requerird para bajar la temperatura a 80°?

Solucién Por la ley de enfriamiento de Newton, se sabe que la razén de cambio en y es
proporcional a la diferencia entre y y 60. Esto se puede escribir como

y =k(y — 60), 80<y<100.

Para resolver esta ecuacion diferencial, usar la separacion de variables, como se muestra.

@ = k(y — 60) Ecuacion diferencial.
dt
<y — 60) dy = kdt Separar variables.
f 1 dy = fk dt Integrar cada miembro.
y — 60
ln|y - 60| =kt + C, Encontrar la antiderivada o primitiva de cada miembro.

Dado que y > 60, |y - 60| =y — 60, se pueden omitir los signos del valor absoluto. Mediante
notacién exponencial, se tiene

y—60=¢tC >y =60+ Cet. C=eb
Mediante y = 100 cuando ¢ = 0, se obtiene 100 = 60 + Ce*® = 60 + C, lo cual implica
que C = 40. Dado que y = 90 cuando ¢ = 10,

90 = 60 + 4010

30 = 40e!%%

k=151n3 =~ —0.02877.

Asi, el modelo es

y = 60 + 40 002877 Modelo de enfriamiento.

y finalmente, cuando y = 80, se obtiene

80 = 60 + 4Qe 0028771

20 — 40670.0287%

% = ¢—0.02877

In} = —0.028771
t = 24.09 minutos.

Asi, se requerirdn alrededor de 14.09 minutos mads para enfriar el objeto a una temperatura
de 80° (ver la figura 6.11). —
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 10, resolver la ecuacion diferencial. En los ejercicios 21 a 24, escribir y resolver la ecuacion diferencial
que modele el enunciado verbal. Evaluar la solucion en los valores
1. dy =y +3 2. dy =6 —x especificos de la variable independiente.
dx dx
d d 21. La razén de cambio de y es proporcional a y. Cuando x = 0,
3. Do y+3 4. L6 y = 6 ycuando x = 4,y = 15. ;Cudl es el valor de y cuando
dx dx =87
S,y = 5x 6. /= ﬁ 22. Larazon de cambio de N es proporcional a N. Cuando 7 = 0,
Y 7y N = 250 y cuando t = 1, N = 400. ;Cual es el valor de N
7.y = Jxy 8. y=x(1+y cuando t = 47
9. (1+xY)y —2xy=0 10. xy + y" = 100x 23. Larazén de cambio de V es proporcional a V. Cuando ¢ = 0,

V =20 000, y cuando r = 4, V = 12 500. ;Cual es el valor de

En los ejercicios 11 a 14, escribir y resolver la ecuacién diferencial Vcuando 7 = 67

que modela el enunciado verbal. 24. Larazon de cambio de P es proporcional a P. Cuando 1 = 0,
P =5000,ycuando r = 1, P = 4 750. ;Cuél es el valor de P
11. Larazén de cambio de Q con respecto a t es inversamente pro- cuando t = 57
porcional al cuadrado de 7.
12. La razén de cambio de P con respecto a f es proporcional a En los ejercicios 25 a 28, encontrar la funcién exponencial
25 — ¢ y = Ce* que pase a través de los dos puntos dados.
13. La razén de cambio de N con respecto a s es proporcional a
_ 25. 26. vy
500 — .
14. Larazo6n de cambio de y con respecto a x varia juntamente con
xyL—y.

H" Campos de pendientes En los ejercicios 15 y 16, una ecuacion
diferencial, un punto y un campo de pendientes son dados. a)
Trazar la grafica de dos soluciones aproximadas de la ecuaciéon
diferencial sobre el campo de pendientes, uno de los cuales pasa
a través del punto dado. b) Usar la integracion para encontrar la

solucion particular de la ecuacion diferencial y usar una herra- 27. y 28.
mienta de graficacion para representar la solucion. Comparar el \k s
resultado con la grafica en el apartado a). T @3
4 =+
dy dy 1 3
15. — = x(6 =), (0,0) 16. =, (0,3)
2 =+
1
y ()
' — ¢
[ IR IRV ey i B B B | 1 2 3 4 5
| T A A WO WA s
LI T T O O W WY A A A |
[ T O R W WY Z 0
VAV NNNANNT2 70 0T
VY Y ANANNNSNF 277000
VAN ANNANANNSN—T~V/ 77001
NV NS~ — 77771

. Desarrollo de conceptos

/777 =SNANAAN
B S RN . .
SN 29. Describir qué representan los valores de Cy k en el modelo
P77~V L. L. B
A NN de crecimiento y decrecimiento exponencial, y = Ce*".
[ I I B Y B A4 A W W T L I | . ., . . .
NI SN I 30. Proporcionar una ecuacién diferencial que modele el creci-

miento y decrecimiento exponencial.
FL_' En los ejercicios 17 a 20, encontrar la funcion y = f{(f) que pasa a

través del punto (0, 10) con la primera derivada dada. Usar una Enlos ejercicios 31y 32, determinar los cuadrantes en los cuales

herramienta de graficacion para representar la solucion. la solucion de la ecuacion diferencial es una funcién creciente.
Explicar. (No resolver la ecuacion diferencial.)

1. 2L, 8. Lo 3

dt 2 dt 4 dy 1 dy 1
31. e 32. e Exzy
1 X X
9. o1y 20, U3

a2 di 47
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Desintegracion radiactiva En los ejercicios 33 a 40, completar la
tabla de los is6topos radiactivos.

Semivida o Cantidad Cantidad
vida media Cantidad después de  después de
Isétopo  (en afios)  inicial 1 000 afios 10 000 afios

33. 2%Ra 1599 20¢g

34. 22Ra 1599 15¢g

35. 22Ra 1599 0.lg

36. “C 5715 3g

37. 14C 5715 S5¢g

38, 1C 5715 16¢

39. 239y 24 100 21¢g

40. ?2%°Pu 24 100 04¢g

41. Desintegracion radiactiva El radio radiactivo tiene una semi-
vidao vidamediade aproximadamente 1 599 afios. ; Qué porcen-
taje de una cantidad dada permanece después de 100 afios?

42. La prueba del carbono 14 La prueba del carbono 14 supone
que el contenido de di6xido de carbono sobre la Tierra hoy
tiene el mismo contenido radiactivo que el de hace siglos. Si
esto es cierto, la cantidad de '*C absorbido por un drbol que
creci6 hace varios siglos debe tener la misma cantidad de C
absorbida por un drbol que crece hoy. Una pieza de carbén
viejo contiene s6lo 15% de la cantidad de carbono de una pieza
de carbdn actual. ;Hace cudnto tiempo fue quemado el drbol
para formar la pieza antigua de lefio? (La vida media del '“C es
5 715 afios.)

Interés compuesto Enlos ejercicios 43 a48, completar la tabla para
una cuenta de ahorros en la que se tiene un interés continuo.

Tiempo Cantidad
Inversion Tasa para después
inicial anual duplicar  de 10 afios
43.  $4 000 6%
44.  $18 000 53%
45. $750 72 afios
46. $12500 5 afios
47.  $500 $1292.85
48. $2 000 $5 436.56

Interés compuesto En los ejercicios 49 a 52, encontrar el capital
principal P que debe invertirse a una tasa r, a un interés mensual
compuesto, tal que $1 000 000 garanticen la jubilacion en ¢ afios.

49. r="7%, t=20 50. r=6%, t=40
51. r=8%, t=35 52. r=9%, t=25

Interés compuesto En los ejercicios 53 a 56, encontrar el tiempo
necesario para que $1000 se dupliquen si se invierten a una tasa
de r compuesta a) anual, b) mensual, ¢) diaria y d) continua.

53. r=17% 4. r=6%
55. r=285% 56. r=55%
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Poblacion En los ejercicios 57 a 61, se dan la poblacién (en mi-
llones) de un pais en 2007 y la razén de cambio continua anual
especulada k de la poblacion. (Fuente: U.S. Census Bureau, In-
ternational Data Base.)

a) Encontrar el modelo de crecimiento exponencial P = Ce* de
la poblacién con ¢ = 0 correspondiente a 2000.

b) Usar el modelo para predecir la poblacion del pais en 2015.

¢) Discutir la relacion entre el signo de k y el cambio en la po-
blacion para el pais.

Pais Poblacion de 2007 k
57. Letonia 23 —0.006
58. Egipto 80.3 0.017
59. Paraguay 6.7 0.024
60. Hungria 10.0 —0.003
61. Uganda 30.3 +0.036

Para discusion

62. a) Suponiendo un incremento en la poblacién de insectos
en un nimero constante cada mes, explicar por qué el
nimero de insectos puede ser representado por funcién
lineal.

b) Suponiendo un incremento en la poblacién de insectos
en un porcentaje constante cada mes, explicar por qué el
nimero de insectos puede ser representado por funcién
exponencial.

fﬂF 63. Modelo matemdtico Sea un cultivo con una cantidad inicial de

cien bacterias y N el nimero de bacterias que se cuentan cada
hora durante 5 horas. Los resultados se muestran en la tabla,
donde ¢ es el tiempo en horas.

t 0 1 2 3 4 5

N | 100 | 126 | 151 | 198 | 243 | 297

a) Usar lafuncién de regresién de una herramienta de grafica-
cién para encontrar un modelo exponencial para los datos.

b) Usar el modelo para estimar el tiempo requerido para que
la poblacién se cuadriplique.

64. Crecimiento de bacterias El nimero de bacterias en un cultivo
se incrementd de acuerdo con la ley de crecimiento exponencial.
Después de 2 horas se tienen 125 bacterias en el cultivo y 350
bacterias después de 4 horas.

a) Encontrar la poblacién inicial.

b) Escribir un modelo de crecimiento exponencial de la po-
blacién bacteriana. Sea ¢ el tiempo en horas.

¢) Usar el modelo para determinar el nimero de bacterias
después de 8 horas.

d) (Después de cudntas horas la cantidad de bacterias serd de
250007

65. Curva de aprendizaje El gerente de una fabrica ha calculado
que un trabajador puede producir mas de 30 unidades en un dia.
La curva de aprendizaje del nimero N de unidades producidas
por dia después de que un nuevo empleado haya trabajado
t dias es N = 30(1 — e*"). Después de 20 dias en el trabajo, un
trabajador produce 19 unidades.
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a) Encontrar la curva de aprendizaje de este trabajador.
b) (Cudntos dias pasarfan antes de que este trabajador pro-
duzca 25 unidades por dia?

Curva de aprendizaje  Si en el ejercicio 65 el gerente requiere
que un nuevo empleado produzca al menos 20 unidades por
dia después de 30 dias en el trabajo, encontrar a) la curva de
aprendizaje que describe este requisito minimo y b) los dias
necesarios antes de que un trabajador produzca, como minimo,
25 unidades por dia.

fq: 67. Andilisis de datos La tabla muestra la poblacion P (en millones)

de Estados Unidos desde 1960 hasta 2000. (Fuente: U.S. Census
Bureau)

Aio 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000

Poblacion, P 181 205 228 250 282

a) Usar los datos de 1960 y 1970 para encontrar un modelo
exponencial P, para los datos. Considerar = 0 en 1960.

b) Usar una herramienta de graficacion para representar un
modelo exponencial P, para los datos. Considerar = 0 en
1960.

¢) Usar una herramienta de graficacion para trazar los datos
y los modelos P, y P, en la misma pantalla. Comparar el
dato real con las predicciones. ;Qué modelo se ajusta mejor
a los datos?

d) Estimar cudndo la poblacién serd de 320 millones.

fq: 68. Andlisis de datos La tabla muestra los ingresos netos y las

cantidades requeridas para satisfacer la deuda nacional (fondos de
garantia de los intereses adecuados por la Tesoreria) de Estados
Unidos desde 2001 hasta 2010. Los afios de 2007 a 2010 son
estimados y las cantidades monetarias se dan en miles de millones
de dolares. (Fuente: U.S. Office of Management and Budget)

Afio 2001 2002 2003 2004 2005
Ingresos | 1991.4 | 18534 1782.5| 1880.3| 21539
Intereses | 359.5 3325 318.1 321.7 3523
Afio 2006 2007 2008 2009 2010
Ingresos | 2407.3 | 2540.1 | 2662.5| 2798.3 | 2954.7
Intereses | 4059 | 433.0 | 469.9 | 498.0 | 5232

a) Usar la capacidad de regresion de una herramienta de gra-
ficacién para encontrar un modelo exponencial R para los
ingresos y un modelo cudrtico / para la cantidad necesaria
para satisfacer la deuda. Considerar ¢ como el tiempo en
afios, con t = 1 que corresponde a 2001.

b) Usar una herramienta de graficacion para trazar los puntos
correspondientes a los ingresos, y trazar el correspondiente
modelo. Con base en el modelo, ;cudl es la tasa de creci-
miento continuo de los ingresos?

¢) Usar una herramienta de graficacion para representar los
puntos que corresponden a la cantidad necesaria para sa-
tisfacer la deuda, y trazar el modelo cudrtico.

d) Encontrar una funcién P(¢) que aproxime el porcentaje de
los ingresos necesarios para satisfacer la deuda nacional.
Usar una herramienta de graficacion para representar esta
funcién.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

(Verdadero o falso?

Intensidad del sonido El nivel del sonido B (en decibeles),

I

con una intensidad de 7 es B(/) = 10 log,, (7) donde I, es una
0

intensidad de 107'® watts por centimetro cuadrado, que corres-

ponde a la intensidad del sonido mds débil que se puede escuchar.

Determinar (/) para

a) 1= 10" watts por centimetro cuadrado (susurro)

b) I = 10"° watts por centimetro cuadrado (esquina de calle
ruidosa)

¢) I =105 watts por centimetro cuadrado (golpe de martillo)

d) 1= 10"*watts por centimetro cuadrado (umbral de dolor)

Nivelde ruido Con la instalacién de materiales de aislamiento
sonoro, el nivel de ruido en un auditorio se redujo de 93 a 80 deci-
beles. Usar la funcién exponencial del ejercicio 69 para encontrar
el porcentaje de decrecimiento en el nivel de intensidad del ruido
como un resultado de la instalacion de esos materiales.

Silvicultura El valor de un terreno de arboles maderables es
V(1) =100 000e°*" donde ¢ es el tiempo en afios, con t = 0
correspondiente a 2008. Si el dinero gana intereses continua-
mente de 10%, el actual valor del bosque maderero en cualquier
tiempo ¢ es A(f) = V(£)e ', Encontrar el afio en el cual el
bosque se talard para maximizar la presente funcién valor.

Intensidad del terremoto  Enla escala de Richter, la magnitud
R de un terremoto de intensidad / es

_Inl—Inl
In 10

donde I, es la intensidad minima usada como comparacion.
Suponer que /;, = 1.

a) Encontrar la intensidad del terremoto de San Francisco en
1906 (R = 8.3).

b) Encontrar el factor para el cual la intensidad aumente si la
medida en la escala Richter es el doble.

¢) Encontrar dR/dI.

Ley de enfriamiento de Newton ~Cuando un objeto se extrae del
hornoy se coloca en un entorno con una temperatura constante de
80° F, la temperatura en el centro es 1 500° F. Una hora después
de extraerlo, la temperatura del centro es 1 120° F. Encontrar la
temperatura del centro 5 horas después de extraer el objeto del
horno.

Ley de enfriamiento de Newton Un contenedor de liquido
caliente se coloca en un congelador que se mantiene a una tem-
peratura constante de 20° F. La temperatura inicial del liquido
es 160° F. Después de 5 minutos, la temperatura del liquido es
60° F. ;Cudnto tiempo se necesitard para que su temperatura
disminuya a 30° F?

En los ejercicios 75 a 78, determinar si el

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

75.

76.
77.

78.

En el crecimiento exponencial, la tasa de crecimiento es cons-
tante.

En el crecimiento lineal, la tasa de crecimiento es constante.

Si los precios aumentan a una tasa de 0.5% mensual, entonces
éstos aumentan a una tasa de 6% por afio.
El modelo exponencial de la ecuacion diferencial de crecimiento
es dy/dx = ky, donde k es una constante.
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Iml Separacion de variables y la ecuacion logistica

Asegurarse de verificar las
soluciones de este capitulo. En el
ejemplo 1, se debe verificar la solucién
y = C/x? + 4 por derivacién y

sustitucién en la ecuacién original.

(x2 + 4)% =xy
Cx ?
(x2 + 4)ﬁ = x(cJ/x® + 4)

CxV/x> +4=CxJ/x*+ 4

Asi, la solucién concuerda. [ |

B Reconocer y resolver las ecuaciones diferenciales que se pueden resolver mediante sepa-
racién de variables.

B Reconocer y resolver ecuaciones diferenciales homogéneas.

m Usar ecuaciones diferenciales para modelar y resolver problemas de aplicacién.

B Resolver y analizar las ecuaciones diferenciales logisticas.

Separacion de variables

Considerar una ecuacién diferencial que pueda escribirse de la forma

M(x) + N(y)ﬂ =0
dx

donde M es una funcién continua sélo de x y N es una funcién continua sélo de y. Como se
observo en la seccidn anterior, para este tipo de ecuacidn, todos los términos x se pueden
agrupar con dx y todos los de y con dy, y se puede obtener una solucién por integracion.
Tales ecuaciones se dice que son separables, y el procedimiento de solucién se denomina
separacion de variables. Abajo se muestran algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales
que son separables.

Ecuacion diferencial original Reescrita con variables separables

dy _

2 + % — 42
X 3y dx 0 3y dy x=dx
(senx)y’ = cos x dy = cot x dx
xy' 1 _2
e+ 1 2 ey+1dy xdx
EJEMPLO I Separacion de variables

Encontrar la solucion general de (x> + 4)% =xy.
X

Solucion Para iniciar, observar que y = 0 es una solucion. Para encontrar otras soluciones,
suponer que y # 0 y separar las variables como se muestra.

(x> + 4)dy = xydx Forma diferencial.
dy ~  x

y X2+ 4

dx Separar variables.

Abhora, integrar para obtener

Q_ X
fy _fx2+4dx
1

Inly| = Eln(x2 +4) + C,

In|y| = InV/x?> + 4 + C,
ly] = S V/x2 + 4
y = +eC/x? + 4.

Dado que y = 0 es también una solucién, se puede escribir la solucion general como

y=CJx*+ 4.

Integrar.

Solucién general (C = = )



424 CAPITULO 6 Ecuaciones diferenciales

PARA MAYOR INFORMACION Para
un ejemplo (de ingenierfa) de una ecua-
cién diferencial que es separable, ver el
articulo “Designing a Rose Cutter”, de
J. S. Hartzler en The College Mathema-
tics Journal.

Figura 6.12

En algunos casos, no es factible escribir la solucién general en la forma explicita
y = fix). El siguiente ejemplo ilustra tal situacién. La derivacién implicita se puede usar
para verificar esta solucién.

EJEMPLO 2 Encontrar una solucion particular

Dada la condicién inicial y(0) = 1, encontrar la solucién particular de la ecuacién

xydx + e ¥(y2 — 1)dy = 0.
Solucion  Notar que y = 0 es una solucién de la ecuacion diferencial, pero esta solucion
no satisface la condicion inicial. Asi, se puede suponer que y # 0. Para separar variables, se

debe despejar el primer término de y y el segundo término de e, Asi, se debe multiplicar
por e*’/y y obtener lo siguiente.

xydx + e (y2 = 1)dy =0

e (y2 = 1)dy = —xydx
1> f .
y— —|dy = | —xe" dx
Jb-3

y? l o

2 - _ +

5 —In |y 2¢ C

De la condicién inicial y(0) = 1, se tiene 3 — 0 = —% + C, lo cual implica que C = 1. Asi,

la solucién particular tiene la forma implicita

2 1 .
y?—]n |y| = —Ee"“-l—l
y2 —Iny? + ¥ = 2.

Se puede verificar esto derivando y reescribiendo para obtener la ecuacion original.

EJEMPLO 3 Encontrar la curva de una solucién particular

Encontrar la ecuacién de la curva que pasa a través del punto (1, 3) y tiene pendiente de
y/x* en cualquier punto (x, y).

Solucién Dado que la pendiente de la curva estd dada por y/x?, se tiene

dy _
dx x2

con la condicién inicial y(1) = 3. Separando las variables e integrdndolas se tiene

dy dx
Jo-L o

1
Ily| = —= +
n|y| . C,
y = e—(l/x)+C] = Ce~ 1V~

Dado que y = 3 cuando x = 1, se concluye que 3 = Ce™'y C = 3e. Asf, la ecuacién de la
curva especificada es

y = Be)e /¥ =3e "V x>0,

Ya que la solucién no se define en x = 0 y la condicién inicial se da en x = 1, x estd res-
tringida a valores positivos. Ver la figura 6.12. —



La notacion f(x, y) se uso para
denotar una funcion de dos variables de
la misma forma como f(x) denota una
funcién de una variable. Se estudiaran
funciones de dos variables a detalle en
el capitulo 13. |
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Ecuaciones diferenciales homogéneas

Algunas ecuaciones diferenciales que no son separables en x y y se pueden separar por un
cambio de variables. Este es el caso de ecuaciones diferenciales de la forma y" = f(x, y), donde
fes una funcién homogénea. La funcion dada por f(x, y) es homogénea de grado n si

f(tx, ty) = l‘"f(x, y) Funcién homogénea de grado n.
donde n es un niimero real.

EJEMPLO 4 Verificar funciones homogéneas

a) f(x,y) = x>y — 4x* + 3xy? es una funcién homogénea de grado 3 dado que

(tx)*(ty) — 4(1x)* + 3(2x)(2y)?
B(x%y) — £(4x3) + £(3xy?)
B2y — 4x3 + 3x)?)

Bf(x, y).

b) f(x,y) = xe*/> + y sen (y/x) es una funcién homogénea de grado 1 dado que

fex, ty)

t
txe™™ + ty sen Y
tx

flex, ty)

= t(xex/y + ysen X)
x

= tf()C, )’)

¢) f(x,y) = x + y?>no es una funcién homogénea dado que

Sflex, ty) = tx + 2y% = t(x + 1y2) # "(x + y?).

d) f(x,y) = x/y es una funcién homogénea de grado 0 dado que

tx X
fltx, ty) = — =10~
ty y

DEFINICION DE ECUACION DIFERENCIAL HOMOGENEA

Una ecuacion diferencial homogénea es una ecuacion de la forma
M(x,y) dx + N(x,y)dy =0

donde M y N son funciones homogéneas del mismo grado.

EJEMPLO 5 Prueba para ecuaciones diferenciales homogéneas

a) (¥ + xy)dx + y*dy = 0 es homogénea de grado 2.
b) x*dx = y*dy es homogénea de grado 3.

¢) (¥ =+ 1)dx + y*dy = 0 no es una ecuacién diferencial homogénea. ——
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La sustitucién
y = vx llevard a una ecuacion diferen-
cial que es separable con respecto a
las variables x y v. Se debe escribir su
solucidn final, sin embargo, en términos
dexyy.

2)3 - Cx2

%+ 2y

Solucion general de
=) dx+3xpdy =0
Figura 6.13

Para resolver una ecuacion diferencial homogénea por el método de separacién de
variables, usar el siguiente teorema de cambio de variables.

TEOREMA 6.2 CAMBIO DE VARIABLES PARA ECUACIONES HOMOGENEAS

Si M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 es homogénea, entonces se puede transformar en una
ecuacién diferencial cuyas variables son separables por la sustitucion

y=vx

donde v es una funcién derivable de x.

EJEMPLO 6 Resolver una ecuacién diferencial homogénea

Encontrar la solucién general de
(* = y)dx + 3xydy = 0.
Solucion  Dado que (x* — y?) y 3xy son homogéneas de grado 2, usar y = vx para obtener
dy = x dv + v dx. Entonces, por sustitucion, se tiene
dy
f—%
(2 = v2)dx + 3x(vx)(xdv + vdx) =0
(2 4+ 2v2x2) dx + 3x3v dv =0
x2(1 + 2v¥)dx + x2(3vx) dv = 0.

Al dividir entre x* y separar variables, se produce
(1 +2v¥)dx = —3vxdv
dx —3v
1+ 2v 2 d

In|x| = —Zln(l + 2v?) + C,

4nfx| = =3 1n(1 + 22 + In|C|
In|C(1 + 2v?)73|
x = C(1 + 20)3,

In x*

Al sustituir por v se produce la siguiente solucién general.

-3
xt = C[l + 2<X> ]
X
(1 L ) =C
x
(x2 + 2y%)3 = Cx? Solucién general.

Se puede verificar esto al derivar y reescribir para obtener la ecuacién original.
I

TECNOLOGIA Si se tiene acceso a una herramienta de graficacién, representar varias
soluciones para el ejemplo 6. La figura 6.13 muestra las graficas de

(2 + 2y%)° = Cx?
paraC=1,2,3y4.



© franzfoto.com/Alamy

SECCION 6.3 Separacién de variables y la ecuacion logistica 427

Aplicaciones

EJEMPLO 7 Poblacion salvaje

La razén de cambio del nimero de coyotes N(f) en una poblacién es directamente pro-
porcional a 650 — N(f), donde ¢ es el tiempo en afios. Cuando ¢ = 0, la poblacién es

300, y cuando ¢ = 2, la poblacién se increment6 a 500. Encontrar la poblacién cuando
t=3.

Soluciéon Dado que el ritmo o velocidad de cambio de la poblacién es proporcional a
650 — N(7), se puede escribir la siguiente ecuacién diferencial.

dN
= k(650 — N)

Se puede resolver esta ecuacion diferencial por separacion de variables.

dN = k(650 — N) dt Forma diferencial.
—6 5 (;1 ]X N = kdt Variables separables.
—ln|650 — Nl =kt + C, Integrar.
In|650 — N| = —kt — C,
650 — N = e X=C Suponer N < 650.
N = 650 — Ce ™™ Solucién general.

Si se usa N = 300 cuando t = 0, se puede concluir que C = 350, lo cual produce
N = 650 — 350e7~.

Entonces, mediante el valor de N = 500 cuando ¢t = 2, se deduce que
500 = 650 — 350~ > e %= % —> k= 0.4236.

Asi, el modelo para la poblacién de coyotes es
N = 650 — 350042361, Modelo para la poblacién.

Cuando r = 3, se puede aproximar la poblacién a
N = 650 — 350042363 = 552 coyotes.

En la figura 6.14 se muestra el modelo de poblacién. Note que N = 650 es la asintota hori-
zontal de la grafica y es la capacidad de carga del modelo. Es posible aprender més acerca
de la capacidad de carga después en esta seccion.

N
700
» 600 (3,552)
g (2, 500)
2 500
S 400 N = 650 — 350¢~04236¢
5 300
g (0, 300)
2 200
100
f f f f f f t
1 2 3 4 5 6
Tiempo (en afios)
Figura 6.14
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Cada recta y = Kx es una trayectoria orto-
gonal de la familia de circunferencias
Figura 6.15

Familia
Familia dada: ortogonal:
xy=C y y2—x?=K

Trayectorias ortogonales
Figura 6.16

Ecuaciones diferenciales

Unproblema comin en electrostatica, termodindmica e hidrodindmica involucra encontrar
una familia de curvas, cada una de las cuales es ortogonal a todos los miembros de una familia
de curvas dada. Por ejemplo, la figura 6.15 muestra una familia de circunferencias

Familia de circunferencias.

xX+y =C
cada una de las cuales interseca las rectas en la familia
y = Kx Familia de rectas.
en angulos rectos. Esas dos familias de curvas se dice que son mutuamente ortogonales,
y cada curva en una de las familias se denomina como una trayectoria ortogonal de la
otra familia. En electrostatica, las lineas de fuerzas son ortogonales a las curvas equipoten-
ciales. En termodindmica, el flujo de calor que atraviesa una superficie plana es ortogonal

a las curvas isotérmicas. En hidrodindmica, las lineas de flujo (corriente) son trayectorias
ortogonales a las curvas de potencial de velocidad.

EJEMPLO 8 Trayectorias ortogonales

Describir las trayectorias ortogonales para la familia de curvas dada por

y:;

para C # 0. Trazar la gréfica para varios miembros de cada familia.

Solucién  Primero, resolver la ecuacion dada para C y escribir xy = C. Entonces, por
derivacién implicita con respecto a x, se obtiene la ecuacién diferencial

xy' +y=0 Ecuacién diferencial.
dy
X—F = —
dx Y
@ = Y. Pendiente de familia dada.
dx X

Dado que y’ representa la pendiente de la familia de curvas dada en (x, y), se deduce que la
familia ortogonal tiene la pendiente reciproca negativa x/y. Asi,

d X
ao _x, Pendiente de familia ortogonal.

dx y

Ahora se puede encontrar la familia ortogonal por separacion de variables e integrando.

fydyz fxdx

2 2

y- X

272"
y2_x2:K

Los centros estdn en el origen y los ejes transversales son verticales para K > 0 y horizon-
tales para K < 0. Si K = 0, las trayectorias ortogonales son las lineas y = *x. Si K # 0, las
trayectorias ortogonales son hipérbolas. Varias trayectorias se muestran en la figura 6.16.




logistica

Notar que, como  —> oo, y — L
Figura 6.17

E XPLORACION

Usar una herramienta de graficacién

para investigar los efectos de los va-

lores de L, b y k sobre la grifica de
L

YT 1 ¥ be i

Incluir algunos ejemplos para justi-
ficar los resultados.
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Ecuacion diferencial logistica

En la seccién 6.2, el modelo de crecimiento exponencial se deriva del hecho de que la ra-
z6n de cambio de una variable y es proporcional al valor de y. Se observé que la ecuacién
diferencial dy/dr = ky tiene la solucion general y = Ce*. El crecimiento exponencial es
ilimitado, pero cuando describe una poblacidn, con frecuencia existe algiin limite superior L
mas alla del cual no puede haber crecimiento. El limite superior L se denomina capacidad
limite o de soporte, la cual es la maxima poblacion y(7) que se puede sostener o soportar a
medida que se incrementa el tiempo . Un modelo que con regularidad se usa para este tipo
de crecimiento es la ecuacion diferencial logistica

dy _ _y>
dz_ky<] L

donde k y L son constantes positivas. Una poblacidn que satisface esta ecuacion no crece
sin limite, pero se aproxima a la capacidad limite o de soporte L al aumentar ¢.

De la ecuacion se puede observar que si y estd entre 0 y la capacidad limite o de so-
porte L, entonces dy/dt > 0, y la poblacién se incrementa. Si y es mayor que L, entonces
dy/dt <0, y la poblacién decrece. La gréfica de la funcién y se denomina curva logistica,
como se muestra en la figura 6.17.

Ecuacioén diferencial logistica.

EJEMPLO 9 Obtencion de la solucién general

d
Resolver la ecuacion diferencial logistica ;); = ky(l - %)

Solucion Empezar por separar variables.

2-sf1-
1

———dy = kdt
w1t —y/n)?

1 —
fy(l D%~ fkdt

[

Escribir la ecuacion diferencial.

Variables separables.

Integrar cada miembro.

Reescribir el primer miembro mediante
fracciones parciales.

In|y| = In|L —y| = kt + C Encontrar la antiderivada de cada miembro.
L—y - . N
Inf——| = -kt — C Multiplicar cada miembro por —1 y simplificar.
y
L-y —ki—C -C,—kt . .
—| =M =e “e Tomar exponenciales en cada miembro.
y
L —
2=y = pe K Seaze € = b.
y
. L
Al resolver esta ecuacién para y se produce y = 15 boF —

Del ejemplo 9, se puede concluir que todas las soluciones de la ecuacién diferencial logistica
son de la forma

L

YT+ be i
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EJEMPLO 10 Solucién de una ecuacion diferencial logistica

Una comisidn estatal libera 40 alces en una zona de refugio. Después de 5 aios, la poblacién
de alces es de 104. La comisién cree que la zona no puede soportar mds de 4000 alces. La
tasa de crecimiento de la poblacién de alces p es

dp p )
= = - £ <p<
i kp<1 To00) 40<p <4000

donde ¢ es el ndmero de afios.

EXPLORACION

a)
b)

c)
d)

Escribir un modelo para la poblacién de alces en términos de .

Representar el campo de pendientes de la ecuacion diferencial y la solucién que pasa
a través del punto (0, 40).

Usar el modelo para estimar la poblacién de alces después de 15 afios.

Encontrar el limite del modelo cuando ¢t — ©0.

Soluciéon

a)

Se sabe que L = 4000. Asi, la solucion de la ecuacién diferencial es de la forma

4000
P = pe ko

Dado que p(0) = 40, se puede resolver para b como se muestra.

4000
40 =—""= 70
Explicar qué sucede si p(0) = L. 1+ be
4000
40 = 1+ b b =99

Entonces, dado que p = 104 cuando ¢ = 5, se puede resolver para k.

4 000
104 = ¥ 990—*®) —> k=0.194
. » ) . 4 000
5000 Asi, un modelo para la poblacién de alces estd dada por P = 1 + 99p—0.19:
R
Mot R R R R R R R T
(o= R i i s b) Utilizando una herramienta de graficacion, se puede representar el campo de pen-
F A B B dientes de
I
’ dp p

[ 7:0.194[7(1_7)

FELELE e dt 4000

PACIE A
00 y la solucién pasa a través de (0, 40), como se muestra en la figura 6.18.
Campo de pendientes para ¢) Para estimar la poblacion de alces después de 15 afios, sustituir 15 para ¢ en el mo-
A » delo.
E = 0194p<1 - m)

., , 4000
Y la solucion que pasa a través de (0, 40) = T + 99 0-194(15) Sustituir 15 para 7.
Figura 6.18 ¢
4 000
=11 99p—291 626 Simplificar.
4 000
d) Como ¢ se incrementa sin saltos, el denominador de 1 4+ 99¢0-194: S€ cierraa 1.
4 000

Ast, 10 7990w — 4000



SECCION 6.3

Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 14, encontrar la solucion general de la ecua-
cion diferencial.

dy _x dy _ 3¢
L dx 'y 2 dx y?
dy dy x*-3
2 4 A =7 —
3. X H g =0 boa T e
dr dr
5. ds 0.75r 6. ds 0.75s
(2 + x)y’ = 3y 8 xy'=y
9. yy' =4senx 10. yy’ = —8 cos(mx)
11. V1 —4x?y =x 12.  /x2— 16y’ = 1lx
13. ylnx—x’'=0 14. 12yy' —T7e* =0

En los ejercicios 15 a 24, encontrar la solucion particular que
satisface la condicion inicial.

Ecuacion diferencial Condicion inicial

15. yy' —2e =0 y(0) =3
16. Vx+ Vyy' =0 y(1) =9
17. yx+1)+y =0 y(=2)=1
18. 2xy’ —Ina? = y(1) =2
19. y(1 4+ x¥)y —x(1 +y2) =0 y(0) = /3
20, yJ/1- 2y —xJT1—y*=0 y(0) =1
21. % = uv sen v? u(0) =1
22. % = r0) =0
23. dP — kPdt =0 P0) = P,
24. dT + KT — 70) dt = 0 7(0) = 140

En los ejercicios 25 a 28, encontrar una ecuacion para las graficas
que pasen por los puntos y tengan la pendiente dada.

X 9x

25. (0,2), y' = . 26. (1,1), y' = "oy
’ ’ 2
27. (9, 1), y :2% 28. (8,2), y :37{

En los ejercicios 29 y 30, encontrar todas las funciones f que tienen
la propiedad indicada.

29. Latangente de la grifica de fen el punto (x, y) en interseccién
conelejexen (x + 2,0).

30. Todas las tangentes de la grafica de f que pasan a través del
origen.

En los ejercicios 31 a 38, determinar si la funcion es homogénea
y, si lo es, determinar su grado.

3. flx,y) =x3 —4xy? +y3 32, flx,y) =2 + 3x%? — 2)?

Xy

4. flx,y) = W

X2y2

33, flx,y) = ﬁ
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35. f(x,y) =2Inxy 36. f(x,y) = tan(x + )

y

37. flx,y) = 21n§ 38. fl(x,y) = tan;

En los ejercicios 39 a 44, resolver la ecuacion diferencial homo-
génea.

3 3

39, =Xty TN e
2x Xy

, X = , x4 y?

4. y =x+§ 4. y = nyy
, X , 2x+3

43.y=xz_yy2 4. Y= xy

En los ejercicios 45 a 48, encontrar la solucion particular que
satisface la condicion inicial.

Ecuacion diferencial Condicion inicial

45. xdy — 2xe™* + y)dx =0 y(1) =0
46. —y>dx + x(x +y)dy =0 y(1) =1
47. <xsec§+y>dx—xdy=0 y(1) =0
48. (2x*> 4+ y?)dx + xydy =0 y(1) =0

Campos de pendientes En los ejercicios 49 a 52, representar al-
gunas soluciones de la ecuacion diferencial sobre el campo de pen-
dientes y entonces encontrar la solucion general analiticamente.

d d X
49. Y _ 50, W _ _X
dx dx y
y
/s 44+~ ~ NN
/ /s = ~ N~ N\
!/ /s - ~ N O\ A\
77 s NN VD
——— ————>x
4N\ N+, 4
NN N~ -~ 7 /7 /
NN N~ - 7 7/
NN N4 - - 7/
dy dy
51 =4 -y 52 = 0.25x(4 — y)
dx dx
y y
N I Z-C- BTz
AU NN A W W WY s s s s NN N N
/s 7 7 7 NN NN
AR U WY NV VN /< 777 NN N N
/s 7 7 7 NN NN
NN NN NN N N oo NN
>z 2z NN
- - <~ <~ - - - -
/7 77 /7 77 AERERER s s s s
NN NN /s 7 7 7
VAR AR AR, /7017 NN NN s s 7 7
NN NN /s 7 7 7
/7 /A NN NN s oz s s
I TTT T 117
T T T | e e
-4-3-2-1 1234
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Meétodo de Euler En los ejercicios 53 a 56, a) usar el método de
Euler con un tamatiio de paso de 2 = 0.1 para aproximar la solucién
particular del problema de valor inicial en un valor de x dado, b)
encontrar analiticamente la solucion exacta de la ecuacion diferen-
cial y ¢) comparar las soluciones en los valores de x dados.

Ecuacion diferencial Condicion inicial Valor x
dy

53. —=-6 0,5 =1
I Xy (0,5) x

54. & + 6xy? = (0,3) x=1
dx ’
dy 2x+ 12

55. —=—"—F—— =
A 3y -4 (1,2) x=2
dy

56. —= + 32 =1L

6 i 2x(1 + y?) (1,0) x=15

57. Desintegracion radiactiva La tasa de descomposiciéon de
radio radiactivo es proporcional a la cantidad presente en
cualquier tiempo. La semivida o vida media de radio radiactivo
es de 1 599 afos. ;{Qué cantidad permanecerd después de 50
afios?

58. Reaccion quimica En unareaccidn quimica, un compuesto se
transforma en otro a una tasa proporcional a la cantidad no
cambiada. Si inicialmente existen 40 gramos del compuesto ori-
ginal, y permanecen 35 gramos después de 1 hora, ;cudndo se
transformara 75% del compuesto?

qu Campos de pendientes En los ejercicios 59 a 62, a) escribir una

ecuacion diferencial para el enunciado, b) corresponder la ecuacién
diferencial con un posible campo de pendientes, y c¢) verificar los
resultados mediante una herramienta de graficacion para trazar
un campo de pendientes de la ecuacion diferencial. [Los campos
de pendientes se marcaron con a), b), ¢) y d).]

a) b) y

NN

AV
NAVYINRY
vty
[NRNENRNENENRY

c)

9
1
I
1
I
|
\
\
\
\
’
’
i
I
I
’
7
1

59. Larazén de cambio de y con respecto a x es proporcional a la
diferencia entre y y 4.

60. Larazon de cambio de y con respecto a x es proporcional a la
diferencia entre x y 4.

61. La razén de cambio de y con respecto a x es proporcional al
producto de y y la diferencia entre y y 4.

62. Laraz6n de cambio de y con respecto a x es proporcional a y°.

@D 63. Ganancia de peso Un becerro que pesa 60 libras al nacer

gana peso a razon de dw/dt = k(1200 — w), donde w es el
peso en libras y ¢ es el tiempo en afios. Resolver la ecuacién
diferencial.

a) Usar un sistema algebraico por computadora para resolver
la ecuacion diferencial para k = 0.8, 0.9 y 1. Representar
las tres soluciones.

b) Si el animal se vende cuando su peso alcanza 800 libras,
encontrar el tiempo de venta de cada uno de los modelos
en el apartado a).

¢) (Cudl es el peso mdximo del animal para cada uno de los
modelos?

64. Gananciadepeso Un becerro que pesa w, libras al nacer gana
peso arazon de dw/dt = 1200 — w, donde w es el peso en libras
y t es el tiempo en afios. Resolver la ecuacién diferencial.

Fl? En los ejercicios 65 a 70, encontrar las trayectorias ortogonales

de la familia. Usar una herramienta de graficacion para obtener
varios miembros de cada familia.

65. x> +y>’=C 66. x2—2y2=C
67. x2=Cy 68. y>=2Cx
69. y2=Cx? 70. y = Ce*

En los ejercicios 71 a 74, sefialar la ecuacion logistica con su grafica.
[Las graficas se marcan con a), b), c¢) y d).]

a)

c)

. 12 . 12
Y T e Y T T ¥ 3ew

73 - 74 - L2
YT e Y T e



SECCION 6.3

Enlos ejercicios 75 y 76, la ecuacion logistica modela el crecimiento
de una poblacién. Usar la ecuacién para a) encontrar el valor de
k, b) encontrar la capacidad limite o de soporte, ¢) encontrar la
poblacién inicial, d) determinar cuando la poblacion alcanzara
50% de su capacidad limite o de soporte y e) escribir una ecuacién
diferencial logistica que tiene la solucion P(¢).

2100 5000

S e R

@D Enlos ejercicios 77 y 78, 1a ecuacién diferencial logistica modela la

tasa de crecimiento de una poblacién. Usar la ecuacion diferencial
paraa) encontrar el valor de k, b) encontrar la capacidad de sopor-
te, ¢) usar un sistema algebraico por computadora para trazar la
grifica de un campo de pendientes y d) determinar el valor de P en
el cual la tasa del crecimiento de poblacion es el mas alto.

dP _ _r P _oip— 2
7. —3P<l 100) 78. - = 0.1P = 0.0004P

En los ejercicios 79 a 82, encontrar la ecuacion logistica que sa-
tisface la condicion inicial.

Ecuacion diferencial logistica Condicion inicial

dy _ [ L)

O (s 0.4)

80, Y- 2.8y(1 - l) 0,7)
dt 10 ’
dy _ 4y ¥

81. 5 150 ©.8)

2

g2, Do)

dr 20 1600 (0. 15)

83. Especies en peligro Una organizacion de conservacion libera
25 panteras de Florida en una zona de refugio. Después de 2
afios, hay 39 panteras en la zona. El refugio tiene una capacidad
limite o de soporte de 200 panteras.

a) Escribir una ecuacion logistica que modele la poblacién de
las panteras en el refugio.

b) Encontrar la poblacién después de 5 afios.

¢) (Cudndo la poblacién serd de 100 panteras?

d) Escribir una ecuacién diferencial logistica que modele la
tasa de crecimiento de la poblacién de las panteras. Enton-
ces repetir el apartado b) mediante el método de Euler con
un tamafo de paso de 4 = 1. Comparar la aproximacion
con las respuestas exactas.

e) ¢(En qué tiempo la poblacién de las panteras crecerd mas
rapidamente? Explicar.

84. Crecimiento de bacterias En el tiempo t = 0, un cultivo
bacteriano pesa 1 gramo. Dos horas después, el cultivo pesa 4
gramos. El peso maximo del cultivo es de 20 gramos.

a) Escribir una ecuacién logistica que modele el peso del
cultivo bacteriano.

b) Encontrar el peso del cultivo después de 5 horas.

¢) (Cudndo el peso del cultivo serd de 18 gramos?
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d) Escribir una ecuacién diferencial logistica que modele la
razén de crecimiento del peso del cultivo. Entonces repetir
el inciso ) mediante el método de Euler con un tamaiio de
paso de i = 1. Comparar la aproximacién con los resultados
exactos.

e) (Enqué tiempo se incrementard el peso mds rapidamente?
Explicar.

Desarrollo de conceptos

85. Describir cémo reconocer y resolver ecuaciones diferenciales
que se pueden resolver por separacion de variables.

86. Establecer la prueba para determinar si una ecuacién dife-
rencial es homogénea. Dar un ejemplo.

87. Describir la relacién entre dos familias de curvas que son
mutuamente ortogonales.

Para discusion

88. Suponer que el crecimiento de una poblacién estd mode-
lada por una ecuacion logistica. Conforme la poblacién se
incrementa, su razén de crecimiento decrece. ;Ocurre esto
en situaciones reales, como en poblaciones de animales
0 humanos?

89. Demostrar que siy = , entonces % =ky(l-y).
t

1+be™

90. Navegacion Un bote de navegacion, que parte del reposo,
acelera (dv/dr) a una tasa proporcional a la diferencia entre las
velocidades del viento y el bote. Se ignora la resistencia del
aire.

a) Elviento sopla a 20 nudos, y después de media hora el bote
se mueve a 10 nudos. Escribir la velocidad v como funcién
del tiempo z.

b) Usar el resultado del inciso a) para escribir la distancia que
se desplazd el bote como funcién del tiempo.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 91 a 94, determinar si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o dar
un contraejemplo.

91. La funcién y = 0 es siempre una solucién de una ecuacién
diferencial que puede resolverse por separacion de variables.

92. Laecuacion diferencial y’ = xy — 2y + x — 2 se puede escribir
en forma de variables separadas.
93. La funcién f(x, y) = x> — 4xy + 6y*> + 1 es homogénea.

94. Las familias x> + y*> = 2Cy y x* + »* = 2Kx son mutuamente
ortogonales.

Preparacion del examen Putnam

95. En un error de cdlculo muy comtn, se cree que la regla del
producto para derivadas dice que (fg)’ = f'g’. Sif(x) = e*,
determinar, con prueba, si existe un intervalo abierto (a, b) y
una funcién distinta de cero g definida en (a, b) tal que esta
regla errénea del producto sea verdadera para x en (a, b).

Este problema fue preparado por el Committee on the Putman Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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Iml Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Es ttil ver por qué el factor in-
tegrante ayuda a resolver una ecuacién
diferencial lineal de la forma

y" + P(x)y = Q(x). Cuando ambos
miembros de la ecuacién se multiplican
por el factor integrante u(x) = e/?®%,

el primer miembro se convierte en la
derivada de un producto.

Yl POy 4 P(x)ye PO = (x)el POds
[yef P(x) dx:| / — Q(x)ef P(x) dx
Al integrar ambos miembros de la

segunda ecuacién y dividir entre u(x)
se produce la solucion general. |

B Resolver una ecuacion diferencial lineal de primer orden.
® Usar ecuaciones diferenciales lineales para resolver problemas de aplicacién.
B Resolver una ecuacién diferencial de Bernoulli.

Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

En esta seccién se estudiard como resolver una clase muy importante de ecuaciones dife-
renciales de primer orden: las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.

DEFINICION DE ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden es una ecuacién de la forma

% + P()y = 0(x)

donde Py Q son funciones continuas de x. Se dice que esta ecuacion diferencial lineal
de primer orden es de la forma normal.

Para resolver una ecuacién diferencial lineal, hay que escribirla en forma normal para

identificar las funciones P(x) y Q(x). Después integrar P(x) y formar la expresién
u(x) = el P dx Factor integrante.

el cual se denomina factor integrante. La solucion general de la ecuacion es

Solucién general.

e
y- f 0(Wu(x) d.

EJEMPLO I Solucién de una ecuacion diferencial lineal

Encontrar la solucién general de
y +y=e"

Soluciéon Para esta ecuacion, P(x) = 1y Q(x) = e*. Asi, el factor integrante es

e [ P(x) dx

u(x)

Factor integrante.

= efdx

= e*

Esto implica que la solucién general es

1
= u(x)J O(x)u(x) dx
i j e*(e”) dx

1

e”‘(iez" +C )

= Eex + Ce™™. Solucién general.
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Figura 6.19
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TEOREMA 6.3 SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN

Un factor integrante para la ecuacion diferencial lineal de primer orden
y' + P(x)y = Q(x)

es u(x) = /"™ La solucién de la ecuacién diferencial es

yel P dx :J O(x)eS P ax dx + C.

Mais que memorizar la férmula del teorema 6.3, basta con recordar que al multi-
plicar por el factor integrante /"%, se convierte el miembro izquierdo de la ecuacién diferencial en
la derivada del producto ye/"®®,

EJEMPLO 2 Solucién de una ecuacion diferencial
lineal de primer orden

Encontrar la solucién de
xy' =2y = x%
Solucién La forma normal de la ecuacién dada es
y + Plx)y = 0()
y' = (%)y = X. Forma normal.

Asi, P(x) = —2/x, y se tiene

fP(x)a’x —Jidx

= —Inx?
efP(x)zix — e—ln)c2

1 Factor integrante.

Asi, al multiplicar cada miembro de la forma normal por 1/ se llega a

y 2y _1
X2 X x
d [1] _1
dx | x* X
y 1
ﬁ—fx“
Yy
2= In|x| +C
y = x*(In |x| + C). Solucién general.
En la figura 6.19 se muestran varias curvas solucion (para C = =2, —1,0,1,2,3y4).
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n
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4

Figura 6.20

4 gal/min

N\
‘

Figura 6.21

5 gal/min

EJEMPLO 3 Solucién de una ecuacion diferencial lineal
de primer orden

Encontrar la solucién general de y’ — ytant = 1, — w/2 <t < /2.

Solucion La ecuacién ya estd en la forma normal y' + P(f)y = Q(¢). Asi, P(f) = — tant,y
fP(t) dt = —Jtantdt = In |cos ]

Como — 7/2 < t < /2, se pueden dejar los signos de valor absoluto y concluir que el
factor integrante es

eI PO di = pln(cost) — g 7. Factor integrante.

Ast, al multiplicar y’ — y tan # = 1 por cos  se obtiene

i[ycost] = cos t
dt

ycost = fcostdt

ycost =sent + C

y=tant + Csect. Solucién general.
Varias curvas solucion se muestran en la figura 6.20. —
Aplicaciones

Un tipo de problema que se puede describir en términos de una ecuacién diferencial involucra
mezclas quimicas, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4 Un problema de mezcla

Un tanque contiene 50 galones de una disoluciéon compuesta por 90% agua y 10% alcohol.
Una segunda disolucién que contiene 50% agua y 50% alcohol se agrega al tanque a una
tasa de 4 galones por minuto. Conforme se afiade la segunda, el tanque empieza a drenar
a una tasa de 5 galones por minuto, como se muestra en la figura 6.21. Si se supone que la
disolucién en el tanque se agita constantemente, /cuanto alcohol permanecera en el tanque
después de 10 minutos?

Solucién Sea y el nimero de galones de alcohol en el tanque en cualquier instante 7. Se
sabe que y = 5 cuando ¢t = 0. Dado que el nimero de galones en el tanque en cualquier
tiempo es 50 — 7, y que el tanque pierde 5 galones por minuto, se debe perder [5/(50 — 1)]y
galones de alcohol por minuto. Ademds, ya que el tanque gana 2 galones de alcohol por
minuto, el ritmo o velocidad de cambio de alcohol en el tanque estd dada por

dy 5 dy ( 5 )
- = — — 4 = 2.
a2 (50 - z)y = a T so = P2

Para resolver esta ecuacion lineal, sea P(f) = 5/(50 — 1) y se obtiene

5
fP(t)dt—fSO_tdt— 51n |50 — 1.

Ya que ¢ < 50, se puede eliminar el signo del valor absoluto y concluir que

.
(50 — 1)5

el P dt = »=5In(50—1) =



Observar en el ejemplo 5 que
la velocidad se aproxima al limite mg/k
como resultado de la resistencia al aire.
Para problemas de objetos que caen

y en los que la resistencia al aire es
despreciada, la velocidad se incrementa
sin limite. |
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Ast, la solucién general es

y 2 1
= = +
(50 — )5 f Go—0s ¥ 20— T C
_ 50 — ¢

y + C(50 — 1)s.

Dado que y = 5 cuando 7 = 0, se tiene

R CCUME I e

lo cual significa que la solucién particular es

50 -1 (50—t>5

) 50

Por ultimo, cuando ¢ = 10, la cantidad de alcohol en el tanque es

_50—-10 (50—10

5
> 50 ) =~ 13.45 gal

lo cual representa una solucién que contiene 33.6% de alcohol. —

Hasta ahora en problemas relacionados con la caida de un cuerpo se ha despreciado
la resistencia del aire. El siguiente ejemplo incluye este factor. En el ejemplo, la resistencia
del aire sobre el objeto que cae se supone proporcional a su velocidad v. Si g es la constante
gravitacional, la fuerza descendente F sobre el objeto que cae de masa m se da por medio de
la diferencia mg — kv. Pero, por la segunda ley de movimiento de Newton, se sabe que

F = ma = m(dv/df) a = aceleracion.

lo cual lleva a la siguiente ecuacién diferencial.
dv |k

dv
kg —k 4=y =
mdt mg v > r mv g

EJEMPLO 5 Un objeto que cae con resistencia al aire

Un objeto de masa m cae desde un helicéptero. Encontrar su velocidad en funcién del tiempo
t, si se supone que la resistencia del aire es proporcional a la velocidad del objeto.
Solucién La velocidad v satisface la ecuacién

dv kv i g = constante gravitacional.

dt m & k = constante de proporcionalidad.

Si b = k/m, se pueden separar variables para obtener

dv = (g — bv)dt

dv
fg—bv_fdt

t+ C,

—%ln lg — bv]

In|g — bv| = —bt — bC,
g — bv=Ce " C=ea

Dado que el objeto cay6, v = 0 cuando ¢ = 0; asi g = C, y se deduce que

— —bt
_bv:_g_f_gefbt |:> VZ%Z@(I_(WWL)_

b k I
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Figura 6.22

Un circuito eléctrico simple consta de una corriente eléctrica / (en amperes), una resis-
tencia R (en ohms), una inductancia L (en henrys), y una fuerza electromotriz E constante
(en volts), como se muestra en la figura 6.22. Con base en la segunda ley de Kirchhoff, si el
interruptor S se cierra cuando ¢ = 0, la fuerza electromotriz aplicada (voltaje) es igual a la
suma de la caida de voltaje en el resto del circuito. De hecho, esto significa que la corriente
I satisface la ecuacion diferencial

dl
— + = L.
L ” RI=E

EJEMPLO 6 Un problema de circuitos eléctricos

Encontrar la corriente / como funcién del tiempo ¢ (en segundos), dado que / satisface la
ecuacion diferencial

L(dl/dt) + RI = sen 2t,

donde R y L son constantes diferentes de cero.

Solucion En forma normal, la ecuacion lineal dada es

dl R, 1
—+-I== :
A e

Sea P(1) = R/L, tal que e/ P0di = ¢R/Lt y nor el teorema 6.3,

Je®R/Dt = if eWR/Dt gen 2t dt

1

IR e®R/DI(R sen 2t — 2L cos 21) + C.

Asti, la solucién general es

1
— ,— R/t
[=e [4L2 +

7 e®R/DI(R sen 2t — 2L cos 21) + C}

I (R sen 2t — 2L cos 21) + Ce~®/Lx,

1
4L+ R

TECNOLOGIA La integral del ejemplo 6 se encontré mediante un software de
algebra simbolica. Si se tiene acceso a Maple, Mathematica, o TI-89, tratar de usarlo
para integrar

1 (R/L)t
e sen 2t dt.

En el capitulo 8 se estudiara como integrar funciones de ese tipo mediante integracién
por partes.

Ecuacion de Bernoulli

La también conocida ecuacién no lineal que reduce a una lineal con una apropiada sustitucion,
es la ecuacion de Bernoulli, llamada asi por James Bernoulli (1654-1705).

y' + P(x)y = Q(x)y" Ecuacién de Bernoulli.
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Esta ecuacion es lineal si n = 0, y tiene variables separadas si n = 1. Asi, en el siguiente
desarrollo se supone que n # 0y n # 1. Al multiplicar por y™"y (1 — n) se obtiene

yry + P)y' " = 0x)
(I = n)y "y + (1 —n)Px)y' " = (1 — n)Qx)

L]+ (= Py = (= mo)

la cual es una ecuacion lineal en la variable y' ~". Considerar que z = y' =" produce la ecua-
cién lineal

% + (1 - n)Px)z =1-n)Q(x).
dx

Por ultimo, mediante el teorema 6.3, 1a solucion general de la ecuacion de Bernoulli es

yl_nef(l—n)l’(x)dx _ f(l _ n)Q(x)ef(l—n)P(x)(bcdx +C.

EJEMPLO 7 Solucion de una ecuacion de Bernoulli

Encontrar la solucién de y’ + xy = xe *'y~3.

Solucién Para esta ecuacion de Bernoulli, sea n = —3, y usar la sustitucion
z = y4 Seaz = yl=r= y!=C3),
7' = 4y3y ’, Derivar.

Al multiplicar la ecuacién original por 4y* se produce

vy +xy = xe*xzy* Escribir la ecuacion original.
4y3y’ + dxy* = 4xe=~ Multiplicar cada miembro por 4y’.
7'+ dxz = 4)667)(2. Ecuacion lineal: 7' + P(x)z = Q(x).

Esta ecuacion es lineal en z. Mediante P(x) = 4x se produce

fm@wzfaw

= 2x2

lo cual implica que ¢ es un factor integrante. Al multiplicar la ecuacién lineal por este
factor se produce

72/ + 4xz = dxe ™ Ecuacién lineal.

2 2 .. .

272" + 4xze?® = 4xe* Multiplicar por el factor integrante.

d 232 2 . . . . .
— [ze X ] = 4xe* Escribir el miembro izquierdo como una derivada.
dx

2 2

e = f 4xe* dx Integrar cada miembro.

20>’ =2¢" + C

— 42 9,2 2
7z =2e " + Ce 2. Dividir cada miembro entre e>*.
Por dltimo, al sustituir z = y*, la solucién general es

¥ = 2e™* + Ce 27, Solucién general.
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Hasta aqui se han estudiado varios tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden.
De éstas, el caso de las variables separables es usualmente el mas simple, y la solucién por
factor integrante es ordinariamente usada s6lo como dltimo recurso.

Resumen de ecuaciones diferenciales de primer orden

Método

Forma de ecuacion

1. Variables separables:

2. Homogéneas:

3. Lineal:

4. Ecuacion de Bernoulli:

Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, determinar si la ecuacion diferencial es
lineal. Explicar las razones.

1. Xy +xy=e"+1 2. 2xy—y'lnx=y

2-y"
y

En los ejercicios 5 a 14, resolver la ecuacion diferencial lineal de
primer orden.

3. y — ysenx = xy? 4. S5x

5. %-ﬁ-(%)y:ﬁx-FZ 6. %-ﬁ-(%)y::’s}c—S
y —y=16 8 y + 2xy=10x
. (y+ 1)cosxdx —dy=0 10. (y—1)senxdx —dy =0
1. =1y’ ' +y=x>—-1 12. y' + 3y =¢e*

13. y’ — 3x2y = e* 14. y’+ ytanx = secx

FL_' Campos de pendientes En los ejercicios 15 y 16, a) representar

manualmente una soluciéon grafica aproximada de la ecuaciéon
diferencial que satisface la condicion inicial sobre el campo de
pendientes, b) encontrar la solucion particular que satisface la
condicion inicial y ¢) usar una herramienta de graficacion para
representar la solucion particular. Comparar la grafica con la
realizada manualmente en el inciso a).

dy ) 1

= = ¥ — =)y = 2

15. e y 16. y <x>y sen x
(0, 1) (Vm,0)

Figura para 15

Figura para 16

M(x)dx + N(y)dy =0

M(x, y) dx + N(x,y) dy = 0, donde M y N son
homogéneas de n-ésimo grado

Y+ P(x)y = Q(x)

y' + P(x)y = Q(x)y"

En los ejercicios 17 a 24, encontrar la solucion particular de la
ecuacion diferencial que satisface las condiciones de frontera
iniciales especificadas.

Condicion limite

Ecuacion diferencial o de frontera

17. y’cos’x+y—1=0 y(0) =5
18. X3y + 2y = /¥ y(1) =e
19. y’+ ytanx = secx + cosx y(0) =1
20. y’ + ysecx = secx y(0) =4
1
21, y'+ (;)y =0 y2) =2
22. y+(2x—1)y=0 y(1) =2
23, xdy=(x+y+2)dx y(1) = 10
24, %y ' —y=x>—x y(4) =2

25. Crecimientodepoblacion Cuando se predice el crecimiento de
una poblacién, los demégrafos deben considerar tasa de natalidad
y mortalidad (mortandad) asi como el cambio neto causado por
la diferencia entre las tasas de inmigracién y emigracion. Sea P
lapoblacién en un tiempo ¢y N el incremento neto por unidad de
tiempo resultante de 1a diferencia entre inmigracion y emigracion.
Asi, la tasa de crecimiento de la poblacion estd dada por
dp

o kP + N,
Resolver esta ecuacién diferencial para encontrar P como fun-
ci6n del tiempo si en ¢ = 0 el tamafio de la poblacién es P,

N es constante.

26. Aumento de inversion Una gran corporacion inicia en r = 0
para invertir parte de sus ingresos continuamente a una razén
de P ddlares por aflo, en un fondo para una futura expansion
corporativa. Suponer que el fondo gana r por ciento de interés
compuesto continuo por afio. Asi, la tasa de crecimiento de la
cantidad A en el fondo estd dada por
dA
—=rA+ P
dt
donde A = 0 cuando ¢ = 0. Resolver esta ecuacién diferencial
para A como funcién de 7.
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Aumento de inversion En los ejercicios 27 y 28, use el resultado
del ejercicio 26.

27. Encontrar A para los siguientes casos.

a) P=$275000,r = 8%yt = 10 afios
b) P =$550000, r=59%yt =25 afos

28. Encontrar 7 si la corporacién necesita $1 000 000 y se pueden
invertir $125 000 por afio en un fondo que gana 8% de interés
compuesto en forma continua.

29. Alimentacion intravenosa La glucosa se agrega por via intra-
venosa al flujo sanguineo a una tasa de ¢ unidades por minuto,
y el cuerpo elimina glucosa del flujo sanguineo a una tasa pro-
porcional a la cantidad presente. Suponer que Q(?) es la cantidad
de glucosa en el flujo sanguineo en un tiempo z.

a) Determinar la ecuacién diferencial que describe la razén
de cambio de glucosa en el flujo sanguineo con respecto
al tiempo.

b) Resolver la ecuacién diferencial del inciso @) y considerar
0O = Q,cuando t = 0.

¢) Encontrar el limite de Q(#) cuando ¢ — ©0.

30. Curvadeaprendizaje El gerente de una empresa ha encontrado
que el nimero maximo de unidades que un trabajador puede
producir en un dfa es 75. La tasa de incremento en el niimero N
de unidades producido con respecto al tiempo ¢ en dias por un
nuevo empleado es proporcional a 75 — N.

a) Determinar la ecuacién diferencial que describe la razén
de cambio con respecto al tiempo.

b) Resolver la ecuacion diferencial del inciso a).

¢) Encontrar la solucién particular para un nuevo empleado
que produce 20 unidades en el primer dia y 35 unidades
en el dia 20.

Mezcla Enlos ejercicios 31 a 35, considerar un tanque que en el
tiempo ¢ = 0 contiene v, galones de una disolucién de la cual, por
peso, g, libras es disolucién concentrada. Otra disolucién que
contiene ¢, libras del concentrado por galén fluye dentro del
tanque a una tasa de r, galones por minuto. La disolucién en
el tanque se conserva bien mezclada y esta concentrada a una tasa
de r, galones por minuto.

31. SiQeslacantidad de concentrado en la disolucién en cualquier
tiempo ¢, demostrar que

do rQ _

et T, T A

dt vy + (ry =yt

32. SiQeslacantidad de concentracion en la disolucién en cualquier
tiempo ¢, escribir la ecuacion diferencial para la razén de cambio
de Qrespectode tsir, =r, =r.

33. Un tanque de 200 galones se llena con una disolucién que con-
tiene 25 libras de concentracion. Al iniciar en el tiempo 7 = 0,
se aflade agua destilada en el tanque a una tasa de 10 galones
por minuto, y la disolucién mezclada se elimina con la misma
tasa.

a) Encontrar la cantidad de concentracion Q en la disolucion
como funcién de 7.

b) Encontrar el tiempo en el cual la cantidad de concentracion
en el tanque alcanza 15 libras.

¢) Encontrar la cantidad de concentracion en la disolucién
cuando ¢ — 0.
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34. Repetir el ejercicio 33, si se supone que la disolucién entera del
tanque contiene 0.04 libras de concentrado por galdn.

35. Un tanque de 200 galones estd lleno a la mitad de agua desti-
lada. En el tiempo ¢ = 0, una solucién que contiene 0.5 libras
de concentrado por galén entra al tanque a razén de 5 galones
por minuto, y la mezcla bien agitada es eliminada a una tasa de
3 galones por minuto.

a) (En qué tiempo se llenard el tanque?

b) En el tiempo en que el tanque se llena, jcudntas libras de
concentrado contendrd?

¢) Repetir los incisos a) y b), suponiendo que la solucién
entrante al tanque contiene una libra de concentrado por
galon.

Para discusion

36. Suponiendo que la expresion u(x) es un factor integrante para
y’ 4+ P(x)y = Q(x), ;cudl de las siguientes expresiones es
igual a u’(x)? Verificar su respuesta.

a) P(x) ulx)
b) P'(x) u(x)
) O) ulx)
d) Q'(x) ulx)

Objeto que cae En los ejercicios 37 y 38, considerar un objeto
de ocho libras que cae desde una altura de 5 000 pies, donde la
resistencia al aire es proporcional a la velocidad.

37. Escribir la velocidad en funcién del tiempo si su velocidad des-
pués de 5 segundos es, aproximadamente, 101 pies por segundo.
(Cudl es el valor limitante de la funcién velocidad?

38. Usar el resultado del ejercicio 37 para escribir la posicion del
objeto como funcién del tiempo. Aproximar la velocidad del ob-
jeto cuando éste alcance el suelo.

Circuitos eléctricos En los ejercicios 39 y 40, usar la ecuacién
diferencial para circuitos eléctricos dada por
dl

L— + RI =E.
dt

En esta ecuacion, I es la corriente, R es la resistencia, L es la in-
ductancia y E es la fuerza electromotriz (voltaje).

39.  Resolver la ecuacion diferencial dado un voltaje constante E.

40. Usar el resultado del ejercicio 39 para encontrar la ecuacién
para la corriente si /(0) = 0, E, = 120 volts, R = 600 ohms y
L = 4 henrys. ;Cudndo alcanzard la corriente 90% de su valor
limitante?

Desarrollo de conceptos

41. Se dala forma normal de una ecuacion diferencial lineal de
primer orden. ;Cual es su factor integrante?

42. Sedalaforma normal de la ecuacion de Bernoulli. Describir
como ésta se reduce a una ecuacion lineal.
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En los ejercicios 43 a 46, marcar la ecuacion diferencial con su
respectiva solucion.

Ecuacion diferencial Solucion
43. y' = 2x=0 a) y = Ce*
4.y = 2y=0 b) y=—3+ Ce*
45. y/—2xy =0 ¢)y=x>+C
46. ¥y — 2xy =x d) y= Ce*

En los ejercicios 47-54, resolver la ecuacion diferencial de Ber-
noulli.
47, y’ + 332y = x%y3

48. y 4+ xy = xy !

1
49. v/ + (7) = xy?
y X y =Xy

50. y+ G)y =xJy

5. xy/+y=x7
52y —y=y

53. y—y=edy
54. yy/ — 22 = &

HF Campo de pendientes En los ejercicios 55 a 58, a) usar una he-

rramienta de graficacion para representar el campo de pendientes
para la ecuacion diferencial, ) encontrar la solucion particular
de la ecuacion diferencial que pasa a través de los puntos dados y
¢) usar una herramienta de graficacién para representar la solu-
cion particular sobre el campo de pendientes.

Ecuacion diferencial Puntos
dy )
.oy = —-2,4), (2
55. - y=x (—2,4), (2,8)
d
56. ay + 4xdy = x° (0, %) (0, —%)

Ecuacion diferencial Puntos
dy
57. + =2 1,1 -1
2+ (coty (1.1, 6.~
58, Doy =y 0,3), (0,1)
dx ,3), (0,

En los ejercicios 59 a 70, resolver la ecuacion diferencial por el
método apropiado.

dy _ 62x+y
59. dx eV

dy x—3
60. dx  y(y +4)

d
61. ycosx—cosx+l:0

dx
62. v/ =2uJ1—y2
63. (3y* + 4xy)dx + 2xy + x¥)dy =0
64. (x+y)dx—xdy=0
65. 2y —eYdx +xdy =0
66. (¥ + xy)dx — x2dy =0
67. (X —1Ddx+xdy=0
68. ydx+ (3x+4y)dy=20
69. 3(y—4x)dx+xdy=0
70. xdx+ (y+ )2+ 1)dy =0

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 71 y 72, determinar si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué, o dar
un contraejemplo.

71. y’'+ x\[y = x2 es una ecuacién diferencial lineal de primer
orden.

72. y’ + xy = ey es una ecuacién diferencial lineal de primer
orden.

| PROYECTO DE TRABAJO]

Pérdida de peso

El peso de una persona depende tanto del nimero de calorfas consu-
midas como de la energia utilizada. Ademds, la cantidad de energia
usada depende del peso de una persona; la cantidad media de ener-
gia usada por una persona es 17.5 calorias por libra por dia. Asi, entre
mayor peso pierde una persona, es menor la energia que una perso-
na usa (se supone que la persona mantiene un nivel de actividad
constante). Para calcular el peso perdido se puede usar la siguiente
ecuacion

3500 3500

(dl): cC 175
dt

donde w es el peso de la persona (en libras), 7 es el tiempo en dias, y
C es el consumo diario de calorfas, que es constante.

a) Encontrar la solucién general de la ecuacion diferencial.

b) Considerar una persona que pesa 180 libras e inicia una dieta
de 2 500 calorias por dia. ;Cuanto tiempo tardard la persona en
perder 10 libras? ; Cudnto tiempo le tomard a la persona en perder
35 libras?

¢) Usar una herramienta de graficacion para presentar la solucién.
(Cudl es el peso limite de la persona?

d) Repetir los incisos b) y ¢) para una persona que pesa 200 libras
cuando inicio la dieta.

PARA MAYOR INFORMACION  Para una mejor informacién sobre
el modelo de pérdida de peso, ver el articulo “Un modelo lineal de
dieta”, por Arthur C. Segal en The College Mathematics Journal.




Inl Ejercicios de repaso

1. Determinar si la funcién y = x> es una solucién de la ecuacion
diferencial 2xy" + 4y = 10x°.

2. Determinar si la funciéon y = 2 sen 2x es una solucién de la
ecuacién diferencial y”” — 8y = 0.

En los ejercicios 3 a 10, usar integracion para encontrar una
solucion general de la ecuacién diferencial.

dy 5 dy 5
. = =42+ .= =30 —

3 It 4x 7 4 ar 3x 8x

S. @—0052)( 6. l=2senx
dx dx

7. l=x\/x—5 8. ﬂ=2x\/x—7
dx dx
dy _ dy _

9., — =27 x 10. — = x/3
dx ¢ dx 3e

Campos de pendientes En los ejercicios 11 y 12, una ecuacion
diferencial y su campo de pendientes son dados. Determinar las
pendientes (si es posible) en el campo de pendientes en los puntos
dados en la tabla.

x -4 =2 102 |4]38
y 2 0 44 6 8
dyldx
dy y ( y)
1. = =2y — 12 =2 = my
dx 2x —y X sen 4 )
¥ y

\N—7 \\NMO+72 77000101
N7 \\NNNF+~ 77001111
-/ e ___
s 11 /17 7+NN\ AN
/711 I 77NNV
/A VAR - N N N U U W B |
N ————e e ——
[ \\NNNF+~7 7000111
X \NNN—Tv7 /7 0]
| \\NNNF+~7 /7000111

I — F—t—F+——>x
| _4///#\\\\\\\8
| Il =2V b

Campos de pendientes En los ejercicios 13 a 18, a) trazar la gra-
fica del campo de pendientes dado por la ecuacion diferencial y
b) usar el campo de pendientes para graficar la soluciéon que pasa
a través del punto dado. Utilizar una herramienta de graficacién
para verificar el resultado.

Ecuacion diferencial Punto
13. y'=3—-x (2,1)
14. y/ =2x>—x (0,2)
1 1
15. =2 ==
5.y PR (0,3)
16. y' =y + 4x (-1,1)
S Xy
17. y Zra (0,1)
18 y =2 -
YT T 0.-2)
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En los ejercicios 19 a 24, resolver la ecuacion diferencial.

dy o dy _
19. 7 =8-x 20. 2 =y+38
dy _ 2 dy _
21. dx—(3+y) 2. 10y
23. 2+x)y ' —xy=0 24, xy'—(x+1)y=0

En los ejercicios 25 a 28, encontrar la funciéon exponencialy = Ce*
que pasa a través de los dos puntos.

25. y 26. y

I
T
4 5

—]#123
-1

27. (0,5), (5, 1) 28.

5 (1,9), (6,2)

29. Presion del aire Bajo condiciones ideales, la presion del aire
decrece continuamente en relacién con la altura sobre el nivel
del mar a una tasa proporcional a la presién a esa altura. El
barémetro marca 30 pulgadas al nivel del mar y 15 pulgadas a
18 000 pies. Encontrar la presion barométrica a 35 000 pies.

30. Desintegracion radiactiva El radio radiactivo tiene una vida
media de aproximadamente 1 599 afios. La cantidad inicial es
15 gramos. ;Qué cantidad permanece después de 750 afios?

31. Ventas Las ventas S (en miles de unidades) de un nuevo pro-
ducto después de que ha estado en el mercado por ¢ afios estd
dada por

S = Cet.

a) Encontrar S como una funcién de ¢ si se han vendido 5 000
unidades después de 1 afio y el punto de saturacion del

mercado es 30 000 unidades (es decir, lim S = 30).
1—oo

b) (Cudntas unidades se han vendido después de 5 afios?
FIF ¢) Usar una herramienta de graficacion para presentar esta
funcién de ventas.
32. Ventas Las ventas S (en miles de unidades) de un nuevo pro-
ducto después de que ha estado en el mercado durante ¢ afios
estan dadas por

S =25(1 — ¢

a) Encontrar § como funcién de ¢ si se han vendido 4 000
unidades después de 1 afio.
b) (Cuantas unidades saturaran este mercado?
¢) (Cuantas unidades se habrdn vendido después de 5 afios?
Fl; d) Usar una herramienta de graficacion para presentar esta
funcién de ventas.
33. Crecimiento de poblacion Una poblacién crece continuamente
a una tasa de 1.85%. {Cudnto tiempo tardard la poblacién en
duplicarse?
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34. Ahorrode gasolina  Un automdvil recorre 28 millas por galén
de gasolina a velocidades superiores a 50 millas por hora. A
mads de 50 millas por hora, el nimero de millas por galones cae
auna tasa de 12% por cada 10 millas por hora.

a) s es la velocidad y y es el nimero de millas por galén.

Encontrar y como funcién de s mediante la solucién de la
ecuacion diferencial

% = —0.012y, s > 50.

b) Usar la funcidn del apartado a) para completar la tabla.

Velocidad 50 | 55 60 | 65 | 70

Millas por galén

En los ejercicios 35 a 40, resolver la ecuacion diferencial.

dy _xX>+7 dy e ™
35. dx x 36. dx 1+ e
37. y'—16xy =0 38. y —e’senx =0
dy x> +)? dy _3(x+y)
o = a0, =T

41.  Verificar que la solucién general y = C x + C,x* satisface la
ecuacion diferencial x2y"” — 3xy’ + 3y = 0. Entonces, encontrar
la solucidn particular que satisface la condicién inicial y = 0y
y" =4 cuando x = 2.

42. Movimiento vertical Un objeto que cae se encuentra con la
resistencia al aire que es proporcional a su velocidad. La acele-
racion debida a la gravedad es —9.8 metros por segundo al
cuadrado. El cambio neto en la velocidad es dv/dt = kv — 9.8.

a) Encontrar la velocidad del objeto como funcién del tiempo
si la velocidad inicial es v,.

b) Usar el resultado del apartado @) para encontrar el limite
de la velocidad cuando ¢ se aproxima al infinito.

¢) Integrar la funcién velocidad que se encontré en el inciso
a) para encontrar la posicion s.

Campos de pendientes En los ejercicios 43 y 44, trazar la grafica
de algunas funciones de la ecuacion diferencial sobre el campo de
pendientes y encontrar la soluciéon general de forma analitica.

dy 4x dy
43. = —— 4, —=3-2
dx y dx

y y

~ SRR SRR RN
N SRR RN
~ R AR ERRR
N AR AR AR R AR AR AR RRRRY
N NANNNNNNNESFEUNNNNANANN
\

\ S SHS S
\ L0470 00 0707007077077

4*—/—7—/—7—/—;—/*‘/—7—/—5—/—7—/—7—’)(?

/ Lrrrrrrrrrrerr
/ =411t rirllr4
/ ey rrerrrrd
/ e rls=rrrrrrnt
s rrrrrrerprrrrrrnd
- Lrrrrrris=rrrrrrnd
- trrrrrrryrrrrrrnd
- Frr =441 0000t

En los ejercicios 45 y 46, usar la ecuacion logistica para calcular el
crecimiento de una poblacién. Usar la ecuacién para a) encontrar
el valor de k, b) encontrar la capacidad limite o de soporte, c)
calcular la poblacién inicial, d) determinar cuando la poblacién
alcanzara 50% de su capacidad limite o de soporte y e) escribir la
ecuacion diferencial logistica que tiene la solucion P(z).

5250 4800
1+ 34¢05% 46 PO = 13 14015

En los ejercicios 47 y 48, encontrar la ecuacién logistica que sa-
tisfaga la condicién inicial.

45. P(1) =

Ecuacion diferencial logistica ~ Condicion inicial

dy (. )

a7. = y(l 50 (0, 8)
dy _ X)

8. = 1.76y< g (0,3)

49. Medio ambiente Un departamento de conservacién libera 1200
truchas de rio en un lago. Se estima que la capacidad limite o de
soporte del lago para las especies es 20400. Después del primer
afio, existen 2 000 truchas en el lago.

a) Escribir la ecuacién logistica que calcula el nimero de
truchas en el lago.

b) Encontrar el niimero de truchas en el lago después de 8 aflos.

¢) (Cudndo el nimero de truchas en el lago serd de 100007

50. Medio ambiente Escribir la ecuacion diferencial logistica que
calcula la tasa de crecimiento de la poblacién de las truchas en
el ejercicio 49. Entonces repetir el inciso ) mediante el método
de Euler con un tamafio de paso de # = 1. Comparar la aproxi-
macion con la respuesta exacta.

En los ejercicios 51 a 60, resolver la ecuacion diferencial lineal
de primer orden.
51. y'—y=10 52. e*y'+4ery =1

dy S5y 1
54, — - = =—
dx x> x?

53. 4y'=e"*+y
55. x—2y'+y=1
56. (x + 3)y’ + 2y = 2(x + 3)?
57. By +sen2x)dx —dy =0
58. dy = (ytanx + 2e%) dx
59. y’ 4+ 5y =e>
60. xy’ — ay = bx*
En los ejercicios 61 a 64, resolver la ecuacion diferencial de Bernoulli.
61. vy’ +y=xy> [Sugerencia: [ xe *dx = (—x — 1)e™*]
62. y’+ 2xy = xy?
1 y?

63. y+|(—|y==

v (=%
64. xy' +y=x7
En los ejercicios 65 a 68, escribir un ejemplo de la ecuacion dife-
rencial dada. A continuacién resolver la ecuacion.

65. Ecuacién diferencial homogénea.
66. Ecuacion diferencial logistica.
67. Ecuacion diferencial lineal de primer orden.

68. Ecuacion diferencial de Bernoulli.





