Iml Solucidn de problemas

1.

La ecuacion diferencial

@— 1+e
dt ky

donde k y e son constantes positivas, se denomina como la
ecuacién del dia final.
a) Resolver la ecuacién del dia final
@
dt

= Lol
=Yy

dado que y(0) = 1. Encontrar el tiempo 7 en el cual
lim y(t) = oo.
=T~

b) Resolver la ecuacion del dia final

@_ 1+e
a =

dado que y(0) = y,. Explicar por qué esta ecuacion se
denomina ecuacion del dia final.
Un term6metro se lleva desde una habitacién a 72° F hacia el
exterior, donde la temperatura es 20° F. La lectura cae a 48° F
después de 1 minuto. Determinar la lectura del termémetro des-
pués de 5 minutos.

Considerar que S representa las ventas de un nuevo producto

(en miles de unidades), L es el nivel mdximo de ventas (en

miles de unidades) y el tiempo (en meses). La razén de cambio

de S con respecto a ¢ varfa al mismo tiempo que el producto Sy

L-S.

a) Escribir la ecuacién diferencial para el modelo de ventas
siL =100, S = 10 cuandor = 0y S = 20 cuando 7 = 1.
Verificar que

L

S =1+ ce

b) (En qué tiempo se incrementa mds rdpidamente el creci-
miento en ventas?

¢) Usar una herramienta de graficacién para representar la
funcién de ventas.

d) Representar graficamente la solucion del inciso a) sobre el
campo de pendiente mostrado en la figura de abajo.
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e) Siel nivel maximo de ventas estimado es correcto, usar el
campo de pendientes para describir la forma de las curvas
solucién para ventas si, en algin periodo, las ventas exceden
al.
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Otro modelo que se puede usar para representar el crecimiento
de la poblacién es la ecuacién de Gompertz, la cual es la so-
lucién de la ecuacion diferencial

dy _ (L
o kln<y)y

donde k es una constante y L es la capacidad limite o de soporte.

a) Resolver la ecuacion diferencial.

b) Utilizar una herramienta de graficacién para presentar el
campo de pendientes para la ecuacion diferencial cuando
k=0.05y L =1000.

¢) Describir el comportamiento de la grafica cuando ¢t — oo.

d) Trazarla gréfica de la ecuacion diferencial que se encontrd
en el apartado @) para L = 5000, y, = 500 y k = 0.02. De-
terminar la concavidad de la grafica y cémo se compara con
la solucion general de la ecuacion diferencial logistica.

Demostrar que la ecuacion logistica y = L/(1 + be™ ) se puede
escribir como

1 1 Inb
y = 2L[l + tanh<2k<t T ))]

(Qué se puede concluir acerca de la grifica de la ecuacién

logistica?

Aunque es verdad para algunas funciones fy g, un error comun

en el célculo es creer que la regla del producto en derivadas es

(' =rg

a) Dado g(x) = x, encontrar f'tal que (fg)' = f'g’.

b) Dada una funcién arbitraria g, encontrar una funcion f tal
que (fg)" = f'g’.

¢) Describir qué pasa si g(x) = e*.

La ley de Torricelli establece que el agua fluird desde una

abertura en la parte inferior del tanque con la misma velocidad

que alcanzaria al caer desde la superficie del agua a la abertura.

Una de las formas de la ecuacion de Torricelli es

A(h)% = —kS2gh

donde £ es la altura del agua en el tanque, k es el drea de la
abertura de la parte inferior del tanque, A(h) es el drea de
la seccion transversal a la altura 4, y g es la aceleracion debida
a la gravedad (g = 32 pies/s?). Un tanque de agua hemisférico
tiene un radio de 6 pies. Cuando el tanque estd lleno, una valvula
circular con un radio de 1 pulgada se abre en la parte inferior,
como se muestra en la figura. ;Cudnto tiempo es necesario para
que el tanque se vacie completamente?

<— 6 pies —>i
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CAPITULO 6 Ecuaciones diferenciales

El tanque cilindrico de agua mostrado en la figura tiene una altura
de 18 pies. Cuando el tanque estd lleno, una valvula circular se
abre en la parte inferior del tanque. Después de 30 minutos, la
profundidad del agua es de 12 pies.

|———
|—— > —

a) (Cudnto tiempo es necesario para que el tanque se vacie
completamente?

b) (Cudl es la profundidad del agua en el tanque después de
1 hora?

Suponer que el tanque del ejercicio 8 tiene una altura de 20
pies, un radio de 8 pies, y la védlvula circular tiene un radio de
2 pulgadas. El tanque estd completamente lleno cuando la valvula
estd abierta. ;Cudnto tiempo es necesario para que el tanque se
vacie completamente?

En dreas montafiosas, la recepcion de la radio puede ser débil.
Considerar una situacién donde una emisora de FM se localiza
en el punto (-1, 1) detrds de un monte representado por la
gréfica de

y=x—x

y el receptor de radio estd en el lado opuesto del monte. (Su-
poner que el eje x representa el nivel de referencia en la base
del monte.)

a) (Cudles laposicién mas cercana de la radio (x, 0) respecto
al monte para que no haya interferencias?

b) Escribir la posicién de la radio mds cercana (x, 0) con x
representada como una funcién de £ si la emisora se localiza
a(—1,h).

Usar una herramienta de graficacién para x en el inciso b).
Determinar la asintota vertical de la funcién e interpretar
el resultado.

La biomasa es una medida de la cantidad de la materia viviente

en un ecosistema. Suponer que la biomasa s() en un ecosistema

dado se incrementa a una tasa aproximada de 3.5 toneladas por
afio, y decrece, aproximadamente, 1.9% por aflo. La situacién
se puede calcular mediante la ecuacién diferencial

ds _ 3.5 — 0.019s.

dt

a) Resolver la ecuacion diferencial.

b) Usar una herramienta de graficacién para presentar el
campo de pendientes de la ecuacion diferencial. ;Qué se
observa?

¢) Explicar qué sucede cuando ¢t — 0.

Enlos ejercicios 12 a 14, un investigador médico quiere determinar
la concentracién C (en moles por litro) de un medicamento marca-
dor inyectado en un fluido en movimiento. Resolver este problema
al considerar un modelo de dilucion de un compartimento simple
(ver la figura). Suponer que el fluido esta siendo mezclado y que
el volumen de éste en el compartimento es constante.

Marcador
inyectado

Flujo R (puro)

W

Volumen V.=

Flujo R
(concentracion C)

Figura para 12 a 14

12.

FIF 13.

14.

Si el marcador es inyectado instantdneamente en el tiempo ¢ = 0,
entonces la concentracion del fluido en el compartimento se
empieza a diluir segtin la ecuacion diferencial

dc R
o ( V>C’ C = C,cuando t = 0.

a) Resolver la ecuacion diferencial para encontrar la concen-
traciéon C como funcién de ¢.
b) Encontrar el limite de C cuando t — ©0.

Usar la solucion de la ecuacion diferencial en el ejercicio 12
para encontrar la concentraciéon C como funcién del tiempo ¢ y
usar una herramienta de graficacion para presentar la funcién.

a) V= 2litros, R = 0.5 litros por minuto y C, = 0.6 moles
por litro.

b) V= 2litros, R = 1.5 litros por minuto y C;, = 0.6 moles
por litro.

En los ejercicios 12 y 13, se supuso que habia una inyeccién
simple inicial del medicamento marcador dentro del compar-
timento. Ahora considerar el caso en el cual el marcador es
continuamente inyectado (iniciando en r = () a una tasa de Q
moles por minuto. Si considera Q despreciable comparada con
R, usar la ecuacion diferencial

c 0

R
i v <V>C’ C = 0 cuando 7 = 0.

a) Resolver esta ecuacion diferencial para encontrar la con-
centracion C como funcién del tiempo 7.
b) Encontrar el limite de C cuando t — ©0.
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La integral tiene una amplia variedad de
aplicaciones. Para cada una de las apli-
caciones presentadas en este capitulo, se
comenzara con una férmula conocida, tal
como el drea de una region rectangular, el
volumen de un disco circular o el trabajo
realizado por una fuerza constante. En-
tonces el lector aprendera como el limite
de una suma da lugar a nuevas férmulas
que involucran la integral.

En este capitulo se aprendera:

B Como usar una integral definida para
encontrar el drea de una region
acotada por dos curvas. (7.1)

B Coémo encontrar el volumen de un
s6lido de revolucidn por el método
de los discos y el método de las
capas. (7.2 y 7.3)

B Coémo encontrar la longitud de una
curva y el area de una superficie de
revolucion. (7.4)

B Cémo encontrar el trabajo realizado
por una fuerza constante y una
fuerza variable. (7.5)

B Cémo encontrar centros de masa y
centroides. (7.6)

B Coémo encontrar la presion y la
fuerza de un fluido. (7.7)

[
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Un cable eléctrico se cuelga entre dos torres que estan a 200 pies

—m de distancia. El cable tiene la forma de catenaria. ;Cual es la
longitud del cable entre las dos torres? (Ver seccion 7.4, ejemplo 5.)

El método de los discos es un método que se usa para encontrar el volumen de un sélido. Este método requiere
encontrar la suma de los volimenes de discos representativos para aproximar el volumen del sélido. Cuando se
incrementa el nimero de discos, la aproximacién tiende a ser mas exacta. En la seccién 7.2 se usarén los limites
para escribir el volumen exacto del sélido como una integral definida.
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448 CAPITULO 7 Aplicaciones de la integral

II Area de una region entre dos curvas

Region
entre
dos
curvas

T
|
|
|
1
X=a X

Figura 7.1

Rectangulo representativo
Altura: f(xl.) - g(xl.)
y Anchura: Ax

f(x) /

Figura 7.3

= Encontrar el drea de una region entre dos curvas usando integracion.
= Encontrar el drea de una region entre curvas que se intersecan usando integracion.
B Describir la integracién como un proceso de acumulacién.

Area de una region entre dos curvas

A partir de unas modificaciones se puede extender la aplicacion de las integrales definidas
para el drea de una regién bajo una curva al drea de una region entre dos curvas. Considerar
dos funciones 'y g que son continuas en el intervalo [a, b]. Si, como en la figura 7.1, las
graficas de f'y g estan sobre el eje x y la grafica de g debajo de la grafica de f, se puede
interpretar geométricamente el drea de la regidn entre las graficas como el drea de la regién
bajo la grafica de g sustraida del drea de la regién bajo la grafica f, como se muestra en la
figura 7.2.

Area de la region Area de la region - Area de la region
entre fy g bajo f bajo g

[0 - st [0 [

Figura 7.2

Para verificar que el resultado mostrado en la figura 7.2 es razonable, se puede dividir
el intervalo [a, b] entre n subintervalos, cada uno de anchura Ax. Entonces, como se muestra
en la figura 7.3, se traza un rectangulo representativo de anchura Ax y altura f(x,) — g(x,),
donde x; es un punto del i-ésimo subintervalo. El 4rea de este rectingulo representativo es

AA, = (altura)(anchura) = [ f(x;) — g(x,)] Ax.

Por adicién de las 4reas de los 7 rectangulos y tomando el limite cuando ||A|| — 0 (n — ©0),
se obtiene

tim B17) — el A

Porque f'y g son continuas en [a, b], f — g también es continua en [a, b] y el limite existe.
Asfi que, el drea de la region dada es

Area = lim i[f(x,-) — g(x,)]Ax

i=1

f /) — g(o)] .
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Region comprendida por la grafica de f, la
graficadeg,x =0yx =1
Figura 7.5
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AREA DE UNA REGION ENTRE DOS CURVAS

Si fy g son continuas en [a, b] y g(x) < f(x) para todo x en [a, b], entonces el drea de
la region acotada por las graficas de f'y g y las rectas verticales x = ay x = b es

A= f L) — g(] .

En la figura 7.1, las gréficas de fy g se muestran sobre el eje x. Esto, sin embargo, no
es necesario. El mismo integrando [ f{x) — g(x)] puede usarse con tal de que f'y g sean con-
tinuas y g(x) = f(x) para todo x en el intervalo [a, b]. Este resultado se resume en la figura
7.4. Observar en la figura 7.4 que la altura de un rectangulo representativo es f(x) — g(x)
con respecto de la posicion relativa del eje x.

(x, f(x))

yauip )
/ 8

flx) — 8(x)

a b

fx) — g(x)

T Lo/

(x, ()

(x, g(x))

Figura 7.4

Se usan los rectangulos representativos a lo largo de este capitulo en varias aplicaciones
de la integral. Un rectangulo vertical (de anchura Ax) implica la integral con respecto a x,
mientras que un rectangulo horizontal (de anchura Ay) implica la integral con respecto a y.

EJEMPLO I Encontrar el area de una region entre dos curvas
Encontrar el drea de la regién acotada por las graficasdey = x> + 2,y = —x,x =0y
x=1.

Solucién  Sean g(x) = —xyf(x) = x> + 2. Entonces g(x) < f(x) para todo x en [0, 1], como
se muestra en la figura 7.5. Asi, el drea del rectdngulo representativo es

AA = [f(x) — gv)] Ax
=[(x2+2) — (—x)] Ax

y el drea de la region es

A= f "W - elldx = f e+ 2) — (-] ds
= [%3+%2+2x];
=%+%+2
7

6 I
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(x,f(x))_/ gx)=x

1+

} T T x
-2 -1 1 \

-e-

f)=2—x?
la

T

(x, g(x))

-2+

Region comprendida por la grafica de fy la

grafica de g
Figura 7.6
y
g(x)=cos x
1 (6, ()
NIEWE ’
2 2
14 (eg)
f(x) =sen x

Una de las regiones acotada por las graficas
de las funciones del seno y coseno
Figura 7.7

Area de una region entre curvas que se intersecan

En el ejemplo 1, las graficas de f(x) = x> + 2y g(x) = —x no se intersecan, y los valores de
ay b se dan explicitamente. Un problema mas comun involucra el drea de una regién com-
prendida entre dos gréficas que se infersecan donde los valores de a y b deben calcularse.

EJEMPLO 2 Region determinada por dos graficas
que se intersecan

Encontrar el drea de la region comprendida entre las graficas de f(x) = 2 — x*y g(x) = x.

Solucion En la figura 7.6 se observa que las graficas de f'y g tienen dos puntos de inter-
seccion. Para encontrar las coordenadas x de estos puntos, se hace f(x) y g(x) iguales y se
resuelve para x.

2 —x2=x Igualar f(x) con g(x).
—x2—x+2=0 Escribir en forma general.
—-x+2)x—1)=0 Factorizar.
x=-201 Despejar para x.

Asi,a = —2y b = 1. Porque g(x) < f(x) para todo x en el intervalo [—2, 1], el rectangulo
representativo tiene un drea de

AA = [f(x) = g(x)] Ax
=[(2 - x?) — x] Ax
y el drea de la region es

2

1

x> x
T4
3 > Zx]

-2

A=£2[(2—x2)—x]dx=

1o

EJEMPLO 3 Region determinada por dos graficas que se intersecan

El seno y coseno de las curvas se intersecan infinitas veces, acotando regiones de dreas
iguales, como se muestra en la figura 7.7. Encontrar el 4drea de una de estas regiones.

Solucién

Senx = CcoS x Igualar f{x) a g(x).

sen x R

=1 Dividir cada lado por el coseno de x.
COS X
tanx = 1 Identidad trigonométrica.
T S5 .
X = Z 0o T, 0<x<2m Despejar para x.

Asi,a = m/4y b = 57/4. Porque sen x > cos x para todo x en el intervalo [7/4, 57/4], el
drea de la region es

Sm/4 Sm/4
A= f [senx — cos x]dx = [—cosx - senx]

/4 /4
=2.2.
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Si dos curvas se intersecan en mas de dos puntos, entonces para encontrar el drea de la
region comprendida entre las curvas, se deben encontrar todos los puntos de interseccién
y verificar en cada uno de los intervalos determinados por esos puntos, cudl de las graficas
estd encima de la otra.

EJEMPLO 4 Curvas que se intersecan en mas de dos puntos

Encontrar el drea de la region comprendida entre las graficas de f(x) = 3x* — x2 — 10x y
glx) = —x* + 2x.

W< f)<g) Solucién Empezar igualando f(x) y g(x) y resolviendo para x. Asi se obtienen las coorde-
, nadas de x en cada punto de interseccién de las dos graficas.

3x3 — x2 — 10x = —x2 + 2x Igualar f(x) a g(x).
33— 12x=0 Escribir en forma general.
3x(x —2)(x +2) =0 Factorizar.
x=-2,0,2 Despejar para x.
Asf, las dos gréficas se cortan cuando x = —2, 0 y 2. En la figura 7.8 se observa que

g(x) £ f(x) en el intervalo [—2, 0]. Sin embargo, las dos graficas cambian en el origen,
y f(x) < g(x) en el intervalo [0, 2]. Asi, se necesitan dos integrales, una para el intervalo
[—2, 0] y otra para el intervalo [0, 2].

g(x) = —x2 4 2x

—10x A

fz [f(x) = g(x)]dx + L [g(x) = f(x)] dx

Sobre [—2,0], g(x) < f(x), ysobre
[0,2], f(x) < g(x)

0 2
f (3x3 — 12x) dx + f (=323 + 12x) dx
-2 0

Figura 7.8 3yt 0 —3x4 2
=|— - 6x2} + [ + 6x2]
[ 4 -2 4 0

=—(12—-24) +(—12+24) =24 —

[iir® En el ejemplo 4 se observa que se obtiene un resultado incorrecto si se integra de —2 a 2.
Tal integral produce

J’ [f(x) — glx)]dx = J' (3x3 — 12x) dx = 0.

-2 -2 |

Si la grafica de una funcién de y es una frontera de una region, es a menudo conveniente
usar rectangulos representativos horizontales y encontrar el drea integrando en la variable
v. En general, para determinar el drea entre dos curvas, se usan

X2
A= [(curva de arriba) — (curva de abajo)] dx Rectdngulos verticales.

X1 v}

en la variable x

Y2
A= [(curva derecha) — (curva izquierda)] dy Rectdngulos horizontales.

Y1 J

en la variable y

donde (x, y,) y (x,, ,) son los puntos adyacentes de interseccion de las dos curvas implicadas
o puntos sobre las rectas de la frontera especificadas.
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EJEMPLO 5 Rectangulos representativos horizontales

Encontrar el drea de la region acotada por las graficasde x =3 — y>yx =y + 1.

Solucion Considerar

gy)=3-» y f)=y+1L

Estas dos curvas se intersecan cuando y = —2 y y = 1, como se muestra en la figura 7.9.
Porque f(y) < g(y) en este intervalo, se tiene

AA =[g(y) —fM]Ay =[G — y») — (y + D] Ay.
Asi, el area es

A _2[(3 —y3) = (y+ D]dy

Il
—
|

~<
)
|
~
+
o
~
QU
~

_9
2 ’ I
y fn=y+1 y=x-1
y
14 2, 1) . 3-x
} } x I x
-1 1 2 1
Ay
-1
_3_2
gy =3~y “Ax
y=—v3-x
-1,-2)
Rectangulos horizontales (integracion Rectangulos verticales (integracion con
con respecto a y) respecto a x)
Figura 7.9 Figura 7.10

Enel ejemplo 5 se observa que integrando con respecto a y se necesita s6lo una integral.
Si se integran con respecto a x, se necesitarian dos integrales porque la frontera superior
habria cambiado en x = 2, como se muestra en la figura 7.10.

A:f [(x—1)+\/3—x]dx+f (V3=x+ V3 —x)dx

2 3
= [x—l+(3—x)1/2]dx+2f(3—x)'/2dx
-1 2

:<2—2—§>—G+1—?)—2(o)+2<§>



SECCION 7.1 Area de una regién entre dos curvas 453

La integracién como un proceso de acumulacion

En esta seccion, la férmula de la integral para el drea entre dos curvas se desarroll6 usando
un rectangulo como el elemento representativo. Para cada nueva aplicacién en las secciones
restantes de este capitulo, se construird un elemento representativo apropiado a partir de las
férmulas previas al cdlculo que ya se conocen. Cada férmula de la integracion se obtendra
sumando o acumulando estos elementos representativos.

Foérmula conocida Elemento

Nueva férmula
previa al cdlculo representativo de integracion

Por ejemplo, en esta seccion la férmula del drea se desarrolla como sigue.

A = (altura)(ancho) —> AA =[f(x) — gx)] Ax = A= J [f(x) — g(x)]dx

EJEMPLO 6 Descripcion de la integracion como un proceso
de acumulacion

Encontrar el drea de la regién acotada por la grifica de y = 4 — x? y el eje x. Describir la
integracién como un proceso de acumulacion.

Solucion El drea de la region estd dada por
2
A :f (4 — x?) dx.
-2

Se piensa en la integracién como una acumulacién de las dreas de los rectangulos formados
al ir desplazando los rectdngulos representativos de x = —2 a x = 2, como se muestra en
la figura 7.11.

T } T } X T T T T T } X
1 2 3 1 2 3 —3—2—1_11123
= - 5 0 16
A= 4 — xY)dx = A= 4 —xYde == A= (4 —xV)dx=—
., . 3 . 3
y y
5 5
3T 3T
2T 2T
1+ 1+
—F— — —F— —+— x
3 -=2-1 ] 123 -3 2 —1_1* 1 2 3

1

A=f 4 —x)de=9
-2

Figura 7.11

2
A=f (4—x2)dx=¥
, 3
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II Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, formular la integral definida que da el
area de la region.

Aplicaciones de la integral

1. y,=x>—6x 2. yy=x2+2x+1
»»=0

»w=2x+5

3.y =2 —4x+3 4. y, =x*
Y= —x>+2x+3 =

En los ejercicios 7 a 14, el integrando de la integral definida es una
diferencia de dos funciones. Dibujar la grafica de cada funcion y
sombrear la region cuya area esta representada por la integral.

7. f:[(xﬂ)—ﬂdx

8. fil[(2 —x%) — x*]dx

9, f [4(21/3) - %] dx 10. f [(’; - x) - %] dx

/3 /4
11. f (2 — sec x) dx 12. f (sec? x — cos x) dx

—/3 —/4

13. J:z[(2 =y — yldy 14. J; vy —y)ay

Para pensar En los ejercicios 15 y 16, determinar qué valor se
aproxima mejor al area de la regién acotada por las graficas de
[y g. (Hacer la seleccion con base en un dibujo de la region sin
haber hecho algiin célculo.)

gl) = (x — 1)?
c) 10 d) 4 e) 8

gl) =2~ Vx
c) —3 d) 3 e) 4

15. flx) =x+1,
a) —2 b) 2
16. f(x) =2 —5x,
al b 6

En los ejercicios 17 y 18, encontrar el area de la region integrando
a) con respecto ax y b) con respecto a y.c) comparar sus resultados.
¢ Cual método es mas simple? En general, este método siempre sera
mas sencillo en uno que en otro. ;Por qué si o por qué no?

17. x=4—y
x=y—2

18. y=x2
y=6—x

En los ejercicios 19 a 36, trazar la region acotada por las graficas
de las funciones algebraicas y encontrar el area de la region.

19. y=x-1,y=—x+2,x=0,x=1
20 y=—x*4+3,y=x,x=-1,x=1

21. y=%x3+2,y=x+l,x=0,x=2
22. y=-3x(x—8),y=10—3x, x=2,x=8
23. f(x) =x2—4x, gx) =0

24, f(x)=—x*+4x+1, gx)y=x+1

25. fx)=x>+2x,gx)=x+2

26. f(x)=—2+%x+1,g(x)=%x+l

27. y=x, y=2-x, y=0

28. y=1/x*, y=0, x=1, x=5

29. f(x) = x+ 3,800 =3x+3

30, fx)=Ix—1,gx)=x—-1

3. f) =y g =y +2

32. fy) =y2-y), gby) =~y

3B fy=y>+1L gy =0 y=-1 y=2

34. =0, y=3

) = %_y, 8(y)

35. f(x):%o,xzo,y:ly:lo
36 (x) = 4 =4 =0
A T
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H’ En los ejercicios 37 a 46, a) usar una herramienta de graficacion En los ejercicios 61 a 64, encontrar la funcion de acumulacion F.
para representar la region comprendida por las graficas de las Entonces evaluar F en cada valor de la variable independiente y
ecuaciones, b) encontrar el drea de la region y c) usar las capa- graficamente mostrar el area dada por cada valor de F.
cidades de integraciéon de una herramienta de graficaciéon para .
verificar los resultados. 61. F(x) = j (%t + 1) dt a) F(0) b) F(2) ¢) F(6)

0
37, flx) = x(x®> = 3x + 3), glx) = x? x .
62. F(x) = St2 +2)dt F(O b) F(4 F(6
38. f(x) =3 — 2 + 1’ g(x) — _2X, =1 (X) J; (2 ) a) ( ) ) ( ) C) ( )
.y =x2—4x+3, y=3+4x —x? “
P y=t ot 3y =3 Aoy 63. Fla) =f cos™ao @ F-1) b FO) o F()
40. y=x*—2x% y =2 ~1 2

4L ) = xt =42, gly) = x? — 4 64. F(y) = f " 4o dy a) F(—=1) b FO) ¢) F(4)
42, f(x) = x* — 4x?, glx) = x> — 4x -1

_ 1
43. flx) =1/(1 +x?), glx) = 7x? En los ejercicios 65 a 68, usar la integracién para encontrar el

4. fx) =6x/x>+1), y=0, 0<x<3 rea de la figura que tiene los vértices dados.
= 3 =1 =
5. y=JV1+x, y=3x+2 x=0 65. (2,-3),(4,6),(6,1) 66. (0,0), (a,0), (b, c)
4 —x
= = = 67. (0,2),4,2),(0,—-2),(—4, -2
46. y=x /5, y=0 x=4 (0,2), (4,2), (0, =2), ( )

68. (0,0),(1,2),(3,-2),(1, -3)
En los ejercicios 47 a 52, trazar la region acotada por las graficas

de las funciones, y encontrar el area de la region. 69. Integracion numérica Estimar el area de la superficie del
green de golf usando «) la regla de los trapecios y b) la regla de
47. f(x) = cosx, gx) =2 —cosx, 0 < x <27 Simpson.
48. f(x) = senx, g(x) = cos 2x, —g <x< %T
49. f(x) = 2senx, g(x) = tanx, —%T <x< %T
50. f(x) = sec%xtan%x, glx) = (ﬂ - 4)x +4, x=0
51, f(x) =xe™, y=0, 0<x<1
52. f(x)=3% gx)=2x+1
Fh En los ejercicios 53 a 56, a) usar una herramienta de graficacién 70.  Integracion nur)nér ica  Estimar el drea de la supe.:rﬁcie del
para trazar la grafica de la region acotada por las grificas de las derrame df’ petréleo usando ) la regla de los trapecios y b) la
ecuaciones, b) encontrar el 4rea de la region y ¢) usar las funciones regla de Simpson.
de integracion de la herramienta de graficacion para verificar los
resultados.
53. f(x) =2senx+sen2x, y=0, 0<x<m

A

54. f(x) =2senx+cos2x, y=0, 0 <x< 7

55. f(x)=%el/)‘, y=0, 1<x<3

41nx
56. g(x) = L y=0x=5

H’ En los ejercicios 71 y 72, evaluar la integral e interpretar ésta
como el area de la region. Después usar una computadora para

H’ En los ejercicios 57 a 60, a) usar una herramienta de graficaciéon graficar la region.

para trazar la region acotada por las graficas de las ecuaciones,

b) explicar por qué el drea de la region es dificil de encontrar a /4 2

mano y c) usar las funciones de integraciéon de la herramienta 71. j [sen 2x — cos 4x[ dx 72 f [v/x +3 — 2x| dx
de graficacion para verificar los resultados con cuatro decimales 0 0

significativos.

En los ejercicios 73 a 76, formular y evaluar la integral definida
3 que da el area de la region acotada por la grafica de la funcién y

X
57. y= , ¥y=0 x=3 la recta tangente para la grifica en el punto dado.

4 —x
58. y=Vxet, y=0, x=0, x=1 73. flx) =x3, (1,1) 4. y=x>—-2x (—1,1)

59. y=x% y=4cosx 1 1 2 1
60. y=x y=3+x W= m (1’5> 6 =T <5’1>
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Desarrollo de conceptos

77. Las graficasy = x* — 2x> + 1 y y = 1 — x? se intersecan
en tres puntos. Sin embargo, el drea entre las curvas puede
encontrarse por una sola integral. Explicar por qué es asi, y
escribir una integral para esta drea.

Aplicaciones de la integral

78. Eldrea de laregion acotada por las graficasde y = x*y y = x
no puede encontrarse por una integral dnica [ (x> — x) dx.
Explicar por qué esto es asi. Usar la simetria para escribir
una sola integral que representa el drea.

79. Un graduado de la universidad tiene dos ofertas de trabajo.
El sueldo de arranque para cada una es $32000 y después
de 8 afios de servicio cada una pagard $54 000. El aumento
del sueldo para cada oferta se muestra en la figura. Dar un
punto de vista estrictamente monetario de qué oferta es mejor.

Explicar.

N D
7 60000+ geon g 60 Propuesta 2
‘%‘;‘ 50 000 4 = 504
N o
—Z 40 000 - = 5 40 Propuesta 1
< 30000 Oferta 1 5 5 30
2 A g
5 20000+ = 20
& 100001 E 10

e L e el g '

2 4 6 8 2 4 6 8 10
Ano Ano

Figura para 79 Figura para 80

80. Una legislatura estatal estd debatiendo dos propuestas para
eliminar el déficit del presupuesto anual para el afio 2010. La
tasa de disminucidn del déficit para cada propuesta se muestra
en la figura. Desde el punto de vista de minimizar el déficit
estatal acumulativo ;cudl es la mejor propuesta? Explicar.

81. Se prueban dos coches en una pista recta con velocidades v,
y v, (en metros por segundo). Considerar lo siguiente.

[ = violde =10 [ " In@ = vi@]de = 30

L f)o () — w(0]dt = =5

a) Escribir una interpretacion verbal de cada integral.

b) (Es posible determinar la distancia entre los dos coches
cuando ¢ = 5 segundos? ;Por qué si? o ;por qué no?

¢)  Suponiendo que ambos coches arrancan al mismo tiempo
y lugar, ;qué coche va por delante en = 10 segundos?
(Qué tan adelante estd el coche?

d)  Suponiendo que el coche 1 tiene una velocidad v, y estd
al frente del coche 2 por 13 metros en t = 20 segundos,
(qué tan adelante o atrds estd el coche 1 cuando r = 30
segundos?

Para discusion

82. Sean fy g una funcién continua en [a, b] y g(x) = fix)
para toda x en [a, b]. Escribir el drea obtenida para
ff [f(x) — g(x)]dx. ;La interpretacién del drea de esta
integral cambia cuando fix) = 0y g(x) = 0?

En los ejercicios 83 y 84, encontrar b tal que la rectay = b divide
la region intersecada por las graficas de las dos ecuaciones en dos
regiones de area igual.

83 y=9—-x% y=0 84. y=9—|x

,y=0

En los ejercicios 85 y 86, encontrar a tal que la recta x = a divida
la region intersecada por las graficas de las ecuaciones en dos
regiones de area igual.

85. y=ux, y=4, x=0 86 y>»’=4—x, x=0

En los ejercicios 87 y 88, evaluar el limite y dibujar la grafica de
la region cuya area se representa por el limite.

87. lim > (x, — x?)Ax,donde x;, = i/n y Ax = 1/n
[Al—0 &4
88. Iim > (4 — x?)Ax,donde x; = =2 + (4i/n) y Ax=4/n

[A]—0 i=1
En los ejercicios 89 y 90, a) encontrar los dos puntos de inflexion de
la grafica de f, b) determinar la ecuacion de la recta que interseca
ambos puntos y ¢) calcular el area de las tres regiones acotada por
la grafica de f'y la recta. ;Qué se observa?

89. f)=x*+43+x+7 90. flx)=2*—122%*+3x—1
Ingresos En los ejercicios 91 y 92 se dan dos modelos R, y R,
para el ingreso (en miles de millones de délares por afio) para una
corporacion grande. El modelo R, da los ingresos anuales proyec-
tados de 2008 a 2013, con ¢t = 8 que corresponden a 2008, y R, da
los ingresos proyectados si hay una disminucion en la proporcién
de crecimiento de ventas corporativas sobre el periodo. Aproxi-
mar la reduccion total en el ingreso si las ventas corporativas son
realmente mas cercanas al ejemplo R,.

91. R, =721+ 058
R, =721+ 045

92. R, =721+ 0.26r + 0.027
R, =721+ 0.1 + 0.012

FL—- 93. Curva de Lorenz Los economistas usan la curva de Lorenz

parailustrar la distribucién del ingreso en un pais. Una curva de
Lorenz, y = f(x), representa la distribucion del ingreso real en el
pais. En este modelo, x representa el porcentaje de familias en
el pais y y representa el porcentaje de ingreso total. El modelo
y = x representa un pafs en que cada familia tiene el mismo
ingreso. El drea entre estos dos modelos, donde 0 < x < 100,
indica la “desigualdad del ingreso” de un pais. La tabla muestra
el porcentaje de ingreso y para los porcentajes seleccionados de
x familias en un pafs.

x 10 20 30 40 50

y | 335 6.07 | 917 | 13.39 | 1945

x 60 70 80 90

y | 28.03 | 39.77 | 55.28 | 75.12

a) Usar una herramienta de graficacién para encontrar un
modelo cuadrdtico para la curva de Lorenz.
b) Trazar una gréfica de los datos y del modelo.



c)

9.

95.

Representar el modelo y = x. ;Cémo se compara este modelo
con respecto al modelo a)?

Usar las capacidades de la integracién de una calculadora para
aproximar la “desigualdad del ingreso”.

Beneficios El departamento de contabilidad de una compaiiia
informa que los beneficios durante el dltimo afio fiscal fueron
de 15.9 millones de délares. El departamento predice que los
beneficios por crecimiento continuo durante los préximos 5
aflos generardn una tasa anual continua entre 33 y 5%. Estimar
la diferencia acumulativa en los beneficios durante los 5 afios
basados en el rango predicho de tasas de crecimiento.

Area La regién sombreada en la figura consiste en todos los
puntos cuyas distancias del centro del cuadrado es menor que
las distancias a los bordes del cuadrado. Encontrar el drea de la
region.

(8]

anun h
J yl

Figura para 95 Figura para 96

96.

97.

98.

Diseiio mecdnico La superficie de una parte de una maquina es
la regi6n entre las graficas de y, = |x |y y, = 0.08x% + k (véase
la figura).

a) Encontrar k si la pardbola es tangente a la gréifica de y,.
b) Encontrar el drea de la superficie de la parte de la miquina.

Diseiio de construccion Las secciones de concreto (hormigdn)
para un nuevo edificio tienen las dimensiones (en metros) y la
forma mostrada en la figura.

a) Encontrar el drea de la cara adosada en el sistema de la
coordenada rectangular.

b) Encontrar el volumen de concreto en una de las secciones
multiplicando el drea obtenida en el apartado a) por 2
metros.

¢) Un metro cubico de concreto pesa 5 000 libras. Encontrar
el peso de la seccidn.

Diseiio de construccion Para disminuir el peso y ayudar en
el proceso del endurecimiento, las secciones de concreto en el
ejercicio 97 no son a menudo sélidas. Rehacer el ejercicio 97
haciendo orificios cilindricos como los mostrados en la figura.
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b@—% = 2/‘“|

P e} L : .

_6/—5 —4ll 23 _n 1 S a
(=5.5,0) 2

y=% S+x y:% 5%

Figura para 98

¢(Verdadero o falso? En los ejercicios 99 a 102, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o dar
un contraejemplo.

99. Si el drea de la region limitada por las graficas de f'y g es 1,
entonces el area de la regién acotada por las graficas de h(x) =
f&x) + Cyk(x) = g(x) + C también es 1.

100. Sif [f(x) — glx)]dx = A, entoncesj [¢(x) — fx)] dx = —A.

a

101. Si las gréficas de fy g se intersecan a la mitad del camino entre
b
x=ayx=b,entonces, | [f(x) — gx)]dx = 0.

102. Larecta y = (1 — «3/0.5)x divide la region debajo de la curva
f(x) = x(1 — x) para [0, 1] en dos regiones de igual drea.

103. Area Encontrar el drea entre la grifica de y = sen x y el seg-

mento de recta que une los puntos (0, 0) y (7—77-, —l>, como se
muestra en la figura. 6 2

~<
~
(S}

2

x2 oy
] o + o 1
1
2
b a
7 x x
| (-1 \/
1 6° 2
Figura para 103 Figura para 104

104. Area Seaa >0y b>0. Mostrar que el 4rea de la elipse
2

2Ly
Z + pr = les mab (ver la figura).
Preparacion del examen Putnam
105. La recta horizontal y = ¢ in- y
terseca la curva y = 2x — 3x° y=2x—3x°

en el primer cuadrante como

se muestra en la figura. En- y=c

contrar ¢ para que las dreas de /\
las dos regiones sombreadas
sean iguales.

\ X
Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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I Volumen: el método de los discos

Rectangulo

Eje de revolucién

Disco e

Volumen de un disco: 7R*w
Figura 7.13

® Encontrar el volumen de un sélido de revolucion usando el método de los discos.
® Encontrar el volumen de un sélido de revolucion usando el método de las arandelas.
® Encontrar el volumen de un sélido con las secciones transversales conocidas.

Método de los discos

Anteriormente se mencioné que el drea es una de las muchas aplicaciones de la integral
definida. Otra aplicacidn importante es su uso para encontrar el volumen de un sélido tridi-
mensional. En esta seccidn se estudiard un tipo particular de un sélido tridimensional cuyas
secciones transversales son similares. Por lo comiin se emplean sélidos de revolucion en
ingenierfa y manufactura. Algunos ejemplos son ejes, embudos, pildoras, botellas y pistones,
como se muestra en la figura 7.12.

Solidos de revolucion
Figura 7.12

Si una regi6n en el plano gira alrededor de una recta, el sélido resultante es un sélido
de revolucion, y la recta se llama eje de revolucion. El s6lido mds simple es un cilindro
circular recto o disco que se forma al girar un rectangulo en torno a uno de sus lados como
se muestra en la figura 7.13. El volumen de tal disco es

Volumen del disco = (area de disco)(anchura de disco)
TR>w

donde R es el radio del disco y w es la anchura.

Para observar cémo usar el volumen de un disco para encontrar el volumen de un sélido
general de revolucién, considerar un sélido de revolucién formado al girar la regién plana
en la figura 7.14 alrededor del eje indicado. Para determinar el volumen de este sélido,
considerar un rectdngulo representativo en la regiéon plana. Cuando este rectdngulo gira
alrededor del eje de revolucidn, genera un disco representativo cuyo volumen es

AV = 7R?Ax.

Aproximando el volumen del sélido por el de los n discos de anchura Ax y radio R(x)
produce

Volumen del sélido = > w[R(x,)]? Ax

i=1

73 [R(x)]? Ax.

i=1



En la figura 7.15, observar
que se puede determinar la variable
de integracién tomando un rectdngulo
representativo en la regién plana
“perpendicular” al eje de revolucion.
Si la anchura del rectangulo es Ax,
integrar con respecto a x, y si la
anchura del rectdngulo es Ay, integrar
con respecto a y.
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Rectdngulo

. Eje de Disco
representativo

revolucion representativo

Regién plana

Sélido de ' -
revolucion =2y Aproximacién
Ax por n discos
Método de los discos
Figura 7.14

Esta aproximacion parece mejor y ain mas cuando ||A|| — O(n — o) . Asi, se puede definir
el volumen del sélido como

b
n
Volumen del disco = 1im 7> [R(x,)]* Ax = 7| [R(x)]? dx.
lAl—o0 =4 a
Esquemadticamente, el método del disco es como sigue
Formula Elemento Nueva formula
conocida representativo de integracion

Sélido de revolucion
Volumen del disco

V = aR*w = AV=aRWP A =y f [R(x)]* dx

Una férmula similar puede derivarse si el eje de revolucién es vertical.

Método de los discos

Para encontrar el volumen de un sélido de revolucién con el método de los discos,
usar una de las férmulas siguientes, como se muestra en la figura 7.15.

Eje de revolucion horizontal Eje de revolucion vertical

b d
Volumen = V = f [R(x)]? dx Volumen = V = f [R(y)]?dy

b 2N
V= [ RO dx) y =
o - d V= ['[RO)P ‘dy)
"Ax it

R(x)

e

a o b
Eje de revolucion horizontal Eje de revolucion vertical
Figura 7.15
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La aplicacion mds simple del método de los discos involucra una regién plana acotada
por la gréfica de f'y el eje x. Si el eje de revolucién es el eje x, el radio R(x) simplemente

es flx).

EJEMPLO I Uso del método de los discos

Encontrar el volumen del sélido formado al girar la regién acotada por la gréfica de

F&) = senx f(x) = Vsenx
L y el eje x (0 < x < m) alrededor del eje x.
P . }R(x) Solucién Del rectangulo representativo en la grafica superior en la figura 7.16, se puede
=\ B e s * ver que el radio de este sélido es
E X
) R() = £()
b Regién plana
= senux.

Asi, el volumen del sélido de revolucion es

b T
Sélido de revolucion
V= f [R(x)]?dx = 7Tf (\/ sen x)2 dx Aplicar el método de los discos.
a 0
o
- = f sen x dx Simplificar.
0
w
=TT |:— Ccos x:| Integrar.
0
=a(l+1)
Figura 7.16
g = 2.

EJEMPLO 2 Eje de revolucion alrededor de una recta
que no es un eje de coordenadas

Encontrar el volumen del sélido formado al girar la regién acotada por

@) =222 f) =2-x
Region plana 2 g = y g(x) = 1 alrededor de la recta y = 1, como se muestra en la figura 7.17.
}R(x) Solucion Al igualar f(x) y g(x), se puede determinar que las dos graficas se intersecan
: Y o cuando x = *1. Para encontrar el radio, restar g(x) de f(x).
‘Eje de AX 2 fx) @)
irevolucién | § R(x) = f(x) — g(x)
; R =2-2) -1
-1 1
=1-x?
y
Sélido de Por dltimo, integrar entre —1 y 1 para encontrar el volumen.
revolucion

V= jb [R(X)]2 dx = 7 1 (1 - x2)2dx Aplicar el método de los discos.

& ‘ o

Y = WJ (I = 2x% 4+ x*) dx Simplificar.
-1

1
i - x = 7T|: - 27363 + xgs:l B Integrar.

! _lé6wm
Figura 7.17 B F



Eje de revolucién

ﬂ‘h

Sélido de revolucion

Solido de revolucion
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Método de las arandelas (anillos)

El método de los discos puede extenderse para cubrir sélidos de revolucién huecos reem-
plazando el disco con una arandela (anillos). La arandela se forma al girar un rectangulo
alrededor del eje, como se muestra en la figura 7.18. Si r y R son los radios interiores y
exteriores de la arandela y w es la anchura, el volumen estd dado por

Volumen de la arandela = 7(R? — r¥)w.
Para ver como este concepto puede usarse para encontrar el volumen de un sélido de
revolucidn, considerar una regidn acotada por un radio exterior R(x) y un radio interior

r(x), como se muestra en la figura 7.19. Si la region se gira alrededor de su eje de revolucion,
el volumen del s6lido resultante estd dado por

V= J ([R(x)]2 - [r(x)]z) dx. Método de las arandelas.

Observar que la integral que contiene el radio interior representa el volumen del hueco y se
resta de la integral que contiene el radio exterior.

Sélido de revolucion

con hueco .__,_,-’5

5
=

1
|
|
1
1

Iz

1
1
b
Region plana

Figura 7.19

EJEMPLO 3 Uso del método de las arandelas (anillos)

Encontrar el volumen del sélido formado al girar la regién acotada por las graficas de
y = Vxyy = x*alrededor del eje x, como se muestra en la figura 7.20.

Solucion En la figura 7.20 se puede observar que los radios exteriores e interiores son:

R(x) = J/x Radio exterior.
r(x) = x2 Radio interior.

Integrando entre 0 y 1 produce

b
V= Wf ([R(x)]2 _ [r(x)] 2) dx Aplicar el método de las arandelas.

1

= ’7Tf [(\/}—6)2 - (xz)z] dx
0
1

=7 (x — x4) dx Simplificar.
0

1

— ,n.|:x_2 — x_5:| Integrar.

2 5 Jo
37
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Generado por Mathematica

Figura 7.22

Aplicaciones de la integral

Hasta ahora, en cada ejemplo el eje de revolucion ha sido horizontal y se integraba con
respecto ax. Enel proximo ejemplo, el eje de revolucion serd vertical y se integrard conrespecto
ay. En este ejemplo, se necesita efectuar dos integrales separadas para calcular el volumen.

EJEMPLO 4 Integracion con respecto a y, con dos integrales

Encontrar el volumen del sélido formado al girar la regién acotada por las graficas de
y=x*+1,y=0,x=0yx = 1alrededor del eje y, como se muestra en la figura 7.21.

y 1 Sélido de
_L I revolucién
Paral y 2: Pl (1,2) o i
R=1 |
r i
r=+/y— 1 —r [ ¥
A
¥ I |
Para0 y 1: 1 [T
R=1 |
r=0 [ JAy I
S ——_— T ..
Region plana 1 -1 | 1
Figura 7.21

Solucion Para la regiéon mostrada en la figura 7.21, el radio exterior es R = 1. No hay,
sin embargo, una férmula tnica que represente el radio interior. Cuando 0 <y <1, r = 0,
pero cuando 1 <y <2, r es determinado por la ecuacién y = x*> + 1 lo cual implica que
r=vy-1

0, 0
AUl V=

ININ
ININ

y<1
y<2

Con esta definicién del radio interior se utilizan dos integrales para encontrar el volumen.

1 2
V= f (12 - 02) dy + Wf [12 - (\/ y—1 )2] dy Aplicar el método de las arandelas.
0 1

1 2
= 7Tf 1dy + 7Tf 2=y dy Simplificar.
o 1 : 272
= 7T|:y:| + 7T|:2 - L] Integrar.
0 20
1
:7T+7T<4_2_2+5):377T

. . 1 . .
Observar que la primera integral 7 fo 1 dy representa el volumen de un cilindro circular
recto de radio 1 y altura 1. Esta porcion del volumen podria ser determinada sin recurrir a
la integracion.

TECNOLOGIA Algunas herramientas de graficacién tienen la capacidad para generar
(o tienen el software capaz de generar) un sélido de revolucidn. Si tiene acceso a tal he-
rramienta, usarla para hacer la grafica de algunos de los sélidos de revolucién descritos
en esta seccion. Por ejemplo, el s6lido en el ejemplo 4 podria aparecer como el mostrado
en la figura 7.22.
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Sélido de revoluciéon

Region plana

b)

Figura 7.23
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EJEMPLO 5 Disefio de manufactura

Un fabricante taladra un orificio a través del centro de una esfera de metal de 5 pulgadas de
radio, como se muestra en la figura 7.23a. El orificio tiene un radio de 3 pulgadas. ;Cual es
el volumen del objeto de metal resultante?

Solucion  Suponer el objeto generado por un segmento de la circunferencia cuya ecua-
cién es x> + y* = 25, como se muestra en la figura 7.23b). Porque el radio del orificio es
3 pulgadas, sea y = 3 resolver la ecuacién x> + y*> = 25 para determinar que los limites
de integracion son x = *£4. Asi que, los radios interiores y exteriores son r(x) = 3y
R(x) = /25 — x?y el volumen estd dado por

V= f (RW]? — [r@)]?) dx = = f [(V25 = %) — (3] dx

4
= wf (16 — x?) dx
—4
3714
= 77[16x - x—]

314
_ 256

pulgadas cibicas.

Solidos con secciones transversales conocidas

Con el método de los discos, se puede encontrar el volumen de un sélido teniendo una seccién
transversal circular cuya drea es A = 7R”. Este método puede generalizarse para los sélidos
cuyas secciones, que son arbitrarias, sean de drea conocida. Algunas secciones transversales
comunes son cuadrados, rectdngulos, tridngulos, semicirculos y trapecios.

Volumen de soélidos con secciones transversales conocidas

1. Para secciones transversales de drea A(x) perpendiculares al eje x,

b
Volumen = J A(x) dx. Ver figura 7.244.
a
2. Para secciones transversales de area A(y) perpendiculares al eje y,
d
Volumen = f A(y) dy. Ver figura 7.24b.
c

y=d

a) Secciones transversales perpendiculares al eje x b) Secciones transversales perpendiculares al eje y

Figura 7.24
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Las secciones transversales son triangulos
equilateros

y

—1_ X
NG
- X
1 2
</
Ax
—1 - _ P
g =—1+%

Base triangular en el plano xy
Figura 7.25

Figura 7.26

Aplicaciones de la integral

EJEMPLO 6 Secciones transversales triangulares

Encontrar el volumen del s6lido mostrado en la figura 7.25. La base del sélido es la regién
acotada por las rectas

g) = —1+72, y x=0.

o) =1-3. :

2

Las secciones transversales perpendiculares al eje y son tridngulos equilateros.

Solucién La base y el drea de cada seccion transversal triangular son:

X X
= —_ — ] - = + — | = —_
Base (1 2) ( 1 2) 2—x

Area = % (base)?

V3
4

Longitud de la base.
Area de tridngulo equilitero.
Area de seccién transversal.

Alx) = (2 —x)?

Porque x varia entre 0 a 2, el volumen del sélido es

= fozg(Z — x)2dx
BCITCER ] )

4 3 3

EJEMPLO 7 Una aplicacién geométrica

Demostrar que el volumen de una pirdmide con una base cuadrada es V = § hB, donde & es
la altura de la pirdmide y B es el drea de la base.

Solucion  Como se muestra en la figura 7.26, se puede cortar o intersecar la pirdmide con
un plano de altura paralelo a la base a la altura y para formar una seccién transversal cuadrada
cuyos lados son de longitud b’. Por semejanza de tridngulos, se puede mostrar que

b _h-y by
b h o b=yk=y)
donde b es la longitud de los lados de la base de la pirdmide. Asi,
b2
AG) = () = 250 = )

Integrando entre O y % se obtiene

h th
V=f A(y)dy=f ﬁ(h—y)zdy
0 0
p ("
= | =Ry
0

(5]
5
1

= S hB. B=b
3hB



II Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, formular y evaluar la integral que da
el volumen del sélido formado al girar la region alrededor del
eje x.

1. y=—x+1 2. y=4—2x

| |
T T
1 -3 2 -1 1 2 3

En los ejercicios 7 a 10, formular y evaluar la integral que da
el volumen del sélido formado al girar la region alrededor del
ejey.

7. y=x? 8. y=J16 —x?
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9. y=x¥3 10. x= —y>+ 4y
y y
4
1+ 3
s L

=

En los ejercicios 11 a 14, encontrar el volumen del sélido generado
por la region acotada por las graficas de las ecuaciones al girar
alrededor de las rectas dadas.

11. y=Vx, y=0, x=3

a) elejex b) elejey
c¢) larectax=3 d) larectax =06

12 y=2% y=0, x=2

a) elejey b) elejex

c¢) larectay =38 d) larectax =2
13. y=x2 y=4x — x>

a) elejex b) larectay =06
14 y=6—-—2x—x% y=x+6

a) elejex b) larectay =3

En los ejercicios 15 a 18, encontrar el volumen del sélido generado
por la region acotada por las graificas de las ecuaciones al girar
alrededor de la rectay = 4.

16. y=3x y=4, x=0

15. y=x, y=3, x=0
3

1 +x

17. y = y=0, x=0, x=3

18. y=secx, y=0, OSxS%T

En los ejercicios 19 a 22, encontrar el volumen del sélido generado
por la region acotada por las graficas de las ecuaciones al girar
alrededor de la rectax = 5.

19. y=x, y=0, y=4, x=5
20 y=5—x, y=0, y=4, x=0
21. x=y% x=4

22. xy=5 y=2, y=5 x=5

En los ejercicios 23 a 30, encontrar el volumen del solido generado
por la region acotada por las grificas de las ecuaciones al girar
alrededor del eje x.

1
=—F—, y=0,
y St 1 y
24, y=xJ/9—-x2, y=0

23. x=0, x=4
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1
25. y=;, y=0, x=1, x=3

__2
x+ 1’
27. y=e* y=0, x=0, x=1

28. y=e¢¥2, y=0, x=0, x=4

29. y=x2+1, y=—-x>+2x+35 x=0, x=3
30 y=x y=-x+4, x=0 x=38

26. y y=0, x=0, x=6

En los ejercicios 31 y 32, encontrar el volumen del sélido generado
por la regién acotada por las graficas de las ecuaciones al girar
alrededor del eje y.

3. y=32—-x), y=0, x=0
32. y=9—-x% y=0, x=2, x=3

En los ejercicios 33 a 36, encontrar el volumen del solido generado
por la regién acotada por las graficas de las ecuaciones al girar
alrededor del eje x. Verificar los resultados usando las capacidades
de integracion de una herramienta de graficacion.

33. y=senx, y=0, x=0, x=1

34. y:cos2x,y:0,x:0,x:g
35, y=e!l, y=0, x=1, x=2
36. y=e24+e 2 y=0, x=—-1, x=2

En los ejercicios 37 a 40, usar las capacidades de integracion de
una herramienta de graficacion para aproximar el volumen del
solido generado al girar la region acotada por las graficas de las
ecuaciones alrededor de x.

3. y=¢*, y=0, x=0, x=2

38. y=Inx, y=0, x=1, x=3

39. y=2arctan(0.2x), y=0, x=0, x=35
4. y= J2x, y=x*

En los ejercicios 41 a 48, encontrar el volumen generado por el
giro de la region sobre la recta especificada.

y yex?
1 —
R, =
0.5+
R,
Ry
} } X
0.5 1
41. R sobrex =0 42. R sobrex =1
43. R,sobrey =0 44. R, sobrey =1
45. R, sobrex =0 46. R, sobrex =1

47. R, sobrex =0 48. R, sobrex =1

Para pensar En los ejercicios 49 y 50, determinar qué valor se
aproxima mejor al volumen de un sélido generado por el giro de
una region acotada por las grificas de la ecuacion sobre el eje x
(marcar su seleccion sobre la base de un esbozo de los sélidos y
no por el desempeiio de cualquier calculo).

49. y=e 2 y=0, x=0, x=2

a) 3 b) -5 10 a7 e) 20
50. y=arctanx, y=0, x=0, x=1

10 b3 o5 d -6 e 15

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 51 y 52, 1a integral representa el volumen de
un sélido. Describir el sélido.

/2 4
51. Wf sen? x dx 52. 77"[ y*dy
o

2

53. Una regidn acotada por la pardbola y = 4x — x* y el eje x
gira alrededor del eje x. Una segunda regién acotada por la
pardbolay = 4 — x?y el eje x se gira alrededor del eje x. Sin
integrar, ;c6mo se comparan los volimenes de los sélidos?
Explicar.

54. Laregion en la figura se gira alrededor del eje y recta indi-
cada. Ordenar los volimenes de los sélidos resultantes de
menor a mayor. Explicar el razonamiento.

c)x=3

a) ejex

b) ejey

55. Discutir la validez de los siguientes enunciados.

a) Para un sélido formado mediante el giro de la regién
bajo una grifica alrededor del eje x, las secciones trans-
versales perpendiculares al eje x son discos circulares.

b) Para un sé6lido formado mediante el giro de la regién
entre dos gréficas alrededor del eje x, las secciones trans-
versales perpendiculares al eje x son discos circulares.

Para discusion

56. Identificar la integral que representa el volumen del sélido
obtenido por rotacién del drea entre y = fix) y y = g(x),
a = x = b, sobre el eje x. [Suponiendo que f{x) = g(x) = 0.]

a) 7| [f(x) — g)]Pdx  b) wj ([fP = [¢0)P) dx




57.
58.

59.

60.

61.

62.

HF 63.

A 6.

65.

HF 66.

Si la porcién de larecta y = 3x que queda en el primer cuadran- FIF 67.

te se gira alrededor del eje x, se genera un cono. Encontrar el
volumen del cono que se extiende de x = 0ax = 6.

Usar el método de los discos para verificar que el volumen de
un cono circular recto es 372k, donde r es el radio de la base
y h es la altura.

Usar el método de los discos para verificar que el volumen de
una esfera es 377>,

Una esfera de radio r es cortada por un plano situado 4 (h < r)
unidades sobre el ecuador. Encontrar el volumen del sélido (el
segmento esférico) sobre el plano.

Un cono de altura H con una base de radio r es cortado en un

plano paralelo a la base y situado / unidades sobre ella. Encontrar

el volumen del sélido (el tronco de un cono) que queda debajo

del plano.

La regién acotada por y = /x, y = 0y x = 4 se gira alrededor

del eje x.

a) Encontrar el valor de x en el intervalo [0, 4] que divide el
sélido en dos partes de volumen igual.

b) Encontrar los valores de x en el intervalo [0, 4] que divide
al sdlido en tres partes de volumen igual.

Elvolumen de un tanque de combustible Un tanque en el ala
de un avién de motor de reaccién tiene la forma de un sélido de
revolucién generado al girar la regién acotada por la grifica
y= éxzx/ 2 — x yelejex (0 = x = 2) alrededor del eje x, donde
x y y son medidos en metros. Utilizar una calculadora para
graficar la funcién y calcular el volumen del tanque.

Elvolumen de un recipiente de vidrio Un recipiente de vidrio
se modela al girar la grafica de

_ [VOIE = 2227 + 109x + 222,
Y= 1295,

alrededor del eje x donde x y y son medidos en centimetros.
Representar la funcién en la computadora y encontrar el volu-
men del recipiente.

0=x=115
115 <x =15

Encontrar el volumen del sélido generado si la mitad superior de
laelipse 9x* + 25y* = 225 se gira sobre a) el eje x para formar un
esferoide prolato (en forma de un balén de futbol americano), y
b) el eje y para formar un esferoide oblato (en forma de la mitad
de un dulce).

44
]
—
i 6 "
-4,
Figura para 65a Figura para 65b

Profundidad del agua en un tanque Un tanque de agua es
una esfera de 50 pies de radio. Determinar las profundidades
del agua cuando el tanque se llena a un cuarto y tres cuartos de
su capacidad total. (Nota: Calcular la raiz con una herramienta
de graficacion después de evaluar la integral definida.)

SECCION 7.2
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2
X
Volumen minimo Elarcodey = 4 — 74 enelintervalo

[0, 4] se gira alrededor de la recta y = b (ver la figura).

a) Encontrar el volumen del sélido resultante como una fun-
cién de b.

b) Representar la funcién en una calculadora para el apartado
a), y usar la gréafica para aproximar el valor de b que hace
minimo el volumen del sélido.

¢) Usar célculo para encontrar el valor de b que hace minimo
el volumen del sélido, y comparar el resultado con la res-
puesta del apartado b).

Figura para 67

FIF 68.

69.

Figura para 68

Modelo matemdtico A un dibujante se le pide determinar la
cantidad de material requerida para producir una pieza de una
maquina (véase la figura en la primera columna). Los didmetros
d de la pieza en los puntos x uniformemente espaciados se listan
en la tabla. Las medidas estdn dadas en centimetros.

x 0 1 2 3 4 5

d | 42 | 38 | 42 | 47 | 52 | 57

x 6 7 8 9 10

d | 58 | 54|49 | 44 | 46

a) Usar estos datos con la regla de Simpson para aproximar
el volumen de la pieza.

b) Usarregresion en unacalculadora paraencontrar un polino-
mio de cuarto grado a través de los puntos que representan
el radio del sélido. Trazar los datos y el modelo.

¢) Usar una herramienta de graficacion para aproximar la
integral definida que da el volumen de la pieza. Comparar
el resultado con la respuesta del apartado a).

Para pensar Emparejar cada integral con el sélido cuyo vo-
lumen representa, y dar las dimensiones de cada sélido.
a) Cilindro circular recto  ») Elipsoide

c¢) Esfera d) Cono circular recto

h x > h
i) 'n'j (;) dx ii) wf r2dx
0 0

r b xz 2
i) wf (V2 =x%)7dx iv) wf <a 1 - ) dx
., i

e) Toro

2
V) Wj;[(R + m)z - (R - Jr2 - x2)2] dx
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70.

71.

72.

73.

CAPITULO 7 Aplicaciones de la integral

El teorema de Cavalieri Demostrar que si la altura de dos
s6lidos son iguales y todas las secciones del plano paralelas a
sus bases y a distancias iguales de sus bases tienen dreas iguales,
entonces los sélidos tienen el mismo volumen (ver la figura).

75.

Area de R =ireadeR,

Encontrar el volumen del sdlido cuya base es acotada por las
grificasde y = x + 1 yy = x* — 1, con las secciones transver-
sales indicadas perpendiculares al eje x.

a) Cuadrados b) Rectangulos de altura 1

Encontrar el volumen del sélido cuya base es acotada por el
circulo x> + y2 = 4 con las secciones transversales indicadas
perpendiculares al eje x.

a) Cuadrados b) Triangulos equildteros

79.
¢) Semicirculos d)
Encontrar el volumen del sélido de interseccién (el sélido comidn
a ambos) de los cilindros circulares rectos de radio r cuyos ejes
se encuentran en los dngulos rectos (ver la figura).
e ™
80.

X

Interseccion de dos cilindros Solido de interseccion

74.

BE 7.

78.

PARA MAYOR INFORMACION Para més informacién sobre
este problema, ver el articulo “Estimating the Volumes of Solid
Figures with Curves Surfaces”, de Donald Cohen en Mathematics
Teacher.

La base de un sélido es limitada pory = x>, y = 0y x = 1.
Encontrar el volumen del sélido para cada una de las secciones
transversales siguientes (perpendiculares al eje y): a) cuadrados,
b) semicirculos, ¢) tridngulos equildteros y d) semielipses cuyas
alturas son dos veces las longitudes de sus bases.

Un operador taladra un orificio a través del centro de una esfera
de metal de radio R. El orificio tiene un radio r. Encontrar el
volumen del anillo resultante.

Para la esfera de metal del ejercicio 75, sea R = 6. ;Qué valor
de r producird un anillo cuyo volumen es exactamente la mitad
del volumen de la esfera?

La regi6n acotada por las graficas y = 8x/(9 + x?),y = 0,x =0
y x = 5 se gira sobre el eje x. Usar una computadora y laregla de
Simpson (con n = 10) para aproximar el volumen del sélido.

El s6lido mostrado en la figura tiene las secciones transversales
acotadas por la grafica [x] + |y]* = 1, donde 1 <a < 2.

a) Describir la seccién tranversal cuandoa = 1y a = 2.
b) Describir un procedimiento para aproximar el volumen del
sélido.

Jaf? + [yl =1 o + [y =1

Dos planos cortan un cilindro circular recto para formar una
cufia. Un plano es perpendicular al eje del cilindro y el segundo
forma un dngulo de 6 grados con el primero (ver la figura).

a) Encontrar el volumen de la cufia si 6 = 45°.

b) Encontrar el volumen de la cufia para un dngulo 6 arbitra-
rio. Asumiendo que el cilindro tiene la longitud suficiente,
(,cémo cambia el volumen de la cufia cuando 6 aumenta de
0°a 90°?

X <=

Figura para 79 Figura para 80

a) Demostrar que el volumen del toro estd dado por la integral
8 ﬂRf Jr* —y?>dy,donde R > r > 0.
0

b) Encontrar el volumen del toro.
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II Volumen: el método de las capas

Figura 7.27

Eje de revolucion

h(y)
d 1
- S
c
PO) { | Region plana
Eje de
revolucion

o

=

Figura 7.28

N

Sélido de revolucion

® Encontrar el volumen de un sélido de revolucion mediante el método de las capas.
® Comparar los usos del método de los discos y el método de las capas.

Método de las capas

En esta seccidn se estudiard un método alternativo para encontrar el volumen de un sélido
de revolucion. Este método se llama el método de las capas porque usa capas cilindricas.
Una comparacién de las ventajas de los métodos de los discos y de las capas se da mds
adelante en esta seccidn.

Para empezar, considerar un rectdngulo representativo como se muestra en la figura
7.27, donde w es la anchura del rectdngulo, 4 es la altura, y p es la distancia entre el eje de
revolucion y el centro del rectdngulo. Cuando este rectdngulo gira alrededor de su eje de re-
volucién, forma una capa cilindrica (o tubo) de espesor w. Para encontrar el volumen de
esta capa, considerar dos cilindros. El radio del cilindro mds grande corresponde al radio
exterior de la capa y el radio del cilindro més pequefio corresponde al radio interno de la
capa. Porque p es el radio medio de la capa, se sabe que el radio exterior es p + (w/2) y el
radio interno es p — (w/2).

Radio externo.

p+

Radio interno.

p—

R DS

Asi que, el volumen de la capa es

Volumen de la capa = (volumen del cilindro) — (volumen del hueco)

2 2
W(p+g>h—7r<p—%>h

= 2mphw

= 211 (radio medio)(altura)(espesor)
Esta férmula se puede usar para encontrar el volumen de un sélido de revolucién.
Asumir que la regién plana en la figura 7.28 gira alrededor de una recta para formar el
sélido indicado. Si se considera un rectangulo horizontal de anchura Ay, entonces, cuando

la region plana gira alrededor de una recta paralela al eje x, el rectdngulo genera una capa
representativa cuyo volumen es

AV = 2@ p(y)h(y)] Ay.

Se puede aproximar el volumen del sélido por n capas de espesor Ay, de altura A(y;) y radio
medio p(y,).

Volumen del slido = 3 2] p(y)h(3)] Ay = 273 [ p(3,)h(3,)] Ay
=1 =1

Esta aproximacion parece mejorar al hacer ||A|| = 0 (n — ©0). Asi, el volumen del sélido es

Volumen del sélido = ||£|I£o 2771'21 [p(y,)h(y,)] Ay

. f [p(A()] dy.
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Método de las capas

Para encontrar el volumen de un sélido de revolucién con el método de las capas,
usar alguna de las férmulas siguientes, como se muestra en la figura 7.29.

Eje de revolucion horizontal Eje de revolucion vertical
d b
Volumen = V = Zﬂf p(y)h(y) dy Volumen = V = 277‘[ px)h(x) dx
h(y)

Ay - h(x)
)
c
p(x)
Eje de revolucion horizontal Eje de revolucion vertical
Figura 7.29

EJEMPLO I Uso del método de las capas para encontrar un volumen

Encontrar el volumen del s6lido de revolucién formado al girar la regién acotada por

y=x—x

yelejex (0 <x<1) alrededor del eje y.

Solucién  Porque el eje de revolucion es vertical, usar un rectangulo representativo vertical,
como se muestra en la figura 7.30. La anchura Ax indica que x es la variable de integra-
cion. La distancia del centro del rectdngulo al eje de revolucidn es p(x) = x, y la altura del

rectdngulo es
h(x) = x — x°.

Porque x varia de 0 a 1, el volumen del sélido es

y b 1
V= 277'[ p(x)h(x) dx = ZWJ;) X = x3) dx Aplicar el método de las capas.
y=x—-x3 ‘ !
Ax = 27Tj (—x* + x?)dx Simplificar.
) = x— 3 - 42
X)=x—x | | X =2 [—g g] Integrar.
— ©(1,0) 11 )
p(x) =x =2 =T 5
Eje de " ( > 3
revolucion
4

Figura 7.30 - 15 —



2

po) =y h(y) =e™
Eje de
revolucion
Figura 7.31

ver [YRY =)y

Eje de revolucion
vertical
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EJEMPLO 2 Uso del método de las capas para encontrar un volumen

Encontrar el volumen del sélido de revolucion formado al girar la regién acotada por la
grafica de

x=e"7
yelejey (0 <y<1)alrededor del eje x.

Soluciéon Porque el eje de revolucién es horizontal, usar un rectingulo representativo
horizontal, como se muestra en la figura 7.31. La anchura Ay indica que y es la variable de
integracion. La distancia del centro del rectdngulo al eje de revolucién es p(y) =y, y la altura
del recténgulo es h(y) = e . Porque y va de 0 a 1, el volumen del sélido es

d 1
V= ZWJ’ p(y)h(y) dy = 27Tf ye—y2 dy Aplicar el método de las capas.
c 0 ]
= — W[e*yz} Integrar.
0
1
+(-)
e
=~ 1.986. —

{[0]/'W Para apreciar la ventaja de usar el método de las capas en el ejemplo 2, resolver la ecuacién
x = e paray.

_ L 0<x<1/e
Y V—Inx, 1l/e<x<1

Entonces usar esta ecuacion para encontrar el volumen del sélido utilizando el método de los discos.
|

Comparacion de los métodos de los discos y de las capas

Los métodos de los discos y de las capas pueden distinguirse porque para usar el método
de los discos, el rectangulo representativo siempre es perpendicular al eje de revolucion,
y para el método de las capas, el rectangulo representativo siempre es paralelo al eje de
revolucion, como se muestra en la figura 7.32.

y 77N
V=2n _[: ph'dx

[,A}\‘ »
N

ven PR ) (dx,

el
1 Ax,
S~

— }
P 1

a b a b

Eje de revolucion
horizontal

Eje de revolucion
vertical

Eje de revolucion
horizontal

Método del disco: El rectangulo representativo
es perpendicular al eje de revolucion
Figura 7.32

Método de las capas: El rectangulo representativo
es paralelo al eje de revolucion
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A menudo, es mas conveniente usar un método que el otro. El ejemplo siguiente ilustra
un caso en que el método de las capas es preferible.

EJEMPLO 3 Caso en que es preferible el método de las capas

Encontrar el volumen del sélido formado al girar la regién acotada por las gréficas de

y y=x*+1, y=0, x=0 y x=1
alrededor del eje y.
Paral <y<2
R=1 Solucién En el ejemplo 4 en la seccion precedente, se observé que el método de las arande-
r=+vy-1 las requiere dos integrales para determinar el volumen de este sélido. Ver la figura 7.33a.

Para0<y<l: [____JA 1 > ' )
Raial y ‘ Y V= Wf (12 _ 02) dy + ﬂ_f [12 _ (\/}le] dy Aplicar el método de las arandelas
0 1

r=0 o del anillo.
% X 1 2
1 =a| ldy+7| 2—-ydy
0 1 Simplificar.
Eje de 1 y2 2
revolucién =y + |2y —
0 2 Integrar.

a) Meétodo de los discos

w+w<4—2—2+%>

En la figura 7.33b se puede observar que el método de las capas requiere sélo una integral
para encontrar el volumen.

b
h(x)=x>+1 V=2 f px)h(x) dx Aplicar el método de las capas o del
a

anillo.

=
Il

1
27TJ x(x2 + 1) dx
0

4 27!
Eje de _ X X ,
revolucién 27 |: 4 + 2 ]0 Integrar.
b) Meétodo de las capas 3 3
Figura 7.33 =27 4
_ 37
2 I

Si la region del ejemplo 3 se hiciese girar alrededor de la recta vertical x = 1, ;el s6lido
de revolucidn resultante habria tenido un volumen mayor o un volumen menor que el sélido
en el ejemplo 3? Sin integrar, se puede razonar que el sélido resultante tendria un volumen
menor porque “mds” de la regién que gira quedaria mds cercana al eje de revolucién. Para
confirmar esto, se debe calcular la integral siguiente, la cual da el volumen del sélido.

1
V:27Tf (1—x)(x2+1)dx plx) =1—x
0

PARA MAYOR INFORMACION  Para aprender mds sobre los métodos de los discos y de las capas,
ver el articulo “The Disk and Shell Method” de Charles A. Cable en The American Mathematical
Monthly.



i 2|pies
j 8 pies i
Figura 7.34
y
r(x)=0 2
3+ [ T
RW=1-
2Ak
Ax /
= Cva.,
-4 3 2 -1 1 2 3 4
a) Meétodo de los discos
y
SAV
2+ h(y)=4y1-y
[ S——— p»=y
P m—
| | | | | | } X
T T T T T T T T
432 |12 3 4
b) Método de las capas
Figura 7.35
y Eje de

revolucion
1

hx)=x3+x+1-1

Figura 7.36
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EJEMPLO 4 Volumen de un pontén

Un pontén se ha hecho en la forma mostrada en la figura 7.34. El pont6n se disefia girando
la grafica de

)C2

—4<x<
6 4<x<4

y=1-
alrededor del eje x donde x y y son medidos en pies. Encontrar el volumen del pontén.

Solucion  Ver la figura 7.35a y usar

4 2\2
7Tf <1 —L> dx
-4
4 2 4
X X
1—-=—+—
”f4< 8 256>dx

1%

Aplicar el método de los discos.

= Simplificar.
x3 °
= - =+ orar.
T [ X 24 | 280:|4 Integrar.
64 . .
= 1—577 ~ 13.4 pies ctibicos

Probar usando la figura 7.35b para formular la integral para el volumen mediante el método

de las capas. ;La integral parece mds complicada? —

Para el método de las capas en el ejemplo 4, se tendria que resolver para x en términos
de y en la ecuacién

y=1—(x%/16).

A veces, despejar x es muy dificil (o incluso imposible). En tales casos se debe usar un
rectangulo vertical (de anchura Ax), haciendo asi la variable de integracion a x. La posicion
(horizontal o vertical) del eje de revolucién determina el método a utilizar. Esto se muestra
en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5 Caso en que es necesario el método de las capas

Encontrar el volumen del sélido formado al girar la regién acotada por las graficas de y =
x*+x+ 1,y =1,yx = 1 alrededor de la recta x = 2, como se muestra en la figura 7.36.

Solucién En la ecuacién y = x3 + x + 1, no se puede resolver facilmente para x en tér-
minos de y. (Ver la seccién 3.8 en el método de Newton.) Por consiguiente, la variable de
integracion debe ser x, y elegir un rectangulo representativo vertical. Porque el rectangulo
es paralelo al eje de revolucién, usar el método de las capas y obtener

Aplicar el método de

V= ZWpr(x)h(x) dx = 2WJ1(2 - )P +x+1—-1)dx

las capas.
1
=2 (—x4 + 223 — x% + 2x) dx Simplificar.
0
X oxt X3 !
= 27T|:—g + 573 + XZ}O Integrar.
1 1 1
=27l ——+-—=-+1
7’( 572 3 )
297
15 I
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II Ejercicios

Aplicaciones de la integral

En los ejercicios 1 a 14, usar el método de las capas para formular
y evaluar la integral que da el volumen del sélido generado al girar

la region plana alrededor del eje y.

1. y=x 2. y=1—x
y y
ZAV
1-6
lak
— X
—4 X 1
1 2
3. 4 y:%xz—l—l
y
4,,
ka
2y
14
1>
-2 -1 1 2

y=x% y=0, x=3
y:%xz,y=0, x=6
y=x% y=4dx —x?

y:47x27 y:O

L XN AW

y=4x—x% x=0, y=4
10. y=3x, y=6, x=0
1. y=/x—2, y=0, x=4
12. y=—-x>+1, y=0
1

13.

y = 27767)(2/2’ y=0, x=0, x=1
sen x
, x>0
14. y= x , y=0, x=0, x=m
1, x=0

En los ejercicios 15 a 22, usar el método de las capas para formular
y evaluar la integral que da el volumen del s6lido generado al girar
la region plana alrededor del eje x.

15. y=x 16.

y

y=1-—x

X

—a
-
o

17. y:i 18. x+y>=16
y y

Bl= R= B0

o= -

19. y=x3, x=0, y=8 20. y=x2 x=0, y=9
21. x—‘,—y:4, y =X, y:O
22, y=Ux+2, y=x, y=0

En los ejercicios 23 a 26, usar el método de las capas para encontrar
el volumen del sélido generado al girar la region plana alrededor
de la recta dada.

23. y=4x—x% y=0,alrededordelarecta x =5
24. y= V, y =10, x = 4,alrededordelarecta x = 6
25. y =x?, y=4x — x?, alrededor de larecta x = 4

26. y=x2 y=4x — x2% alrededor de larecta x = 2

En los ejercicios 27 y 28, decidir si es mas conveniente usar el
método de los discos o el método de las capas para encontrar el
volumen del sélido de revolucion. Explicar el razonamiento. (No
encontrar el volumen.)

27. (y—2P=4-2x 28 y=4-—¢
y y
5+ 5+
— \kk
3+ 3
2+ 2+
1+ 1+
e x . At x
L2034 -3 -2 -1 1\2 3

En los ejercicios 29 a 32, usar el método de los discos o el de las
capas para encontrar el volumen del sélido generado al girar la
region acotada por las graficas de las ecuaciones alrededor de
cada recta dada.

29. y=x3, y=0, x=2

a) el eje x b) elejey c) larectax =4

1
30.y:x—(2), y=0, x=1, x=5

a) el eje x b) elejey c) larectay = 10

3l 124 y12 =412 x=0, y=0

a) el eje x b) elejey c) larectax = a



30. x23 + 23 =423 a > 0 (hipocicloide)
a) elejex b) elejey

FIF En los ejercicios 33 a 36, a) usar una herramienta de graficacion
para hacer la grafica de la region plana limitada por las graficas
de las ecuaciones, y b) usar calculadora para aproximar el volumen
del solido generado al girar la region alrededor del eje y.

33, x*3 4 y*3=1,x=0,y = 0, primer cuadrante

34. y=./1—x3,y:()’x:0

35, y=J&-2x-6%y=0x=2,x=6
2

36. y= 71 PRy

y=0,x=1,x=3

Para pensar En los ejercicios 37 y 38, determinar qué valor
se aproxima mejor al volumen del sélido generado al girar la
region limitada por las graficas de las ecuaciones alrededor del
eje y. (Hacer la seleccion con base en un esquema del sélido y sir
realizar ningin calculo.)

37. y=2%y=0,x=0,x=2

a) 3 by =2 ¢ 4 d 15 e 15

38. y=tanx,y=0,x=0,x=g
a) 3.5 by —3 c) 8 d) 10 e) 1

Desarrollo de conceptos

39. Laregion en la figura estd girada alrededor de los ejes y las
rectas indicadas. Ordenar los volimenes de los sélidos resul-
tantes desde el menor al mayor. Explicar el razonamiento.

a) ejex b) ejey c) x=4
y y
4 —
N =@
3+ y=x25
2 B
4 x=g(y)
1 —
b ey x
1 2 3 4 C 245
Figura para 39 Figura para 40

40. a) Describirlafigura generada por el giro del segmento AB
alrededor del eje y (ver figura).

b) Describir la figura generada por el giro del segmento BC
alrededor del eje y.

¢) Suponer que la curva en la figura se puede describir
como y = f(x) o x = g(y). Un sélido es generado por
el giro de la regién comprendida por la curva,y = 0y
x = O alrededor del eje y. Crear integrales para encontrar
el volumen de este s6lido usando el método de los discos
y el método de las capas (no integrar).
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Desarrollo de conceptos (continuacién)

En los ejercicios 41 y 42, dar un argumento geométrico que
explique por qué las integrales tienen valores iguales.

5 2
M. 7| x—1)dx= 27Tf y[5 = (y2+ 1)]dy
1 0

42. 77J:[16 — 2y)]dy = 277J:x<%> dx

43. Considerar un s6lido que se genera al girar una regién plana
alrededor del eje y. Describir la posicion de un rectdngulo
representativo al usar a) el método de las capas y b) el método
de los discos para encontrar el volumen del sélido.

Para discusion

44. Considerar la regién plana acotada por las graficas y = k,
y=0,x=0yx=b,donde k > 0y b > 0. ;Cudles son las
alturas y radios de los cilindros generados cuando esta regién
gira alrededor de a) el eje x y b) el eje y?

45. Diseiio industrial Un sélido se genera al girar la regién acotada
pory = 3x?> yy = 2 alrededor del eje y. Un hueco, centrado a
lo largo del eje de revolucidn, se taladra a través de este s6lido
tal que se pierde un cuarto del volumen. Encontrar el didmetro
del hueco.

46. Diseifio industrial Un sélido se genera al girar la region aco-
tada por y = /9 — x? y y = 0 alrededor del eje y. Un hueco,
centrado a lo largo del eje de revolucidn, se taladra a través de
este solido tal que se pierde un tercio del volumen. Encontrar el
didmetro del hueco.

47. Volumendeuntoro Un toro seforma al girar laregién acotada
por la circunferencia x> + y> = 1 alrededor de la recta x = 2
(ver la figura). Encontrar el volumen de este sélido en “forma de
rosquilla”. (Sugerencia: La integral ' | /1 — x* dx representa
el area de un semicirculo.)

y

S
N

-1

48. Volumen de un toro Repetir el ejercicio 47 para un toro for-
mado al girar la regién limitada por x> + y*> = r? alrededor de
larectax = R, donde r < R.

En los ejercicios 49 a 52, la integral representa el volumen de un
solido de revolucion. Identificar a) la regién plana que se gira y
b) el eje de revolucion.

2 1
49. 27 fo X3 dx 50. 27Tf0y — y¥2dy

6 1
51. 2wﬁ)(y+2)\/6*ydy 52. 27rf()(4*x)exdx
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53.

54.

5S.

56.

57.

CAPITULO 7 Aplicaciones de la integral

a) Usar la derivada para verificar que
jxsenxdx =senx — xcosx + C.

b) Usarel resultado del apartado a) para encontrar el volumen
del sélido generado al girar cada regién plana alrededor del

eje y.
0y i7)
y=2senx

1.0 + 2

0.5 + 1+

} F—t+—+ x

_T n rm 3n A
4/ 4 2 4
y=senx

a) Usar la derivada para verificar que

fxcosxaix= cosx + xsenx + C.

b) Usar el resultado del inciso a) para encontrar el volumen
del sdlido generado al girar cada regién plana alrededor del
eje y. (Sugerencia: Empezar aproximando los puntos de
interseccion.)

i) i) ,
] ' y=4cosx

2A
y=(x-2)2

Volumen de un casquete de una esfera  Seauna esfera de radio r
que se corta por un plano, formando un casquete esférico de altura
h. Mostrar que el volumen de este segmento es 57h*(3r — h).

Volumen de un elipsoide
regién

(oG-

donde a >0y b > 0. Mostrar que el volumen del elipsoide for-
mado cuando esta regién se gira alrededor del eje y es §ma’bh.
(Cudl es el volumen cuando la region estd girada alrededor del
eje x?

Considerar el plano acotado por la

Exploracion Considerar la region acotada por las graficas de
y=ax"y=ab"yx = 0 (ver la figura).

-

b

a) Encontrar larazén R,(n) entre el drea de la regién y el drea
del rectangulo circunscrito.

58.

59.

Altura

HF 60.

b) Encontrar 1im R,(n) y comparar el resultado con el drea
n—o0

del rectangulo circunscrito.
¢) Encontrar el volumen del sélido de revolucién formado al
girar la regién alrededor del eje y. Encontrar la razén R,(1)
entre este volumen y el volumen del cilindro circular recto
circunscrito.
d) Encontrar lim R,(n) y comparar el resultado con el volu-
n—oo

men del cilindro circunscrito.

e) Usar los resultados de los apartados b) y d) para hacer una
conjetura sobre la forma de la graficade y = ax" (0<x<b)
como n — 0.

Para pensar Emparejar cada integral con el sélido cuyo vo-
lumen representa, y dar las dimensiones de cada sélido.

Toro
Elipsoide

Wf hx(l —§>dx
0 r
b 2
277f 2ax l—ﬁdx
0

v) 2w fj (R — x)(2\/r2 - x2) dx

a) Cono circular recto b) c¢) Esfera

d) Cilindro circular recto  e)
i) 27TJ‘ hx dx ii)
0

iit) Zﬂf 2x/r? — x2dx W)
0

Elvolumen de un cobertizo de almacenamiento Un cobertizo
de almacenamiento tiene una base circular con diametro de 80
pies (ver la figura). A partir del centro, su profundidad es medida
cada 10 pies y registrada en la tabla.

x 0 | 10|20

40

30 | 40
20| 0

Altura | 50 | 45

a) Usar la regla de Simpson para aproximar el volumen del
cobertizo.

b) Observar que la recta del tejado consiste en dos segmentos
de la recta. Encontrar las ecuaciones de los segmentos de
larecta y usar la integracion para encontrar el volumen del
cobertizo.

y y

Profundidad

1 1 1 1 X
T T T T T
10 20 30 40 50
Distancia desde el centro

50 100

Distancia desde el centro

150 200

Figura para 59 Figura para 60

Modelo matemdtico Un estanque es aproximadamente circu-
lar, con un didmetro de 400 pies (ver la figura). Empezando en
el centro, la profundidad del agua es medida cada 25 pies y
registrada en la tabla.

X

0 | 25|50 | 75 |100 | 125|150 | 175|200

Profundidad

20019 19| 17|15 | 14| 10| 6 | O




a) Usar la regla de Simpson para aproximar el volumen de
agua en el estanque.

b) Usar las capacidades de la regresion en una calculadora
para encontrar un modelo cuadratico para las profundidades
registradas en la tabla. Usar una herramienta de graficacién
para trazar las profundidades y la gréfica del modelo.

¢) Usar las capacidades de la integracion en una herramienta
de graficacion y el modelo en el apartado b) para aproximar
el volumen de agua en el estanque.

d) Usar el resultado del apartado c) para aproximar el nimero
de galones de agua en el estanque si un pie cubico de agua
es aproximadamente 7.48 galones.

61. SeanV,y V,los volimenes de los sélidos que resultan cuando la
region plana limitadapory = 1/x,y = 0,x = 1,yx=c(c> 1)
se gira alrededor del eje x y el eje y, respectivamente. Encontrar
el valor de c parael cual V, = V,.

62. Laregién acotada pory = r> — x%, y = 0 y x = 0 estd girada
alrededor del eje y para formar un paraboloide. Un orificio, cen-
trado a lo largo del eje de revolucion, estd taladrado alrededor
de este sélido. El orificio tiene un radio k, 0 < k < r. Encontrar
el volumen del anillo resultante @) mediante integracién con
respecto a x y b) mediante integracion con respecto a y.
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63. Considerar la grifica y> = x(4 — x)? (ver la figura). Encontrar
los volimenes de los sélidos que se generan cuando la espira
de esta gréfica se gira alrededor ) del eje x, b) del eje yy ¢) la

recta x = 4.
y y
y2=x(4-x?
4 12+
3 9+ [ 5,
) 6 ye=x(x+5)
1 b
1 —t+—4 ——t>=x H- —H—t—t—t—t>x
141 23/0\5 67 N3 6 9121518
-2 *6”
-3 -9
—4 —12+
Figura para 63 Figura para 64

64. Considerar la grifica de y> = x*(x + 5) (ver la figura). Encontrar
el volumen del sdlido que se genera cuando la espira de esta
gréfica se gira alrededor a) del eje x, b) del eje y y c) la recta
x = -5

PROYECTO DE TRABAJO

Saturno

La no esfericidad de Saturno Saturno es el menos esférico de los
nueve planetas en nuestro sistema solar. Su radio ecuatorial es 60268
kilémetros y su radio polar es 54 364 kilémetros. El color acentuado
en la fotografia de Saturno se tomé por el Voyager 1. En la fotografia,
la no esfericidad de Saturno es claramente visible.

a) Encontrar larazén entre los volimenes de la esfera y el elipsoide
achatado mostrado abajo.

b) Si un planeta esférico tuviera el mismo volumen que Saturno,
(qué radio tendria?

Modelo de computadora
de un “Saturno esférico”
cuyo radio ecuatorial es
igual que su radio polar.
La ecuacién de la seccién
transversal que atraviesa
el polo es

X2+ y2 = 60 268>

NSSDC

_?;«35‘;‘\;\ Modelo de computadora
SN « »
Il‘\\“‘ de un “Saturno achatado

cuyo radio ecuatorial es
mayor que su radio polar.
La ecuacién de la seccién
transversal que atraviesa

el polo es
2 2
X I S
602682 543642
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Afificacifinefifie fa infefirafi

II Longitud de arco y superficies de revolucion

fiefffi anfCfirfiifi

CHRISTIAN HUYGENS (1629-1695)
Elmatematic h landés Christian
Huygens, invent r del rel j de péndul ,
y el matematic esc cés James Greg ry
(163 -1675), ¢ ntribuyer n decisivamente a
res lver el pr blema de hallar lal ngitud de
arc de una curva rectificable.

y fi fufi

fie cfirva
fieaab

s
s fi fhinfiiffifi

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
a

Figura 7.37

[
1
b

= Encontrar la longitud del arco de una curva suave.
® Encontrar el area de una superficie de revolucion.

Longitud de arco

fin efifa fieccion fe fifian fafiinfefirafefifiefinifiafifiara encfinfrar fafi flinfiiffifiefifie arcfi fie fafi
cfirvafifi fafi areafifie fififierficiefi fie revfifficionfifin afi fififi cafififififin arcfi fiin fiefifi enffi fie
fina cfirvafifie afirfifiifi a fifir fiefifi enffififie recta cfifiafi flinfiiffifiefi fifin fiafiafi fifir fa frfi fifa
fie fa fiififancia cfinficifia

d = fic, — x,F +fiy, — y, 2 fi

Una cfirva rectificable efi afifiefta fifie fiene fina flinfiiffifi fie arcfi finifafifie vera fifie fina
cfinfiicién fifificienfe fiara fifie fa firdfica fie fina ffincion f fiea recfificafife enfre fufif fuffifi
fbfif fhffiefififie f fiea cfinfinfia fififire fufibffiDicfia ffincion fiene fierivafia cfinfinfia fififire
fufibffifi fifi firafica en efiinfervaffi fufibfiefifina curva suavefi

Cfinfifierar fina ffincion y = f ffifafififie fiene fierivafia cfinfinfia en efiinfervaffi fufibffi
fie fifiefie afirfifiifi ar fa firafica fie f fifir n fefifi enffifi fie recfa cfifififi fifinffifi ferfi inafefi fifin
fieferfi inafififi fifir fa fiarficion

a=x;< X;3< x, < fifific x,=b

cfifi fifie fi fiefifra en fa fififira fiffifififiea Ax;, = x;, — x,_; fiAy, = yi — y, _ fife fifiefie afirfifiifi ar
fa flinfiiffifi fie fa firdfica fifir

5y
U
,M=
=
|
=

Il
=

i—ﬁ)2 + (yi - yi—ﬁ)2

V(Ax)? + (Ay,)?

I
=

I
=

(Ax + (Ay’) (Ax,

Tx

fififa afirfifiifi acién fiarece fer fi effir afifiacer ||A|| — fi fu — coffiAfififa flinfiiffifi fie fa
firafica efi

/ Ay,
HAII—> n

Pfirfifie f’fifiefiifife fiara ffififi x en fix; _ ;fixv,fliefifefirefi a fie vaffir fi efiifi fiaranfifia fa efiiffencia
fie ¢; en fiv; _ sfix fifafififie

f) = flx ) = fc) o — x,_5)
Ay,
R = f(C[-)ﬁ

Pfirfifie f” eficfinfinfia en fufibffife fiene fifie /fi+fif’ficfit fafi fiién eficfinfinfia fii fifir cfinfifi
fifiienfe infefirafifefien fufibfiffi fifie ifi fifica fifie

- HAH 2 Vi + [fe)]? (Ax)
- f fi + [ f/(x)]?dx

N

fifinfie s efiffafi afia fa longitud del arco fie f enfre « fi bfi



PARA MAYOR INFORMACION
Para ver cofi fi fa flinfiiffifi fie arcfi
fifiefie fier fifiafia fiara fiefinir fafiffinfi
cifinefifrififinfifi éfricafifiver efiarficfiffi
“Trififinfifi eftfi fiefifiirefi Cafcfiffifififi fifi
fiice fierfia” fie fi vefifi ieverfieffien ffifi
UMAP Modulesfi

fhichifi mx fi b

Lal ngitud dearc dela grafica f
de (x,, ;) a (x,, ) es igual que

la formula estandar de la distancia
Figura 7.38
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DEFINICION DE LONGITUD DE ARCO

fiea fa ffincion fiafia fifir y = flifififie refirefienfe fina cfirva fifiave en efiinfervaffi fufibffi
La longitud de arco fie f enfie « fi b efi

s = fb\/ﬁ + [ f(x)]?dxfi

fiifi ifarfi enfefifiara fina cfirva fifiave fiafia fifir x = gfyffifa longitud de arco fie g enfre
cfidefi

s=f Vi + [g(y)]*dyfi

Pfirfifie fa fiefinicion fie flinfiiffifi fie arcfi fifiefie afificarfe a fina ffincion fineaffiefififififife
cfifi firfifiar fifie efifa nfieva fiefinicion fe cfirrefififinfie cfin fa forfi fifa efffiinfiar fie fa fiififancia
fiara fa fhnfiiffifi fie fin fefifi enffi fie fa rectafifififfi fe fi fiefifra en efiefefi fiffi fifi

EJEMPLO I Longitud de un segmento de recta

fincfinfrar fa flinfiiffifi fie arcfi fie fix;fiy;fia fiv,fiy,fien fa firdfica fie fivfi= mx + bficfifi fi fie
fi fiefifra en fa fififira fiffififi

Solucion  Pfirfifie

mf()—yi

fie fiene fifie
5= f TR
IR =
e

_ (r, = x> + (o —we)? N
a \/ () — x4)? & = )

(xz - ‘xﬁ)2 + ()’2 - yﬁ)2

fiorfi fifa fiara flinfiiffifi fie arcfifi

fnfefirar fi fifi fifificarfi

fifie efifa forfi fifa fiara fa fiififancia enfre fififi fifinffifien efififanfifi

TECNOLOGIA Lafiinfefirafefifiefinifiafififie refirefenfen fa fiinfiiffifi fie arcfi a fi enfififi
fifin fi fifi fiificifefifie evaffiarfifin efifta fieccion fie firefenfan efefi fiffifififin efifirdfiifi fi cafiifi
fhiffificfin fafifécnicafifie infefiracion fi afi avanfiafiafifife fififiran enfrenfar ffifi firfififefi afi
fie flinfiiffifi fie arcfi fi afi fiificifefififinfrefanffifirecfirfiar fifie fiefi fire fie fifiefie fifiar fin
firfifirafi a fie infefiracién nfifi éricfi fiara afirfifiifi ar fina fiinfiiffifi fie arcfifiPfir efefi fiffifi
fifar efirecfirfifi fie integracion numérica fie fina cafcfifafifira fiara afirfifiifi ar fafiffinfiiffifiefi
fie arcfi en flifiefefi fiffifi2 fi fifi
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=
Il
=]=
=
+
Bl

fincfinfrar fa flinfiiffifi fie arcfi fiefi

X fi

] ]
T T

* Solucion Ufanfifi

fi 2 fi
L ngitud dearc de la grafica de y en dy _ fix? _fi _fi (x2 _ E)
[3.2] d«  fi  2x* 2 x?
Figura 7.39

fe fiene fina fhinfiiffifi fie arcfi fie

Y EJEMPLO 2 Calculo de la longitud de arco

== 4+ —
\/ Y i 2x
ﬁ —
en efiinfervaffi f&fi2fficfifi fi fe fi fiefifia en fa fififira fiffififi

b 2 2 2
s = </ it <@> dx = \/ fi + ﬁ x? - %ﬂ dx fiorfi fifa fie finfiffifi fie archifi
. dx fi/2 2 X

f /ﬁ fl—|—2+ dx
/2 ﬁ

- dx
-[ 3l d)

_ﬁ[xj ﬁT
2 ﬁ_xﬁ/z
(o)
2\ fi 2fi
_ fifi
i

EJEMPLO 3 Calculo de la longitud de arco

fiifi fifificarfi

fnfefirarfi

fincfinfrar fa flinfiiffifi fie arcfi fiefify — fifl = x en efiinfervaffi ffifififficfifi fi fe fi fiefifra en

fa fififira fiffifif

Solucion fifi fiefiar refififvienfifi fiara x en férfi infifi fie yfix = = fiy — fiff/*fifi fefiir efivaffir

fifififivfi fie x firfififice

dx fi
=T = _ ﬁﬁ/Zﬁ
dy S =1

= N = = =

L ngitud dearc de la grafica de

en [(f ] : g - f ﬁy - Edy

Figura 7.40
f Viy — fidy
fi[(fiy — fi)¥2
ﬁﬁ[ fi/2 L

— ﬂ(ﬁﬁﬁ/z — ﬁﬁ/z)

2fi

~ fiffifififi

fifiinfervaffi x ffififificfirrefififinfie afiinfervaffi y fiififififi fa flinfiiffifi fie arcfi efi

S‘f /ﬁ+ dx dy—f\/ﬁ+ (y— ]dy fiorfi fifh fiara finfiiffifi fie arcfif

fiifi fifificarfi

fnfefirarfi



(S

y fi fnfefifixfi

L ngitud dearc de la grafica de y en
[0’ %]
Figura 7.41

y
Cafenariafi

y fi fififi cfififi {ag

AOVRMME LR AN

Figura 7.42
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EJEMPLO 4 Calculo de la longitud de arco

fincfinfrar fa fiinfiiffifi fie arcfi fie y = fafcfifixfifie x = fi fiara x = #/fi cfifi fi fie fi fiefifra en
fa fififira fiffififi

Solucion Ufanfifi

@ =- fien x =—fan x
dx cfifix
fie fiene fina fhinfiiffifi fie arcfi fie
b dv\2 /fi
s = j fi + (ﬁ) dx = J VA + fan?x dx fiorfi fifa fiara flinfiiffifi fie arcfifi
a ﬁﬂ-/ﬁ
= f Jfec? x dx ffienfifiafi frififinfifi éfricafi
ﬁﬂ/ﬂ
fi
/i
= [ﬁ1|ﬁ3cx + fanx|] ffefirarfi
fi

= (V2 + fi) — ffi
~ fiffifififi

EJEMPLO 5 Longitud de un cable

Un cafife efécfricfi cfieffia enfre fifififfirrefififie efifiin a 2fifi fiiefifie fiifitanciaficfifi fi fie fi fiefifra
en fa fififira fiffi2fifificafife ffifi a fa ffirfi a fie fina cafenaria cfifia ecfiacion efi

= fifi(eX/fif 4 p—x/f0) = fififi cfififi ——f
y (e e ) cfiffi A

fincfinfrar fa fiinfiiffifi fie arcfi fieficafife enfre fafifififi fiirrefifi

Solucién  Pfirfifie y’ = l;l(e"/ fififi — o —x/ffifl)fififiefie eficrifiir

fi
(y/)2 — E(ex/ﬁﬁ -2 + e—x/ﬂﬁ)

2
fi+(y) = g(ex/ﬁﬁ + 2 + e ¥/fifl) = I:g(ex/ﬁﬁﬁ + e—x/ﬁﬁﬁ):| f

Pfir cfinfififiienfefifa flinfiiffifi fie arcfi fieficafife efi

b fififi
fi
5= j Vi + (y)?2dx = > f (e/fififi 4 o—x/ffif)) Jx  fiorfi fifi fiara Minfiiffifi fie arcfif
a

—fififi

fififi

= ﬁﬁ[ex/ﬁﬁﬁ — e‘x/ﬁﬁﬁ] fofefirarfi
—fififi

= fififi(e¥ft — e~2/f)
=~ 2fifi fiiefifi
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/
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rﬁ |
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/ u
fife fie
revfifficién
Figura 7.43

Area de una superficie de revolucion

fin fafi feccifinefi if2 fi fiffififa infefiracion fiie fifiafia fiara cafcfifar efivfiffifi en fie fin fivfififi
fie revfifficionfifie efiffifiiara fin firficefiifi ienffi fiara encfinfrar efiarea fie fina fififierficie fie
revfifficionfi

DEFINICION DE SUPERFICIE DE REVOLUCION

fii fa firafica fie fina ffincidn cfinfinfia fiira afrefiefifir fie fina recfafifa fififierficie refififfanfe
efifina superficie de revolucionfi

fifidrea fie fina fififierficie fie revfifficion fe fieriva fie fa forfi fifa fiara efidrea fie fa fififierfi
ficie faferafifie fin frfincfi fie fin cfinfi refifinfifi recffifiCfinfifierar efifefifi enffi fie fa recfa en
fa fififira fiffififififinfie L efifa flinfiiffifi fiefifefifi enffi fie fa recfafir, efiefirafiifi en efiefifrefi i
ifffifiierfifi fiefifefifi enffi fie fa recfafifi r, efiefirafiifi en efiefifrefi fi fierecfifi fiefifefifi enffi fie
fa recfafiCfianfifi efifefifi enffi fie fa recfa fiira afrefiefifir fie fifi efe fie revfifficionfiffirfi a fin
frfincfi fie fin cfinfi refifinfifi recffificfin

S=2mrL Area fuferafifiefififincfifi
ne
rZE(r +r2) ai ei e rnc

ffin efiefercicifi fi2fife fiifie verificar fa forfi fifa fiara St

fifififiner fifie fa firdfica fie fina ffincion ffifiene fina fierivafia cfinfinfia en efiinfervaffi
fufibfiififie fie fiira afrefiefifir fiefiefe x fiara ffirfi ar fina fififierficie fie revfifficionficfifi fi fie
fi fiefifra en fa fififira fiffifififiea A fina fiarficion fie fufibfficfin fififiinfervaffifi fie ancfifira Axfi
finflincefiefifefifi enffi fie fa recfa fie flinfiiffifi

AL, = JAx? + Ay?

fienera fin frfincfi fie fin cfinfififiea r; efirafiifi fi efiifi fie efife frfincfifiPfir efifefirefi a fiefivaffir
inferfi efiifififin fifinffi d; efiifife fen efiiféfifi fi fififiinfervaffififafififie r, = f fi/ffififidrea fie fa
fififierficie faferafiAS; fiefifrfincfi efi

AS, =27, AL,
= 27f(d )V Ax? + Ay?

—2mp(d) i+ (ﬁ)zAxiﬁ

£
|\

fife fie
revfifficion

Figura 7.44
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fife fie revfifficion
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Figura 7.45
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Pfir efifefirefi a fiefivaffir fi efiifififin fifinffi ¢, efiifife en fiv, _  fix fifafififie

f/(ci) _ f(x)zc) : j:(xi—ﬁ)
i i—fi
_ Ay
B AxAﬁ

1

Afiifi AS, = 27 ffd, fi/fi+fif fic, fff Ax,fifi efidrea fie fa fififierficie ffifufififiefie afirfifiifi arfe
fifir

S~ 27rif(di)\/W'(ci)]2 Ax,fi
i<
Pfiefie fi fififrarfe fifie efififi ife fiefifi iefi firfi fie fa fierecfia cfifi fi ||A|| — fi fn — oofiefi
S =2 fbf(x)m dxfi
De fina fi anera fifi ifarfifi fa firdfica fie f fie fiira afrefiefifir fiefiefe yfienffincefiS efi

S = 27Tfhxx/ﬁ + [ f/(x)]? dxfi

fin afi fiafi forfi fifafi fiara Sfife fifiefien cfinfifierar fhifi firfifificffifi 27 fixfifi 27x cfifi fi fa cirfi
cfinferencia fieficircfiffi frafiafia fifir fin fifinffi fifiyfien fa firdfica fie f afifiirar afrefiefifir fiefi
efe x fi y ffififira fiffififfifin fin cafifi efirafiifi efir = fixffifi en efifififi cafifi efirafiifi efir = xfi
fifi fi afifiaffififanfifi » afirfifiiafiafi enfefife fifiefie fienerafifiar fa forfi fifa fiara efidrea fie fa
fififierficie fiara cfifirir cualquier efe fifirififinfafifi verficafifie revfifficionficfifi fi fe infiica en
fa fiefinicion fififiilenfefi

DEFINICION DEL AREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION

fiea y = ffirficfin fierivafia cfinfinfia en efiinfervaffi fufibffifi fidrea S fie fa fififierficie fie refi
vfifficion ffirfi afia afifiirar fa firdfica fie f afrefiefifir fie fin efe fifirififinfafifi verficafiefi

b
S = 27Tf r(x)Vfi + [f(x)]>dx v efifina ffincion fie xfi

a

fifinfie rficfiefifa fiififancia enfre fa firdfica fie f fi efiefe fie revfifficionfifii x = gfyfien efi
infervaffi frfidffienffincefiefiarea fie fa fififierficie efi

d
S = 277[ r(y)~fi + [g'(y)]>dy  xefifina fiincion fie yfi

fifinfie rfyfiefifa fiififancia enfre fa firdfica fie g fi efiefe fie revfifficionfi

Lafi forfi fifafien efifa fiefinicion a vecefife efcrifien cfifi fi

b
S=2r J r(x) ds y efifina ffincién fie xfi

a

d
S=2m f r(yﬁds x efifina fiincién fie yfi
c

fifinfie ds = Vfi + [f(x)]?dx fi ds = Vfi + [g'(y)]? dyfirefifiecfivafi enfefi
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fiifififi

rfififi fficf

fife fie

| revfifficion
1
1
—fi=
Figura 7.46
y
A
ﬁ i!
fi/2fi2f
fhichifi x2
-2 —f;l ﬁ 1 =X

2
rffifi x
fife fie revfifficion

Figura 7.47
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EJEMPLO 6 Area de una superficie de revolucion

fincfinfrar efidrea fie fa fififierficie ffirfi afia afifiirar fa firafica fie
flx) = xf

en efiinfervaffi ffifififiafifiirar afrefiefifir fiefiefe xficfifi fi fie fi fiefifra en fa fififira fiffififi

Solucién La fiififancia enfie efiefe x fi fa firdfica fie fefi rficfi= f ficffifi fifirfifie £'ficfi= fir’fi
efidrea fie fa fififierficie efi

fiorfi fifa fiefidrea fie fina fififierficiefi

S = 277f r(x)Vfi + [ f(x)]2dx

fi
= 27| XV + (fixd)2 dx
2 o
_ ﬁ77ﬁT (ﬁﬁxﬁ)(ﬁ + ﬁxﬁ)ﬁ/z dx fiifi fifificarfi
fi
_ 1[(ﬁ + ﬁxﬁ)ﬁ/z]ﬁ fnfefirarfi
SEL 62 e N

= o5 (6672 — £)

~ fiffifififi

EJEMPLO 7 Area de una superficie de revolucion

fincfinfrar efidrea fie fa fififierficie ffirfi afia afifiirar fa firafica fie

en efiinfervaffi [ﬁﬁ«/f ] afrefiefifir fiefiefe yficfifi fi fe fi fiefifra en fa fififira fiffififi

Solucién fin efife cafffififa fiiffancia enfre fa firdfica fie f fi efiefe y efi rfifi = xfiUfanfifi
f'ffi= 2xfifee fifiefie fieferfi inar fifie efidrea fie fa fififierficie efi

fiorfi fifa fiefidrea fie fina fififierficiefi

S = 27Tf r(x)Vfi + [f(x)]?dx

V2
=27 xvfi+ (2x)%dx
2 h‘/i
=5 f (fi + fx?)¥2(fix) dx fiifi fifificarfi
fi
W[(ﬁ + ﬁxz)ﬁ/z]ﬁ
i Ry — fnfefirarfi
il /2 s

= 4 [+ D72 — ]

_ fifim
fi

~ fififfifififi
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II Ejercicios

fi
En los ejercicios 1 y 2, encontrar la distancia entre los puntos 19. y= ;ﬁ fisx<fi
usando a) la formula de la distancia y b) la integracionfi

20, y= i fi<x<fi

x + fi
2. y=fenxfi i<x< 7w

1. fiifififfi fififififi 2. ffifi2ffi fiifififii

En los ejercicios 3 a 16, encontrar la longitud de arco de la grafica

T
de la funcién en el intervalo indicadofi 22,y = cfifirfi 75 sxs 2

3 yzg(x2+1)3/2 4 y=x—3+i 23, x=efi fi<sy<2
3 6 2x 24, y=faxfi i<x<fi
" Y 25. y=2arcfanxfi fi<x<fi

L l 2. x=<ffi—yfi i<y<f

Aproximacion En los ejercicios 27 y 28, determinar qué valor
2T 2+ se aproxima mejor a la longitud de arco representada por la in-

"/ y=30%+1)¥2 / CI | tegral. (Hacer la seleccion con base en un esquema del arco y no
| R R T H T V=6 T o realizando cualquier calculo.)

j \/ x2 T ﬁ)]zdx

5. y=20r41 6. v=2x" 1 fi afi 2fi i 2 dfi —fi efi fi
3

y y j JJfit f(ﬁsmx)
fimr

afi fi bfi —2 cfifi dﬁ? efi fi

I* Aproximacion En los ejercicios 29 y 30, aproximar la longitud
de arco de la grafica de la funcién en el intervalo [0, 4] de cuatro
maneras. a) Usar la formula de la distancia para encontrar la dis-
tancia entre los puntos terminales del arco. ») Usar la féormula de
la distancia para encontrar las longitudes de los cuatro segmentos
de recta que conectan los puntos en el arco cuandox = 0,x = 1,

[1,8] _xt 1 x = 2,x =3 yx = 4. Encontrar la suma de las cuatro longitudes.

’ ¢) Usar la regla de Simpson con n = 10 para aproximar la integral
xﬁ f ) que dé la longitud del arco indicada. d) Usar las capacidades de

9. y=; q T @ﬁ [2fifi] 10. y= 5% 20+ fifi [fifi2fi] la integracién de una calculadora para aproximar la integral que

dé la longitud del arco indicadafi

3
7. y= EXZB’

11. y = fa(fenx)fi [E ﬁﬁ“] 12. y = fa(chifix)fi [ﬁﬁ%]

13. y =3+ e)fi [fifi2]

29.  flx) =" 30. f(x) = (2 — fi)?

o + fi 31. Longitudde una catenaria Cafifefiefécfricfififffififienfiifififienfre
14. y= fn(e )ﬁ [ 2fifh fi] fifififfirrefiffirfi an fina cafenaria fver fififirafifi fifiefafia fi efiianfe
fa ecfiacion

15, x=02+2)2i fi<ys<
X
16. =2\/§(y_ﬁ)ﬁ fi<yc< y=20cosh?0, —-20 < x <20
I* En los ejercicios 17 a 26, a) representar la funcién, resaltando la fifinfie x fi y fie fi ifien en fi efififiila fiefiaracion fie fafi ffirrefiefi

parte indicada por el intervalo dado, b) encontrar una integral fie fifi fi eftfifififincfinfrar fa ffinfiiffifi fieficafife fiififienfiifififi

definida que represente la longitud de arco de la curva sobre el
intervalo indicado y observar que la integral no puede evaluarse
con las técnicas estudiadas hasta ahora y c) usar las capacidades
de la integracion en una calculadora para aproximar la longi-
tud de arcofi

17. y=fi—xi i x 2
18. y=x>+x—2fi —2<x<f1i
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32. Areade un techo Un firanerfi fiene fififi fiiefifie farfifi fi fifi fie
ancfifi fver fa fififiraffiUna fieccion franfiverfafifiefifefafifi efifina
cafenaria inverfifia y = fifi — fifife”*" + ¢ */*fifincfinfrar efi
nufi erfi fie fiiefi cfiafirafififi fie fecfifi en efifiranerfifi

v fi fifi — fifife* 0 fi ¢2fifi

33. Longitud del arco Gateway fifiArcfi fie fi afefi afi en fiffiLfifiififi
fi iffffifirifife fi fifiefa fifir

y = fifififfifififi — fififfififi2 cfififi fiffififififififixfi
—2Mifif2fifi < x < 2fififR2fififi

ffier fa fieccion fiffifiPrfifiectti fie frafiaffifiArcfi fifiLfifiififfi finfi
cfinfrar fa flinfiiffifi fie efifa cfirva fver fa fififiraffi

x2M0 £ y2M0 £ fj

—fififi —2fifi

2fifi fififi

Figura para 33

Figura para 34

34. Astroide fincfinfrar fa finfiiffifi fiifafifie fa firdfica fiefiafififiifie
X0 yz/ﬁ = fifi

35. fincfinfrar fa flinfiiffifi fie arcfi fiefifie ffifififien fenfififi fifirarifi
fiafifa (2fiv/fi) a fii farfifi fieficircfiffi x> + y* = fifi

36. fincfinfrar fa flinfiiffifi fie arcfi fiefifie fi—fifififien fienfififi fifirarifi
fiafifa ffifififia ffi farfifi fieficircfiffi x* + y* = 2fififi fififrar fifie efi
refififfafifi efifin cfiarffi fie fa circfinferencia fieficircfiffifi

En los ejercicios 37 a 42, formular y evaluar la integral definida
para el area de la superficie generada al girar la curva alrededor
del eje xfi

fi
37. y=—xf 38. y=2Ux

fi

—fifi

39. y=g+

40. y=§, 0sx=<6

41. y=J/4—-x*, —-1=sx=<
42, y=/9-x* -2=<x<2

En los ejercicios 43 a 46, formular y evaluar la integral definida
para el area de la superficie generada al girar la curva alrededor
del eje yfi

43, y=9x+2 4. y="fi—x2
N y
f fA yfifi—x?
S
2
yfi xfi2
i L X -fi 2 ‘ 2 ﬁ’x
—fi —fi —fi -2 2 fi i fi 9 s
x2
45, yZI—Z, 0=x=2 46. y=2x+5, 1 =x<4

* En los ejercicios 47 y 48, usar las capacidades de la integracion

de una herramienta de graficacion para aproximar el area de la
superficie del sélido de revolucionfi

Funcion Intervalo
47. y=fenx fiifizrfi
fiira afrefiefifir fiefiefe x
48. y=finx fiifiefi
fiira afrefiefifir fiefiefe y

Desarrollo de conceptos

49. Definir fina cfirva recfificafifefi

50. (fifié forfi fifa fie firecafcfiffi fi efefi enffi refirefenfafivfi fe
fifififian fiara fiefarrfiftar fa forfi fifa fie infefiracion fiara fa
fhinfiiffifi fie arcfifi

51. (fifié forfi fifa fie firecafcfiffi fi efefi enffi refirefenfafivfi fe
fifififian fiara fiefarrfiftar fa forfi fifa fie infefiracion fiara efi
area fie fina fififierficie fie revfifficionfi

52. La fififira fi fiefifra fafi firdficafi fie fafi ffincifinefif; fi f, en efi
infervaffi fufibffila firdfica fie cafia fina fie fiira afrefiefifir
fiefiefe xfi fi fié fififierficie fie revfifficion fiene efidrea fie fa
fififierficie fi afifirfi fififificarfi

y
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fifiCcCfOfi fiffi

53. Para pensar La fififira fi fiefifra fafi firdficafi fie fafi ffincifinefi

Vi =Xy, = 3x¥2, y, = 1x2fiy, = 3252 fififire efiinfervaffi
fhfififfi

afi
bfi

ffienfificar fafiffincifinefifi

Lifitar fafi ffincifinefi cfin efifin fie increfi enfar fa fiinfiiffifi
fie arcfifi

cfi
fiffifi fie cafia flinfiiffifi fie arcfi a frefiffifiarefifiecifi afefii

Para discusion

54. Para pensar

fififificar fifir fifi€ fafifififiinfefirafefifiin ififiafefii

e 1
f,/1+)%dx:Jv1+e2*dx
1 0

Ufar fa fiafiififiafi fie infefiracion fie fina cfifi fififafifira fiara
verificar fifie fafiinfefirafefi fifin ififiafefifi

55.

56.

57.

58.

FL 59.

cfi

dfi

Lfinfiiffifi fie arcfi fi fififierficiefifie revfifficién 487

Ufar fafi cafiacifiafiefi fie refirefion fie fina fierrafi ienfa fie
firaficacion fiara encfinfrar fin fi fifieffi cufiicfi fiara flifififinffifi
fyfirfififinfie » = C/RaffiUfar fina cafefifafifira fiara frafiar
fhifi fifinffifi fi refirefenfar efifi fifieffifi

Ufar efifi fifieffi en efiafiarfafifi cfifi fafi cafiacifiafiefi fie fa
infefiracion fie fina fierrafi ienfa fie firaficacion fiara afirfifiifi
fi ar efivfiffifi en fi efidrea ffiera fie fa fififierficie fiefifarronfi
Cfifi fiarar fiifirefififfafifificfin fafirefififiefitafien flifiafiarfafififi
afifi bffi

fq’ 60. Modelado matemdtico La fififira fi fiefifra fin ferrenfi acfifafifi
fifir fifificafi infifi fierfienfiicfifarefifi fin arrfifififiTfifiafi fafi fiifitanfi
ciafififin fi efiifiafien fiiefifi

fierificar fifi refififiefita en efiafiarfafifi bfiafirfifiifi anfifi fa efiacfi

2fifi

fifififififi

fifififififififi:
1

Un cfinfi circfifar recffi efifienerafifi fifir efifiirfi fie fa refiion acfifi

fafia fifir y = 3x/4, y = 3 fix = fiaftefiefifir fiefiefe yfifincfinfrar
efiarea fie fa fififierficie faferafifieficfinfifi

Un cfinfi circfifar fiirecffi fie fienera afifiirar fa refiién acfifafia fifir
y = hx/rfiy = hfix = fi afrefiefifir fiefiefe yfifierificar fifie efidrea
fie fa fififierficie faferafifieficfinfi efi

S = mrJr? + hfi

fincfinfrar efiarea fie fa fifircion fie fina efifera fiirfi afia afifiirar fa

61.

62.

firdfica afrefiefifir fie y = /fi — x*fifi < x < 2fiafrefiefifir fiefi

efe yfi
fincfinfrar efidrea fie fa fifina fie fina efifera ffirfi afia afifiirar fa

firdfica afrefiefifir fie y = /r?> — x?fifi < x < afiafrefiefifir fiefi

efe yfiAfififi ir fifiea < rfi

Modelado matemdtico La circfinferencia C fen fififfiafiafififie

fin farrén efi fi efiifia a infervaffifi fie frefi fififfiafiafi efi fiefianfifi
en fifi fiafefilLafifi efiifiafi fie fi fiefifran en fa fafifa fifinfie y efifa
fiififancia verficafien fififfiafiafia fa fiafefi

y 0 3 6 9 | 12 | 15 | 18

C 50| 655 |70 | 66 | 58 | 51 | 48

afi Ufar ffifi fiaffifi fiara afirfifiifi ar efivfiffifi en fiefifarron fififi

fi anfifi fifi vfifiifi enefifie fiifi fiificfifi afirfifiifi anfefii

bfi Ufar fiifi fiaffifi fiara afirfifiifi ar efidrea fie fa fififierficie

efiferna feficffifienfifi fa fiafefifiefifarrdn fififi anfifi fafi dreafi
fie fa fififierficie efiferna fiara afirfifiifi ar efifrfincfi fie cfinfifi

afirfifiifi anfefifi

bfi

cfi

fififi
Ufar fafi cafiacifiafiefi fie fa refirefion fie fina fierrafi ienfa
fie firaficacion fiara affififar fin fififinfifi ifi fie cfiarffi firafifi
aficafi infi fiefiarrfifififi

Ufar efifi fifieffi en efiafiarfafifi afifiara afirfifiifi ar efidrea fie
fa firfifiiefiafi en acrefifi

Ufar faficafiacifiafiefifie infefiracion fie fina fierrafi ienfa fie
firaficacion fiara encfinfrar fa flinfiiffifi fiefiarrfififi fifie fifi ifa
fa firfifiiefiafifi

1

1

1

1

I

T
2fi

fiea R fa refiién acfifafia fifir y = fi/xfiefiefe xfix = fififi x = bfi
fifinfie b > fififiea D efifiofififi fiirfi afifi cfianfifi R fe fiira afrefiefifir
fiefiefe xfi

afi
bfi
cfi
dfi

afi

bfi

Figura para 62a

fincfinfrar efivfiffifi en V fie Dfi

fifcrifiir efidrea fie fa fififierficie S cfifi fi fina infefiraffi

fi fififrar fifie V fie acerca a fin fifi ife finiffi cfifi fi b — oofi
Defi fififrar fifie S — o0 cfifi fi b — oofi

Dafifi fin fecffir circfifar cfin rafiifi L fi anfififfi cenfrafi 6
fvéafe fa fififiraffifi fififrar fifir fifié efiarea fiefifecffir efifd
fiafia fifir

— ﬁ 2

S = > L*6fi

Afifinir fhfi fifirfiefifie fa recfa fiefifecffir en efiafiarfafifi affi
fin cfinfi circfifar recfhi efiffirfi afifi fver fa fififirafifi efidrea
fie fa fififierficie faferafifieficfinfi efiififiafififie efiarea fiefi
fecflirfifi fififrar fifie efiarea efiS = wrrLfififinfie r efiefirafiifi
fie fa fiafe fieficfinfififSugerencia: La flinfiiffifi fie arcfi fiefi
fecfiir efiififiafia fa circfinferencia fie fa fiafe fieficfinfiffi

. F \i. |
v

Figura para 62b
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cfi Ufar efirefififfafifi fiefi afiarfafifi bfi fiara verificar fifie fa
forfi fifa fiara efidrea fie fa fififierficie faferafifiefififincfi fie
fin cfinfi cfin fa afffira incfinafia L fi rafiififi r; fi r, fver fa
fififirafiefiS = wfir; + r,filLfifiVora: fififa forfi fifa ffie fifiafi
fia fiara fiefarrfiffar fa infefirafifiara encfinfrar efiarea fie fa
fififierficie fie fina fififierficie fie revfifficionth

fife fie
revfifficion

2 2

FL 63. Parapensar Cfinfifierar fa ecfiacion % + yZ = 1.

afi Ufhr fina cfifi fififafifira fiara firaficar fa ecfiacionfi

bfi fifirfi fifar fa infefirafifiefinifia fiara encfinfrar fa flinfiiffifi fie
arcfi fie efia firdfica en efiafiarfafifi affi

cfi Cfifi fiarar efiinfervaffi fie infefiracion en efiafiarfafifi bfifi
efifififi inifi fiefiinfefiranfififi; fifi fifififife evaffiar fa infefirafi
fiefinifiafi  fifififififife fifar fa refifa fie fiifi fififin fiara cafcfifar
fa infefirafifiefinifiafi fififificarfiffie afirenfiera a evaffiar efife
fififi fie infefirafien fa fieccion fiffiffi

64. Redaccion Leer efiarficfiffi “Arc LenfiffifiArea anfi flie Arcfine
fifincfifin” fie Anfirefi fi fifi fickeffien fa Mathematics Magazinefi
finflincefi eficrifiir fin fidrraffi fifie efififififie cofi fi fa ffincion fiefi
arcfifenfi fifiefie fiefinirfie en férfi infififie fina flinfiiffifi fie arcfifi

# En los ejercicios 65 a 68, formular la integral definida para encon-

trar la longitud de arco indicada o area superficial. Entonces usar
la capacidad de integracion de una computadora para aproximar
lalongitud de arco o area superficial. (Se aprendera a evaluar este
tipo de integral en la seccién 8.8.)

65. Longitud de persecucion Un fififeffi fifie fififie fiarfe fiefifirifien
fife fi fieve afiefe y fver fififiraffiAfifi ifffi fi fiefi fifififin fierfefifiififir
fiarfe fiefififinffi fhififififi fiefi fire fie fi fieve fiacia efifififeffi fifie
fififiefiLa vefficifiafi fiefifierfefifiififir efi fififi vecefi fa fiefifififeffi
fifie fififiefiLa ecfiacion fie fa frafiecffiria efi

y = %()63/2 — 3x1/2 4+ 2).

(fi fié fiififancia fia recfirrififi efifififeffi fifie fififie cfianfifi efiafcafi
nfiafififi Defi fififrar fifie efifierfefifiififir fia viafafifi fififivecefifi afi
feffififi

y
y= %xl/Z_ 32

=

1

.

1

y= %(x3/2_ 3x1/2 + 2)

Figura para 65 Figura para 66

66. Diserio de bombillas Una fififi fiiffa firnafi enfafifie fiifiefia afi
fiirar fa firdfica fie y = x1/2 — x3/2, 0 < x < 3, afiefiefifir fiefi
efe xfififinfie x fi y efifiin fi efiifiafien fiiefi fiver fififiraffifincfinfrar
efidrea fififierficiafifie fa fififi fiiffa fi fifiar efirefififfafifi fiara afirfifiifi
fi ar fa canfifiafi fie vifirifi necefaria fiara fiacer fa fififi fiiffafi
fiifififiner fifie efivifirifi fiene fin efifiefifir fie fiffififi fififfiafiafith

67. Astroide fincfinfrar efidrea fie fa fififierficie ffirfi afia afifiirar fa
fifircién en efifirifi er cfiafiranfe fie fa firdfica fie x*/% + y*/% = fifi
fi = y = fi afrefiefifir fiefiefe yfi

y yzﬁ%xfﬁ—)cﬁ2

Figura para 67
68. Cfinfifierar fa firifica fie y* = xffi — xff fver fu fififiraffifincfinfrar

efiarea fie fa fififierficie ffirfi afia cfianfifi fa arcafia fie efifa firafica
fe fiira afrefiefifir fiefiefe xfi

Figura para 68

69. El puente suspendido Un cafife fiara fin fifienfe fififffienfiififi
fiene fa ffirfi a fie fina fiardfififa cfin fa ecfiacion y = kx*fifiea
h fiara refirefienfar fa afffira fieficafife fie fifi fifinffi fi afifiaffi a fifi
fifinffi fi afi afffi fi fica 2w fiara refirefienfar fa ancfifira ffifafi
fiefififienfe fiver fa fififiraffifi fififrar fifir fifi€ fa fiinfiiffifi fieficafife

C efifi fiafia fifir C = 2 fow T+ @R wA)e dx.

y

X

f
|
L » iy

* 70. El puente suspendido fififififi fier firififiefifficafifiafifi en efi

fieinfi Unififi e inafififirafifi en fifififififiene fina ancfifira firincifiafi
fie afirfifiifi afiafi enfe fi fififi fi efrfififiCafia fina fie fifififfirrefifiene
fina afffira fie afirfifiifi afiafi enfe fififi fi efifififiUfiar efifafifiifi enfi
fifinefififa infefirafien efiefercicifi fifififi fafi cafiacifiafiefi fie fa
infefiracion fie fina cafcfifafifira fiara afirfifiifi ar fa fliinfiiffifi fie fin
cafife fiarafioficti a ffi farfifi fie fa ancfifira firincifiafhi

71. fiea C fa cfirva fiafia fifir fficfi= cfifii x fiara fi = x < fififinfie
t > fi Defi fififrar fifie fa fiinfiiffifi fie arcfi fie C efiififiafiafidrea
acfifafia fifir C fi efiefe xfiffienfificar fifra cfirva fififire efiinfervafhi
fi = x = ¢ cfin efifa firfifiiefiafifi

Preparacion del examen Putnam

72. fincfinfrar fa fiinfiiffifi fie fa cfirva y* = x" fiefifirifien afififinffi
fifinfie fafi fanfienfefi ffirfi an fin anfififfi fie fifi° cfin efiefe xfi

fiffe firfififefi a ffie firefiarafifi fifir efiCfifi fi iffee fin flie Pfifnafi Prifie Cfifi fiefififinfi
© Tfie fi affiefi aficafiAfifificiafifin fifiAfi ericafiTfifififi ffifi fierecfififi refervafififii




II Trabajo

4 pies
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El trabajo realizado al levantar un objeto
de 50 libras a 4 pies es 200 libras-pies
Figura 7.48

SECCION 7.5  Trabajo 489

= Encontrar el trabajo realizado por una fuerza constante.
= Encontrar el trabajo realizado por una fuerza variable.

Trabajo realizado por una fuerza constante

El concepto de trabajo es importante para los cientificos e ingenieros ya que determina la
energia necesaria para realizar varias tareas. Por ejemplo, es ttil saber la cantidad de trabajo
realizado cuando una gria alza una viga de acero, cuando un resorte o muelle es comprimido,
cuando un cohete se propulsa en el aire o cuando un camion transporta una carga.

En general, el trabajo es realizado por una fuerza cuando desplaza un objeto. Si la
fuerza aplicada al objeto es constante, entonces la definicién de trabajo es:

DEFINICION DE TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA CONSTANTE

Si un objeto es desplazado una distancia D en la direccién de una fuerza constante
aplicada F, entonces el trabajo W realizado por la fuerza se define como W = FD.

Hay muchos tipos de fuerzas: centrifuga, electromotriz y gravitatoria, por nombrar sélo
algunas. Una fuerza puede pensarse como algo que empuja o atrae; una fuerza cambia el
estado de reposo o estado de movimiento de un cuerpo. Para las fuerzas gravitatorias en la
Tierra, es comun usar unidades de medida que corresponden al peso de un objeto.

EJEMPLO | Levantamiento de un objeto

Determinar el trabajo realizado al levantar un objeto de 50 libras a 4 pies.

Solucion La magnitud de la fuerza requerida F es el peso del objeto, como se muestra en
la figura 7.48. Asi, el trabajo realizado al levantar el objeto 4 pies es

W=FD Trabajo = (fuerza)(distancia).
= 50(4) Fuerza = 50 libras, distancia = 4 pies.
= 200 libras-pies.

En el sistema de medida americano, el trabajo se expresa en libra-pie (Ib-pie), pulgada-
libra o pie-toneladas. En el sistema cegesimal centimetro-gramo-segundo (C-G-S), la unidad
basica de fuerza es la dina: la fuerza requerida para producir una aceleracién de 1 centimetro
por segundo al cuadrado en una masa de 1 gramo. En este sistema, el trabajo se expresa en
dina-centimetros (ergs) o newton-metros (joules), donde 1 joule = 107 ergs.

EXPLORACION

(Cudnto trabajo? En el ejemplo 1 son necesarias 200 libras-pies de trabajo para
elevar 4 pies el objeto de 50 libras verticalmente del suelo. Suponer que una vez izado
el objeto, sosteniéndolo, se camina una distancia horizontal de 4 pies. ;Esto requerira
200 libras-pies adicionales de trabajo? Explicar la respuesta.
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F(x)

—
Ax

La magnitud de fuerza varia conforme
cambia la posicion de un objeto (Ax)
Figura 7.49

Bettman/Corbis

EMILIE DE BRETEUIL (1706-1749)
Otra labor relevante de Emilie de Breteuil
fue la traduccion de los Principios
matemdticos de la filosofia de la naturaleza
de Newton al francés. Su traduccion y sus
comentarios contribuyeron en gran medida
a la aceptacion de las ideas cientificas de
Newton en Europa.

Trabajo realizado por una fuerza variable

Enel ejemplo 1, la fuerza aplicada era constante. Si se aplica una fuerza variable a un objeto,
es necesario recurrir al célculo para determinar el trabajo realizado, porque la cantidad de
fuerza cambia segtin la posicién del objeto. Por ejemplo, la fuerza requerida para comprimir
un resorte o muelle aumenta conforme el resorte es comprimido.

Suponer que un objeto se mueve a lo largo de una recta de x = a a x = b por una
fuerza continuamente variante F(x). Sea A una particién que divide el intervalo [a, b] en n
subintervalos determinados por

a=Xy <X <X, <-+-<x,=b

y sea Ax; = x; — x,_,. Para cada i, elegir c; tal que x,_, = ¢; = x,. Entonces en c; la fuerza
estd dada por F(c;). Porque F es continua, se puede aproximar el trabajo realizado moviendo
el objeto a través del i-ésimo subintervalo por el incremento

AW, = F(c;) Ax;

como se muestra en la figura 7.49. Asi, el trabajo total realizado como los movimientos del
objeto de a a b se aproximan por

W= 3aw,

i=1

= iF(ci) Ax,.

i=1

Esta aproximacién parece ser mejor y més adn cuando ||A]| — 0 (n — 00). Asf, el trabajo
realizado es

W= lim > F(c;)Ax,

[[All—0 i=1

= be () dx.

DEFINICION DEL TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA VARIABLE

Siun objeto es desplazado a lo largo de una recta por una fuerza continuamente variable
F(x), entonces el trabajo W realizado por la fuerza cuando el objeto es desplazado
dex = ahastax =bes

W= lim En:AWi

lAl—0 &4

= JbF (x) dx.

a

En los ejemplos restantes en esta seccion se usan algunas leyes fisicas muy conocidas.
Los descubrimientos de muchas de estas leyes ocurrieron durante el mismo periodo en que
se estaba desarrollando el cdlculo. Durante los siglos XVII y XVIII, habia poca diferencia,
de hecho, entre fisicos y matematicos. Emilie de Breteuil, fisica-matematica, realizé una
importante sintesis del trabajo de muchos otros cientificos, incluso el de Newton, Leibniz,
Huygens, Kepler y Descartes. Su texto Institutions fue utilizado durante muchos afios.



EXPLORACION

El trabajo realizado al comprimir
el resorte en el ejemplo 2 de x = 3
pulgadas a x = 6 pulgadas es 3375
libras-pulgadas. ;{Muestra que el
trabajo realizado al comprimir el
resorte de x = 0 pulgadasax =3
pulgadas es mayor que, igual o
menor que éste? Explicar.

Longitud natural (F = 0)

Oﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬂﬁésx

Comprimido 3 pulgadas (F = 750)

Comprimido x pulgadas (F = 250x)

!
0 x¥¥¥¥¥¥¥¥¥15

Figura 7.50
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Las tres leyes de fisica siguientes fueron desarrolladas por Robert Hooke (1635-1703),
Isaac Newton (1642-1727) y Charles Coulomb (1736-1806).

1. LeydeHooke: Lafuerza F requerida para comprimir o estirar un resorte o muelle (dentro
de sus limites eldsticos) es proporcional a la distancia d que el resorte es comprimido
o estirado de su longitud original. Es decir,

F = kd

donde la constante de proporcionalidad k (constante del resorte) depende de la naturaleza
especifica del resorte.

2. Leyde Newton de gravitacion universal: La fuerza F de atraccion entre dos particulas
de masas m, y m, es proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia d entre las dos particulas. Es decir,

Sim, y m, estdn dadas en gramos y d en centimetros, F estard en dinas para un valor
de k = 6.670 X 108 centimetros ciibicos por gramo-segundo cuadrado.

3. Ley de Coulomb: La fuerza F entre dos cargas ¢, y g, en un vacio es proporcional al
producto de las cargas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia d entre
las dos cargas. Es decir,

_ .99
F = k?.

Siq, y g, estdn dadas en unidades electrostaticas y d en centimetros, F estard en dinas
para un valor de k = 1.

EJEMPLO 2 Compresion de un resorte o muelle

Una fuerza de 750 libras comprime un resorte 3 pulgadas de su longitud natural de 15 pul-
gadas. Encontrar el trabajo realizado al comprimir el resorte 3 pulgadas adicionales.

Solucién Por la ley de Hooke, la fuerza F(x) requerida para comprimir el resorte las uni-
dades de x (de su longitud natural) es F(x) = kx. Usando los datos dados, se sigue que
F(3)= 750 = (k)(3) y asi k = 250 y F(x) = 250x, como se muestra en la figura 7.50. Para
encontrar el incremento de trabajo, asumir que la fuerza requerida para comprimir el resor-
te sobre un pequefio incremento Ax es casi constante. Asi que, el incremento de trabajo es

AW = (fuerza)(incremento de distancia) = (250x) Ax.

Porque el resorte es comprimido de x = 3 a x = 6 pulgadas menos de su longitud natural,
el trabajo requerido es

b 6
W= f F(x) dx = j 250x dx Férmula para el trabajo.
a 3

6
= 125x2} = 4500 — 1125 = 3 375 libras-pulgadas.

3

Observar que no se integra de x = 0 a x = 6 porque se determind el trabajo realizado al
comprimir el resorte 3 pulgadas adicionales (no incluyendo las primeras 3 pulgadas).
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No estd dibujado a escala
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Figura 7.51
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X

Aplicaciones de la integral

EJEMPLO 3 Puesta en érbita de un médulo espacial

Un médulo espacial pesa 15 toneladas métricas en la superficie de la Tierra. ; Cudnto trabajo
es necesario para propulsar el médulo a una altura de 800 millas sobre la Tierra, como se
muestra en la figura 7.51? (Considerar 4 000 millas como el radio de la Tierra. Omitir el
efecto de resistencia al aire o el peso del combustible.)

Solucion  Porque el peso de un cuerpo varia inversamente al cuadrado de su distancia del
centro de la Tierra, la fuerza F(x) ejercida por la gravedad es

C

F(x) = ; C es la constante de proporcionalidad.

Porque el médulo pesa 15 toneladas métricas en la superficie de la Tierra y el radio de la
Tierra es aproximadamente 4 000 millas, se tiene

__Cc
(4 000)2
240 000 000 = C.

15

Asi que, el incremento de trabajo es

AW = (fuerza)(incremento de distancia)

240 000 000
- 2

Ax.

X

Por dltimo, porque el mddulo se propulsa de x = 4 000 a x = 4 800 millas, el trabajo total
realizado es

b 4 800
240 000 000
W= f F(x) dx = j - 2 dx Férmula para el trabajo.

4000 x
=240 000 000 ]***
- X 4000 Integrar.

—50 000 + 60 000
10 000 miles-toneladas
~ 1.164 x 10" libras-pies.

En el sistema cegesimal C-G-S, usando un factor de conversion de 1 libra-pie = 1.35582
joules, el trabajo realizado es

W = 1.578 x 10" joules.

Las soluciones a los ejemplos 2 y 3 conforman el desarrollo de trabajo como la suma
de incrementos en la forma

AW = (fuerza)(incremento de distancia) = (F)(Ax).

Otra manera de formular el incremento de trabajo es

AW = (incremento de fuerza)(distancia) = (AF)(x).

Esta segunda interpretacion de AW es util en problemas que involucran el movimiento de
sustancias no rigidas como los fluidos y cadenas.



Figura 7.52
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EJEMPLO 4 Extraccién de gasolina de un tanque de aceite

Un tanque esférico de radio de 8 pies estd medio lleno de aceite que pesa 50 libras/pie’.
Encontrar el trabajo requerido para extraer el aceite a través de un orificio en la parte su-
perior del tanque.

Solucion Considerar el aceite dividido en discos de espesor Ay y radio x, como se muestra
en la figura 7.52. Ya que el incremento de fuerza para cada disco estd dado por su peso, se
tiene

AF = peso
_ ( 50 libras
pie?
= 50(mx2Ay) libras.

) (volumen)

Para un circulo de radio 8 y centro en (0, 8), se tiene

x2+ (y—8)? =82

xz = 16y — y?

y se puede escribir el incremento de fuerza como
AF = 50(mx2Ay)
= 507 (16y — y?2) Ay.

En la figura 7.52, observar que un disco debe moverse y pies del fondo del tanque a una
distancia de (16 — y) pies. Asi, el incremento de trabajo es

AW = AF(16 — y)
= 50m(16y — y?) Ay(16 — y)
= 507(256y — 32y2 + y3) Ay.

Porque el tanque estd medio lleno, y va de 0 a 8, el trabajo requerido para vaciar el tanque
es

8
W= f 507(256y — 32y% + y3)dy
0

32 y4]8
= 2 — =3 4+ =
5077[128y 3V 4],

11 264
:507T< 6)

~ 589 782 libras-pies.

Para estimar lo razonable del resultado en el ejemplo 4, considerar que el peso del
aceite en el tanque es

1 1/4
(7) (volumen )(densidad) = *(*7783)(50)
2 2\3
~ 53 616.5 libras.
Al elevar el medio tanque de aceite 8§ pies involucraria trabajo de 8(53616.5) = 428932

libras-pie. Porque el aceite realmente se eleva entre 8 y 16 pies, parece razonable que el
trabajo realizado sea 589 782 libras-pie.
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Trabajo requerido para izar un extremo de
la cadena
Figura 7.53

Trabajo realizado por la expansion del gas
Figura 7.54

EJEMPLO 5 lzamiento de una cadena

Una cadena de 20 pies pesa 5 libras por pie estd extendida en el suelo. ;Cudnto trabajo se
requiere para levantar un extremo de la cadena a una altura de 20 pies para que esté total-
mente extendida, como se muestra en la figura 7.53?

Solucion Imaginar que la cadena es dividida en secciones pequeiias, cada una de longitud
Ay. Entonces el peso de cada seccidn es el incremento de fuerza

AF = (peso) = <75 11.bras

pies )(longltud) = 5Ay.

Porque una seccién comin (inicialmente en el suelo) se levanta a una altura de y, el incre-
mento de trabajo es

AW = (incremento de fuerza)(distancia) = (5 Ay)y = 5y Ay.

Porque y va de 0 a 20, el trabajo total es

20 2720
W= f Sydy = SL} = 3(400) = 1 000 puntos-pies
0 2 1o 2

En el préximo ejemplo se considerard un pistén de radio r en un cilindro, como se
muestra en la figura 7.54. Como el gas en el cilindro se expande, el pistén se mueve y se
realiza el trabajo. Si p representa la presion del gas (en libras/pie’) contra la cabeza del
pistén y V representa el volumen del gas (en pie?), el incremento de trabajo involucrado
moviendo el pistén Ax pies es

AW = (fuerza)(incremento de distancia) = F(Ax) = p(7r?) Ax = p AV.

Asi, como el volumen del gas se expande de V;,a V, el trabajo realizado moviendo el pistén

es
Vi

W= f pdVv.
Vo

Asumiendo la presién del gas inversamente proporcional a su volumen, se tiene p = k/V'y
la integral para el trabajo se vuelve

Vi
sz Kav.
Vy 4

EJEMPLO 6 Trabajo realizado por un gas que se expande

Una cantidad de gas con un volumen inicial de 1 pie* y una presién de 500 libras por pie?

se expande a un volumen de 2 pies®. Encontrar el trabajo realizado por el gas. (Asumir que
la presion es inversamente proporcional al volumen.)

Solucién Porque p = k/V'y p = 500 cuando V = 1, se tiene k = 500. Asi que, el trabajo

es
Vl
W=f ﬁdV
v, V

2
500
- [

2
= 500 ln|V|} ~ 346.6 libras-pies.

1 I



II Ejercicios

Fuerza constante En los ejercicios 1 a 4, determinar el trabajo
realizado por la fuerza constante.

1.
2.

Ley de Hooke

Se levanta un saco de azicar de 100 libras 20 pies.

Una grda levanta un automdvil eléctrico de 3 500 libras a
4 pies.

Se requiere una fuerza de 112 newtons para deslizar un bloque
de cemento 8 metros en un proyecto de construccion.

La locomotora de un tren de carga arrastra sus vagones con
una fuerza constante de 9 toneladas a una distancia de media
milla.

En los ejercicios 5 a 12, usar la ley de Hooke

para determinar la fuerza variable en el problema del resorte o
muelle.

5.

10.

11.

12.

13.

14.

Una fuerza de 5 libras comprime un resorte de 15 pulgadas un
total de 3 pulgadas. ;Cudnto trabajo se realiza al comprimir el
resorte 7 pulgadas?

(Cudnto trabajo se realiza comprimiendo el resorte en el ejer-
cicio 5 de una longitud de 10 pulgadas a una longitud de 6
pulgadas?

Una fuerza de 250 newtons estira un resorte 30 centimetros.
(Cudnto trabajo se realiza al estirar el resorte de 20 centimetros
a 50 centimetros?

Una fuerza de 800 newtons estira un resorte 70 centimetros en
un dispositivo mecdnico para tensar postes. Encontrar el trabajo
realizado al estirar el resorte los 70 centimetros requeridos.

Una fuerza de 20 libras estira un resorte 9 pulgadas en una
maquina de ejercicio. Encontrar el trabajo realizado estirando
el resorte 1 pie de su posicién natural.

Una puerta de garaje abre hacia arriba con dos resortes, 0 mue-
lles, uno en cada lado de la puerta. Se requiere una fuerza de
15 libras para estirar cada resorte 1 pie. Debido al sistema de la
polea, los resortes se estiran s6lo la mitad de lo que recorre
la puerta. La puerta se mueve un total de 8 pies y los resortes
estan en su longitud natural cuando la puerta estd abierta. En-
contrar el trabajo realizado por el par de resortes.

Se requieren dieciocho libras-pies de trabajo para estirar un
resorte 4 pulgadas de su posicién natural. Encontrar el trabajo
requerido para estirar el resorte 3 pulgadas adicionales.

Se requieren 7 y media libras-pies de trabajo para comprimir
un resorte 2 pulgadas de su longitud natural. Encontrar el
trabajo requerido para comprimir el resorte media pulgada
adicional.

Propulsion Despreciando la resistencia al aire y el peso del
propulsor, determinar el trabajo realizado propulsando un satélite
de cinco toneladas a una altura de

a) 100 millas sobre la Tierra.
b) 300 millas sobre la Tierra.

Propulsion Usar lainformacion en el ejercicio 13 para expresar
el trabajo W del sistema de propulsién como una funcién de la
altura & del satélite sobre la Tierra. Encontrar el limite (si existe)
de W cuando 4 se acerca al infinito.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Propulsiéon Despreciando la resistencia al aire y el peso del
propulsor, determinar el trabajo realizado propulsando un satélite
de 10 toneladas a una altura de

a) 11000 millas sobre la Tierra.
b) 22000 millas sobre la Tierra.

Propulsion  Un médulo lunar pesa 12 toneladas en la superficie
de la Tierra. ;Cudnto trabajo se realiza al propulsar el médulo
en la superficie de la Luna a una altura de 50 millas? Considerar
que el radio de la Luna es 1 100 millas y su fuerza de gravedad
es un sexto que el de la Tierra.

Bombeo de agua Un tanque rectangular con base de 4 pies por
5 pies y una altura de 4 pies estd lleno de agua (ver la figura).
El agua pesa 62.4 libras por pie’. ;Cudnto trabajo se realiza
bombeando el agua encima del borde de la parte superior para
vaciar, a) la mitad del tanque, b) todo el tanque?

ies
3 g P

a q

3 .

5 pies 1Y

Parapensar Explicar por qué la respuesta en el apartado b) del
ejercicio 17 no es igual al doble de la respuesta del apartado a).

Bombeo de agua Un tanque cilindrico para agua de 4 metros
de alto con un radio de 2 metros estd colocado de manera que
su techo estd 1 metro debajo del nivel del suelo (ver la figura).
(Cuanto trabajo se realiza para bombear un tanque lleno de
agua hasta el nivel del suelo? (El agua pesa 9 800 newtons por
metro’.)

y

5 | Nivel del suel
Ay &
.‘
,2 > X

Figura para 19 Figura para 20

Bombeo de agua Suponer que el tanque en el ejercicio 19 se
localiza en una torre, tal que el fondo del tanque esté 10 metros
sobre el nivel de un arroyo (ver la figura). ;Cudnto trabajo se
realiza llenando el tanque a la mitad a través de un orificio en
el fondo, usando el agua del arroyo?

Bombeo de agua Un tanque abierto tiene la forma de un cono
circular recto (ver la figura). El tanque es de 8 pies de didmetro
en su parte superior y 6 pies de altura. ;Cuanto trabajo se realiza
vaciando el tanque bombeando el agua por arriba?
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3/'"‘*2*/

3 .X
Figura para 24

Figura para 21

22. Bombeo de agua Si el agua se bombea desde el fondo del
tanque en el ejercicio 21, ;jcudnto trabajo se realiza para llenar
el tanque

a) auna profundidad de 2 pies?
b) de una profundidad de 4 pies a una profundidad de 6 pies?

23. Bombeodeagua Untanque tiene la forma de la mitad superior
de una esfera de 6 pies de radio. ;Cudnto trabajo se requiere para
llenar el tanque de agua a través de un orificio en la base si la
fuente de agua estd en la base?

24. Bombeo de combustible diesel Un tanque de combustible
de un camidn tiene las dimensiones (en pies) mostradas en la
figura. Asumir que un motor estd aproximadamente 3 pies por
encima del tanque de combustible y ese combustible de diesel
pesa aproximadamente 53.1 libras por pie’. Encontrar el trabajo
realizado por la bomba de combustible levantando un tanque
lleno de combustible al nivel del motor.

Bombeo de gasolina En los ejercicios 25 y 26, encontrar el tra-
bajo realizado al bombear gasolina que pesa 42 libras por pie.
(Sugerencia: Evaluar una integral por una formula geométrica y
la otra observando que el integrando es una funcion impar.)

25. Un tanque de gasolina cilindrico de 3 pies de didmetro y 4 pies
de largo se lleva en la parte de atrds de un camidn y se usa para
alimentar los tractores. El eje del tanque es horizontal. ;Cudnto
trabajo es necesario para bombear todo su contenido en un tractor
si la abertura del depdsito de éste se encuentra 5 pies por encima
del punto mas alto del dep6sito?

26. La parte superior de un tanque de almacenamiento cilindrico
para gasolina en una estacion de servicio estd 4 pies por debajo
del nivel del suelo. El eje del tanque es horizontal y su didmetro
y longitud son 5y 12 pies, respectivamente. Encontrar el trabajo
realizado al bombear su contenido a una altura de 3 pies sobre
el nivel del suelo.

Izado de una cadena En los ejercicios 27 a 30, considerar una
cadena de 20 pies que pesa 3 libras por pie y que cuelga de un torno
20 pies sobre el nivel del suelo. Encontrar el trabajo realizado por
el torno al enrollar la cantidad especificada de cadena.

27. Enrollar la cadena entera.
28. Enrollar un tercio de la cadena.

29. Ejecutar el torno hasta que el punto mds bajo de la cadena esté
a 10 pies del nivel del suelo.

30. Enrollar la cadena entera con una carga de 500 libras atada a ella.

Izando una cadena En los ejercicios 31 y 32, considerar una
cadena colgante de 15 pies que pesa 3 libras por pie. Encontrar
el trabajo realizado izando la cadena verticalmente a la posicién
indicada.

31. Tomar el punto mds bajo de la cadena y levantarlo a 15 pies
del nivel, dejando la cadena doblada y colgando verticalmente
todavia (ver la figura).

L ¢ B
o
X
32. Repetirel ejercicio 31 que levanta el punto mds bajo de la cadena
a 12 pies del nivel.

Desarrollo de conceptos

33. Enunciar la definicién de trabajo hecho por una fuerza cons-
tante.

34. Enunciar la definicién de trabajo hecho por una fuerza va-
riable.

35. (Cudl de los siguientes requiere mas trabajo? Explicar la razén.

a) Una caja de libros de 60 libras es levantada 3 pies.
b) Una caja de libros de 60 libras es sostenida 3 pies en el
aire por dos minutos.

Para discusion

.
.
N

36. Las grificas muestran la fuerza F; (en libras) requeridas para
mover un objeto 9 pies a lo largo del eje x. Ordenar las funcio-
nes de fuerza desde la que da menos trabajo a la que da mas
trabajo, sin realizar algin cdlculo. Explicar el razonamiento.

a) F b) F
F
1 2
. 20
6 1
4Ak
zak
I e e e e e P
2 4 6 8
) F d)
4Ak

2 4 6 8

37. Verificar la respuesta para el ejercicio 36 calculando el trabajo
para cada funcién de fuerza.

38. Griia de demolicion Considerar una gria de demolicion con
una bola de 50 libras suspendida 40 pies de un cable que pesa
2 libras por pie.
a) Encontrar el trabajo requerido para enrollar 15 pies del aparato.
b) Encontrar el trabajo requerido para enrollar todos los 40
pies del aparato.



Leyde Boyle Enlos ejercicios 39 y 40, encontrar el trabajo realiza-
do por el gas para el volumen y presion dados. Asumir que la presién
es inversamente proporcional al volumen. (Ver ejemplo 6.)

39. Una cantidad de gas con un volumen inicial de 2 pies® y una
presién de 1 000 libras por pie? se expande hasta ocupar un
volumen de 3 pies?.

40. Una cantidad de gas con un volumen inicial de 1 pie’ y una
presion de 2 500 libras por pie? se expande hasta ocupar un
volumen de 3 pies?.

41. Fuerza eléctrica Dos electrones se repelen con una fuer-
za que es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
entre ellos. Un electrén estd en reposo en el punto (2, 4). En-
contrar el trabajo realizado para mover el segundo electrén de
(=2,4)a(l,4).

42. Modelo matemdtico El cilindro hidrdulico de una aserradora
tiene 4 pulgadas de didmetro y un golpe de 2 pies. La bomba
hidrdulica crea una presién maxima de 2 000 libras por pulgada®.

Por consiguiente, la fuerza maxima creada por el cilindro es
2 000(72%) = 8 0007 libras.

a) Encontrar el trabajo realizado en una extension del cilindro
dado que requiere la mdxima fuerza.

b) Lafuerza ejercida para serrar una pieza de madera es varia-
ble. Las medidas de la fuerza obtenidas cuando una pieza
de madera es serrada se muestra en la tabla. La variable x
mide la extension del cilindro en pies, y F es la fuerza en
libras. Usar la regla de Simpson para aproximar el trabajo
realizado para serrar la pieza de madera.
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1 2 4 5
x 0 3 3 1 3 3 2
F(x) | 0 | 20000 22000 | 15000 | 10000 | 5000 O

Tabla para 42b

¢) Usar las capacidades de la regresion de una calculadora
para encontrar un modelo polindmico de cuarto grado para
los datos. Trazar los datos y representar el modelo.

d) Usarel modelo en el apartado ¢) para aproximar la extension
del cilindro cuando la fuerza es maxima.

e) Usar el modelo en el apartado c) para aproximar el trabajo
realizado serrando la pieza de madera.

H" Prensa hidrdulica En los ejercicios 43 a 46, usar las capacidades

de la integracion de una herramienta de graficacion para aproxi-
mar el trabajo realizado por una prensa en un proceso industrial.
Un modelo para la fuerza variable F (en libras) y la distancia x
(en pies) del desplazamiento de la prensa.

Fuerza Intervalo
43.  F(x) =1000[1.8 — In(x + 1)] 0<x<5
e’ — 1
44. = <x <
F(x) 100 0<x<4
45.  F(x) = 100x/125 — x3 0<x<5
46. F(x) = 1000 senh x 0<x<?2

| PROYECTO DE TRABAJO|

Energia de la marea

Las plantas de produccién de energia eléctrica a partir de la “energia
de marea”, tienen una presa que separa una bahia del mar. La energia
eléctrica se produce por el flujo y reflujo del agua entre la bahia y el
mar. La cantidad de “energia natural” producida depende del volumen
de la bahia y del rango de la marea, que es la distancia vertical entre
las mareas alta y baja. (Algunas bahias naturales tienen rangos de
marea de mds de 15 pies; la Bahia de Fundy en Nueva Escocia tiene
un rango de marea de 53 pies.)

MAR /<1000 pies ——>

500 pies

a) Considerar una bahia con una base rectangular, como se muestra
en la figura. La bahia tiene un rango de marea de 25 pies, con
marea baja que corresponde a y = 0. ;Cudnta agua contiene la
bahia cuando hay marea alta?

b) Lacantidad de energia producida durante el llenado (o el vaciado)
de la bahfa es proporcional a la cantidad de trabajo requerido
para llenar (o vaciar) la bahia. ; Cudnto trabajo es necesario para
llenar la bahia con agua del mar? (Usar una densidad de agua de
mar de 64 libras/pie’.)

Andrew J. Martinez/Photo Researchers, Inc.
Andrew J. Martinez/Photo Researchers, Inc.

La Bahia de Fundy en Nueva Escocia tiene un rango de marea extremo,
como se manifiesta en las fotografias muy contrastantes.

PARA MAYOR INFORMACION Para més informacién en torno
al poder de la marea, véase el articulo “LaRance: Six Years of Opera-
ting a Tidal Power Plant in France”, de J. Cotillon en el Water Power
Magazine.
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II Momentos, centros de masa y centroides

Entender la definicion de masa.

Encontrar el centro de masa en un sistema unidimensional.

Encontrar el centro de masa en un sistema bidimensional.

Localizar el centro de masa de una lamina plana.

Usar el teorema de Pappus para encontrar el volumen de un sélido de revolucion.

Masa

En esta seccion se estudiardn varias aplicaciones importantes de la integracion que se
relacionan con la masa. La masa es una medida de la resistencia de un cuerpo al cambiar
su estado de movimiento, y es independiente del sistema gravitatorio particular en que el
cuerpo se encuentre. Sin embargo, porque tantas aplicaciones que involucran la masa ocurren
en la superficie de la Tierra, la masa de un objeto a veces es identificada con su peso. Esto
no es técnicamente correcto. El peso es un tipo de fuerza y como tal es dependiente de la
gravedad. La fuerza y la masa estdn relacionadas por la ecuacion

Fuerza = (masa)(aceleracion).

La tabla lista algunas medidas de masa y fuerza, junto con sus factores de conversion.

Sistema Medida

de medida de masa Medida de fuerza
Estados Unidos |  Slug Libra = (slug)(pies/s?)
Internacional Kilogramo Newton = (kilogramo)(m/s?)
C-G-S Gramo Dina = (gramo)(cm/s?)
Conversion:
1 libra = 4.448 newtons 1 slug = 14.59 kilogramos
1 newton = (.2248 libras 1 kilogramo = 0.06852 slug
1 dina = 0.000002248 libras 1 gramo = 0.00006852 slug
1 dina = 0.00001 newton 1 pie = 0.3048 metro

EJEMPLO I Masa en la superficie de laTierra

Encontrar la masa (en slugs) de un objeto cuyo peso al nivel del mar es 1 libra.
Solucién  Usando 32 pies/s? como la aceleracion debida a la gravedad produce

fuerza
Masa

. Fuerza = (masa)(aceleracion).
aceleracion

1 libra
32 pies/s?
libras
pies/s?
= 0.03125 slug.

= 0.03125

Porque muchas aplicaciones que involucran la masa ocurren en la superficie de la Tierra,
esta cantidad de masa se llama libra masa.



El columpio se equilibra cuando los
momentos a la derecha y a la izquierda son
iguales

Figura 7.55
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Centro de masa de un sistema unidimensional

Ahora se considerardn dos tipos de momentos de una masa, el momento respecto a un
punto y el momento respecto a una recta. Para definir estos dos momentos, se supone
una situacién ideal en la cual una masa m se concentra en un punto. Si x es la distancia entre
este punto masa y otro punto P, el momento de m sobre el punto P es

Momento = mx

y x es la longitud del brazo del momento.

El concepto de momento puede demostrarse por un columpio, como se muestra en la
figura 7.55. Un nifio de masa de 20 kilogramos se sienta 2 metros a la izquierda del punto
de apoyo P, y un nifio mas grande de masa 30 kilogramos se sienta 2 metros a la derecha de
P. Por experiencia, se sabe que el columpio empezard a girar en el sentido de las manecillas
del reloj, y bajard al nifio mds grande. Esta rotacién ocurre porque el momento producido
por el nifio a la izquierda es menor al momento producido por el nifio a la derecha.

Momento del nifio de la izquierda = (20)(2) = 40 kilogramos-metro
Momento del nifio de la derecha = (30)(2) = 60 kilogramos-metro

Para equilibrar el columpio, los dos momentos deben ser iguales. Por ejemplo, si el nifio
mds grande se moviera a una posicién de § metros del apoyo, el columpio se equilibraria,
porque cada nifio produciria un momento de 40 kilogramos-metros.

Para generalizar esto, se puede introducir una recta de coordenadas con el origen en el
punto de apoyo, como se muestra en la figura 7.56. Suponer algunas masas localizadas en
el eje x. La medida de la tendencia de este sistema a girar sobre el origen es el momento
respecto al origen, y se define como la suma n de productos mx;.

My =mx, +myx, +---+mx,

N (7 (M
NEVACAY

Sim,x; + mx, + -+ mx, =0, elsistema esta en equilibrio
Figura 7.56

Si M, es 0, se dice que el sistema estd en equilibrio.

Para un sistema que no estd en equilibrio, el centro de masa se define como el punto
X en el que hay que colocar el punto de apoyo para lograr el equilibrio. Si el sistema fuera
trasladado x unidades, cada coordenada x; se volveria (x; — X ), y porque el momento del
sistema trasladado serfa 0, se tiene

n n n
St =0 = 3 = 3 ma -
= i=1 i=1

Despejando parax produce

i momento del sistema
respecto del origen

=
||

i - masa total del sistema

Simx; + myx, +---+ m,x, = 0 el sistema estd en equilibrio.



500 CAPITULO 7 Aplicaciones de la integral

MOMENTOS Y CENTROS DE MASA: SISTEMA UNIDIMENSIONAL

Sean las masas puntuales m, m,, . . ., m, localizada en x,, x,, . . . , X,.

n

1. El momento respecto del origen es M, = m x, + m,x, + ...+ m,x

n

—_ M
2. Elcentrodemasaesx = WO donde m = m, + m, + ... + m, es lamasa total
del sistema.

EJEMPLO 2 Centro de masa de un sistema lineal

Encontrar el centro de masa del sistema lineal mostrado en la figura 7.57.

ml ’le m3 m4

0y ————+— @ ————+—+—(10)———+—+
=5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Figura 7.57

Solucién El momento sobre el origen es

M, = mx; + myx, + myx; + myx,
10(—=5) + 15(0) + 5(4) + 10(7)
=-50+0+20+70

= 40.
Porque la masa total del sistemaes m = 10 + 15 + 5 + 10 = 40, el centro de masa es
- _ M, _40 _
Y= Ta b —

En el ejemplo 2, ;dénde se debe localizar el apoyo para que las masas puntuales queden en
equilibrio? ]

En lugar de definir el momento de una masa, se podria definir el momento de una
fuerza. En este contexto, el centro de masa se llama el centro de gravedad. Suponer que
un sistema de masas puntuales m;,, m,, . . . , m,, se localizan en x,, x,, . . ., x,. Entonces,
porque la fuerza = (masa)(aceleracion), la fuerza total del sistema es

F=ma+mya+- - -+ma

= ma.
El momento de torsion respecto al origen es
Ty = (ma)x, + (mya)x, + - - - + (m,a)x,

= od

y el centro de gravedad es

Ty, Mya M, _
20— 0% 70 = 5
F ma m

Asi que el centro de gravedad y el centro de masa tienen la misma localizacidn.



Yo,

En un sistema bidimensional, hay un
momento sobre el eje y, M, y un momento
sobre el eje x, M, )

Figura 7.58

Figura 7.59
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Centro de masa de un sistema bidimensional

Se puede extender el concepto de momento a dos dimensiones considerando un sistema de
masas localizado en el plano xy en los puntos (x,, y,), (x5, y,), . . ., (x,,, ¥,) cOmo se muestra en
la figura 7.58. En lugar de definir un solo momento (con respecto al origen), dos momentos
son definidos: uno con respecto al eje x y otro con respecto al eje y.

MOMENTOS Y CENTRO DE MASA: SISTEMA BIDIMENSIONAL

Sean las masas puntuales m,, m,, . . .,
(X, ¥,

m,, localizadas en (x, y,), (x5, ¥2), - - -,

1. El momento respecto al ejey es M, = mx; + myx, + ...+ m,x,.
2. El momento respecto al ejex es M, = my, + myy, + ...+ m,y,.
3. El centro de masa (x, y) (o centro de gravedad) es

T 5= M
. m y Y m

donde m = m; + m, + ... + m, es la masa total del sistema.

El momento de un sistema de masas en el plano puede tomarse respecto de cualquier
recta horizontal o vertical. En general, el momento sobre una recta es la suma del producto
de las masas y las distancias dirigidas de los puntos a la recta.
-+ m(y, = b)

-+ my(x, — a)

Momento = m,(y, — b) + m,(y, — b) + -
—a) + myx, —a) + - -

Recta horizontal y = b.

Momento = ml(xl Recta vertical x = a.

EJEMPLO 3 Centro de masa de un sistema bidimensional

Encontrar el centro de masa de un sistema de masas puntuales m,
my, = 9, localizados en

=6,m=3,m=2y

(3,-2).(0,0),(=5.3)y 4. 2)

como se muestra en la figura 7.59.

Solucién
m =6 +3 +2 +9 =20 Masa.
M, = 6(3) + 3(0) + 2(—5) + 9(4) = 44 Momento sobre el eje y.
M, =6(—2) +3(0) +23) +9(2) =12 Momento sobre el eje x.
Asi,
_ M, 44 11
F=—2=— = —
m 20 5
y
M, 12 3

X

YT m T 20 5

y asi el centro de masa es (15—1, %)
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i t
Se puede pensar en el centro de masa (x, y)
de una lamina como su punto de equilibrio.
Para una lamina circular, el centro de masa
es el centro del circulo. Para una lamina
rectangular, el centro de masa es el centro
del rectangulo

Figura 7.60

@, f0)

Vil-=-mmmm - ()

abk---5
=
[S U S

Lamina plana de densidad uniforme p
Figura 7.61

Centro de masa de una lamina plana

Hasta ahora en esta seccién se ha asumido que la masa total de un sistema estd distribuida en
puntos discretos en un plano o en una recta. Ahora se considera una lamina plana delgada,
de material con densidad constante llamada lamina plana (ver la figura 7.60). La densidad
es una medida de masa por unidad de volumen, como g/cm?. Sin embargo, se considera que
la densidad es una medida de masa por unidad de drea para las ldminas planas. La densidad
es denotada por p, escrita en letra mintscula griega rho.

Considerar una ldmina plana irregularmente formada de densidad uniforme p, limitada
por las graficas de y = f(x), y = g(x) y a = x = b, como se muestra en la figura 7.61. La
masa de esta regién estd dada por

m = (densidad )(4rea)

=p f [f(0) = g(x)] dx
= pA

donde A es el area de la region. Para encontrar el centro de masa de esta ldmina, divida el
intervalo [a, b] en n subintervalos de anchura igual Ax. Sea x; el centro del i-ésimo subin-
tervalo. Se puede aproximar la porcién de la ldmina que queda en el i-€simo subintervalo
por un rectdngulo cuya altura es & = f(x;) — g(x,). Porque la densidad del rectangulo es p,
Su masa es

m, = (densidad)(drea)
= f’[f(xi) - g(xi)]ﬁxr;

Dencidad Altura Ancho

Ahora, considerando esta masa localizada en el centro (x;, y;) del rectdngulo, la distancia diri-
gidadel eje x a (x,, y,) es y;, = [f(x,) + g(x,)]/2. Asi, el momento de m; respecto del eje x es

Momento = (masa)(distancia)

=my;

p[f(x,‘) - g(xi)] Ax[w}

Al sumar los momentos y tomar el limite cuando n — 00 hace pensar en las definiciones
siguientes.

MOMENTOS Y CENTRO DE MASA DE UNA LAMINA PLANA

Sea f y g funciones continuas tal que f(x) = g(x) en [a, b], y considerar la ldmina
plana de densidad uniforme p limitada por las graficas

=fx),y=gx)ya=x=b.

1. Los momentos respecto al eje x y y son

m = [ |29 ig00 — tonan

M, =p f A f() = g(x)] dx

: M
2. FEl centro de masa (x, y) estd dado por X = ;} yy= Zx’ donde

m = p [P[f(x) — g(x)] dx es la masa de la ldmina.




f@=4-x

f(x)

Figura 7.62

Centro de masa:

0.4

El centro de masa es el punto de equilibrio
Figura 7.63

SECCION 7.6 Momentos, centros de masa y centroides 503

EJEMPLO 4 Centro de masa de una lamina plana

Encontrar el centro de masa de la ldmina de densidad uniforme p acotada por la grafica de
f(x) =4 —x’yelejex.

Solucion  Porque el centro de masa estd situado en el eje de simetria, se sabe que x = 0.
Es mas, la masa de la lamina es

2
m=pf 4 — x?) dx
-2

3 2
p 3 Y
32p.
3
Para encontrar el momento respecto del eje x, poner un rectdngulo representativo en la region,
como se muestra en la figura 7.62. La distancia del eje x al centro de este rectdngulo es

Porque la masa del rectdngulo representativo es
pflx) Ax = p(4 — x?) Ax

se tiene

2

4 — x2

Mx=pJ 2x (4 — x?) dx
-2

2
=pf (16 — 8x2 + x%) dx
2 ),
o[ 82 XT
2[16x 3 + 5|,
=256p
15

y y estd dada por

M, 256p/15 _ 8

X

YT T 320/3 5

Asi, el centro de masa (o punto de equilibrio) de la ldmina es (0, £), como se muestra en la
figura 7.63.

La densidad p en el ejemplo 4 es un factor comtin a los momentos y a la masa, por
lo que se cancela y no aparecen las coordenadas del centro de masa. Asi que, el centro de
masa de una lamina de densidad uniforme sélo depende de la forma de la Idmina y no de su
densidad. Por esta razén, el punto

()?, ; ) Centro de masa o centroide.

a veces se llama el centro de masa de una region en el plano, o centroide de la regién. En
otros términos, para encontrar el centroide de una region en el plano, se asume simplemente
que la regién tiene una densidad constante de p = 1 y se calcula el centro correspondiente
de masa.
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EJEMPLO 5 Centroide de una regién plana

Encontrar el centroide de la regién limitada por las graficas de f(x) = 4 — x>y
gx)=x+2.

Solucién Las dos graficas se cortan en los puntos (—2, 0) y (1, 3), como se muestra en la
figura 7.64. Asi, el drea de la regién es
1

AZJ_Z[f(x)—g(x)]dx=f (2—x—x2)dx=%

-2

El centroide (x, y) de la regidn tiene las coordenadas siguientes.

1! 2 (!
X = 4—x)—(x+2)]de=2 —x* —x*+ 2x)d
Figura 7.64 x= f—z x4 —x?) — (x+2)]dx 5 ,f—z (=3 —x x) dx
:2[_)#_)?”211 _ 1
9 4 3 2 2
. 1" [@-x)+(x+2
EXPLORACION y:Af [( x)2 (x )][(4—x2)—(x+2)]dx
-2
Cortar una forma irregular de una 2/1 1
pieza de carton. = 5(5) f (=x2+x+6)(—x2—x+2)dx
-2
a) Sostener un ldpiz verticalmente 1 1
y mover el objeto sobre el punto =9 J (x* — 9x2 — 4x + 12) dx
del lapiz hasta localizar el cen- -2 |
troide. 1 x 5 ) 12
b) Dividir el objeto en elemen- - 5[? — 3 = 2%+ 12 S, 5

tos representativos. Hacer las

medidas necesarias y aproximar

numéricamente el centroide. Asi, el centroide de laregiénes (x,y) = (— i %). —
Comparar sus resultados con el

resultado del apartado a). . . . . .
p ) Para las regiones planas simples, se pueden encontrar los centroides sin recurrir a la

integracion.

EJEMPLO 6 Centroide de una regién plana simple

Encontrar el centroide de la regién mostrada en la figura 7.65a).

<] >

Solucién  Sobreponiendo un sistema de coordenadas en la region, como se muestra en la

l 3 2—>'T figura 7.65D), se pueden localizar los centroides de los tres rectangulos en
! 2 L)Y
II l <2a 2)9 <25 2 y (59 1)‘
a) Region original Usando estos tres puntos, se puede encontrar el centroide de la region.
t A =regién del drea=3 + 3 + 4 = 10
3T - _ 1/2)3) + (5/2)3) + (5)4) _ 29 _
( 1 ;) X = = =29
o1 B 2°2 10 10
e 6.1 5= B/206) + (1/2)() + (@) _ 10 _
() 10 10
i 2 3 4 5 6 Asi, el centroide de la regién es (2.9, 1). ——

b) El centroide de tres rectangulos
Figura 7.65 En el ejemplo 6, notar que (2.9, 1) no es promedio de (%,%), (%,%) y (5, 1). ]



Centroide de

El volumen Ves 277 rA, donde A es el area
de la region R
Figura 7.66

EXPLORACION

Usar el método de las capas para
mostrar que el volumen del toro estd
dado por

V= f3477x\/1 — (x — 2)2dx.

Evaluar esta integral usando calcu-
ladora. ;Coincide la respuesta con la
del ejemplo 7?
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Teorema de Pappus

El dltimo tema en esta seccion es un teorema util acreditado a Pappus de Alejandria (ca. 300
d.C.), matemdtico griego, cuya Mathematical Collection en ocho volimenes es un registro
de la matemadtica griega cldsica. La prueba de este teorema se da en la seccion 14.4.

TEOREMA 7.1 EL TEOREMA DE PAPPUS

Sea R una regién en un plano y sea L una recta en el mismo plano tal que L no inter-
seca el interior de R, como se muestra en la figura 7.66. Si r es la distancia entre el
centroide de R y la recta, entonces el volumen V del sélido de revolucién formado al
girar R sobre la recta es

V=2mwrA

donde A es el drea de R. (Observar que 27 r es la distancia recorrida por el centroide
cuando la regién gira en torno a la recta.)

El teorema de Pappus puede usarse para encontrar el volumen de un toro, como se
muestra en el ejemplo siguiente. Recordar que un toro es un sélido en forma de rosquilla
formado al girar una regién circular alrededor una recta que queda en el mismo plano como
el circulo (pero no corta el circulo).

EJEMPLO 7 Encontrar el volumen por el teorema de Pappus

Encontrar el volumen del toro que se muestra en la figura 7.67a que es formado al girar la
region circular limitada por

(x—22+y2=1

alrededor del eje y, como se muestra en la figura 7.67b.

24 @-22+y*=1

Centroide

Toro 9|’

a) b)
Figura 7.67

Solucién En la figura 7.67b se puede ver que el centroide de la region circular es (2, 0).
Ast, la distancia entre el centroide y el eje de revolucién es r = 2. Dado que el drea de la
region circular es A = r, el volumen del toro es
V=2mwrA
= 27(2)(m)
= 472

~ 39.5.
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II Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, encontrar el centro de masa de la masa
puntual situado en el eje x.

Aplicaciones de la integral

1. m=7m,=3,my=35
X, ==5x=1x=3

2. m=T7m,=4my=3,m; =38
x,=-3,x=="2x=5x=4

3. m=1m=1m=1m=1ms=1
=12,x, =15,x5; =18
4 m =12,my=1,my=6,m, =3, ms =11
0,x5 =38

X, =7,x,=8,x3

X, =—6,x,=—4x;=—-2,x, =

5. Razonamiento grdfico

a) Trasladar cada masa del punto en el ejercicio 3 a las cinco
unidades a la derecha y determinar el centro resultante de
masa.

b) Trasladar a la izquierda tres unidades cada masa del
punto en el ejercicio 4 y determinar el centro de masa
resultante.

6. Conjetura Usar el resultado del ejercicio 5 para hacer una
conjetura sobre el cambio en el centro de masa que resulta cuando
cada masa del punto se traslada k unidades horizontalmente.

Problemas de estdtica Enlos ejercicios 7y 8, considerar una viga
de longitud L con un apoyo a x pies de un extremo (ver la figura).
Se colocan los objetos con pesos W, y W, en los extremos opuestos
de la viga. Encontrar x tal que el sistema esté en equilibrio.

W,

W,

7. Dos nifios que pesan 48 libras y 72 libras van a jugar en un
columpio que tiene 10 pies de largo.

8. Para mover una roca de 600 libras, una persona que pesa 200
libras quiere balancearla con una viga que tiene 5 pies de lon-
gitud.

En los ejercicios 9 a 12, encontrar el centro de masa del sistema
de las masas puntuales dado.

9. m; 5 1 3
(xl’yl) (2’ 2) (_3’ 1) (17 _4)

10. m; 10 2 5
(xl’y]) (1’ _1) (5’ 5) (_4’ 0)

1. m; 12 6 45 5
(xl».)’1) (2, 3) (-1, 5) (6, 8) (2, _2)
12. m; 3 4
py) | (=2,=3) | (5.5)
m; 2 1 6
Ccpy) | (71 1 (0,00 | (=3,0)

En los ejercicios 13 a 26, encontrar M, M, y (x,y) para las 14-
minas de densidad uniforme p acotadas por las grificas de las
ecuaciones.

13. y=%x,y=0,x=2
15, y=/xy=0,x=4
17. y=x%y=x°

18. y=Jxy= 35X

19. y=—x>+4x+2,y=x+2
20. y=\/;c+1,y=_%x+1

21, y=x*3y=0,x=38

22, y=x3y=4

23, x=4—-y2x=0

24, x=2y —y%Lx=0

25. x=—y,x =2y —y?

26. x=y+2,x=y?

4. y=—x+3,y=0,x=0
16.y=%x2,y=0,x=3

En los ejercicios 27 a 30, formular y evaluar las integrales
para encontrar el area y los momentos sobre los ejes x y y para
la region acotada por las graficas de las ecuaciones. (Asumir
p=1)

27. y=x%y=2x

1

28. y=;,y=0,l£x£4

29, y=2x+4,y=0,0<x<3
30 y=x2—4,y=0

lq? En los ejercicios 31 a 34, usar una herramienta de graficacion para

hacer la grafica de la region acotada por las graficas de las ecua-
ciones. Usar las capacidades de integracion de una herramienta
de graficacion para aproximar el centroide de la region.

3. y=10x/125 — 3,y =0

32, y=xe%,y=0,x=0,x=14

33. Seccion prefabricada de un edificio.
y=35 m, y=0

34. Bruja de Agnesi.

8

2+4y—0x——2x=2

y =



En los ejercicios 35 a 40, encontrar y/o verificar el centroide de
la region comiin usada en ingenieria.

35. Tridngulo Mostrar que el centroide del tridngulo con vértices
(= a,0),(a,0)y (b, c) es el punto de interseccion de las medianas
(ver la figura).

y y
(b, 0)
(b, ¢) (a+b,c)
A~
& x el ™ X
(=a, 0) (a,0)

Figura para 35 Figura para 36

36. Paralelogramo Mostrar que el centroide del paralelogramo
con vértices (0, 0), (a, 0), (b, ¢) y (a + b, ¢) es el punto de
interseccion de las diagonales (ver la figura).

37. Trapecio Encontrar el centroide del trapecio con vértices (0, 0),
(0, a), (c, b) y (¢, 0). Mostrar que es la interseccién de la recta
que conecta los puntos medios de los lados paralelos y la rec-
ta que conecta los lados paralelos extendidos, como se muestra
en la figura.

y y
0,
( a)‘ ,
0,0
¥ : - B .
b // =r r
i ’

Figura para 37 Figura para 38

38. Semicirculo Encontrar el centroide de la regién acotada por
las graficas de y = /1> — x> yy = 0 (ver la figura).

39. Semielipse Encontrar el centroide de la region acotada por las

gréificas de y = S\/a2 — x2yy = 0 (ver la figura).

y Y Regi6n parabdlica
1,1
b
f § y = 2x— x>
X X
—a a (0, 0)
Figura para 39 Figura para 40
40. Region parabdlica Encontrar el centroide de la regién para-

bélica mostrada en la figura.
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Razonamiento grdfico Considerar la regién acotada por las
graficas de y = x>y y = b, donde b > 0.

a) Dibujar una gréfica de la region.

b) Usar la grafica del apartado a) para determinar x. Ex-
plicar.

¢) Formular la integral para encontrar M. Debido a la forma
del integrando, el valor de la integral puede obtenerse sin
integrar. /Cudl es la forma del integrando y cudl es el valor
de la integral? Comparar con el resultado del apartado b).

b

d) Usar la gréfica del apartado a) para determinar si ¥ > 50

y < g Explicar.
e) Usarlaintegracion para verificar la respuesta en el aparta-
do d).
Razonamiento grdfico y numérico Considerar la region
acotada por las graficas de y = x>y = b, donde b >0y nes un
entero positivo.

a) Formular la integral para encontrar M. Debido a la forma
del integrando, el valor de la integral puede obtenerse sin
integrar. ;Cudl es la forma del integrando y cudl es el valor
de la integral? Comparar con el resultado b).

b b .

b) (Esy > 5 oy < 5? Explicar.

¢) Usar integracion para encontrar y como una funcién de n.

d) Usar el resultado del apartado c) para completar la tabla.

n 1 2 3 4

y

e) Encontrar lim}y.
n—oo
f) Dar una explicacion geométrica del resultado en el apar-
tado e).

Modelado matemdtico Un fabricante de ventanas para ca-
mionetas modificadas necesita calcular el centro de masa. Para
lo cual sobrepone un sistema de coordenadas en un prototipo
del vidrio (ver la figura). Las medidas (en centimetros) para la
mitad derecha del pedazo simétrico de vidrio se muestran en
la tabla.

x| 0 | 10 | 20| 30 | 40
y 130 292620 | 0

a) Usarlareglade Simpson para aproximar el centro de masa
del vidrio.

b) Usar las capacidades de regresion de una calculadora para
encontrar un modelo polinémico de cuarto grado para los
datos.

¢) Usar las capacidades de integracion de una calculadora
y el modelo para aproximar el centro de masa del vidrio.
Comparar con el resultado del apartado a).

y
40+

20+
10+

-40 -20
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HF 44. Modelado matemdtico El fabricante de un barco necesita apro-

ximar el centro de masa de una seccidén del casco. Un sistema
de coordenadas se sobrepone en un prototipo (ver la figura). Las
medidas (en pies) para la mitad derecha del prototipo simétrico
se listan en la tabla.

x 0 0.5 1.0 1.5 2

[ | 150 | 1.45 | 1.30 | 0.99 0

d | 050 | 048 | 043 | 0.33 0

a) Usarlaregla de Simpson para aproximar el centro de masa
de la seccidn del cascardn.

b) Usar las capacidades de la regresion en una calculadora
para encontrar los modelos polinémicos de cuarto grado
para ambas curvas mostradas en la figura. Trazar los datos
y trazar la grafica de los modelos.

¢) Usar las capacidades de la integracion en una herramienta
de graficacién y el modelo para aproximar el centro de
masa de la seccidn del cascarén. Comparar el resultado con
el apartado a).

=

En los ejercicios 45 a 48, introducir un sistema de coordenadas
apropiado y encontrar las coordenadas del centro de masa de la
lamina plana. (La respuesta depende de la posicion del sistema
de coordenadas elegido.)

45. T 46. =<1
T l ) ——>t=< ]-»lT
N le——D—1 <] i 2
1 l
¥ Y
47. 48. z
—
6
gl
< >

49. Encontrar el centro de masa de la lamina, del ejercicio 45 si la
seccidn circular tuviera el doble de la densidad de la cuadrada.

50. Encontrar el centro de masa de la lamina del ejercicio 45
si la seccion cuadrada tuviera el doble de la densidad de la
circular.

Enlos ejercicios 51 a 54, usar el teorema de Pappus para encontrar
el volumen del sélido de revolucion.

51. Eltoroformadoal girarel circulo (x — 5)? + y> = 16 alrededor del
ejey.

52. Eltoroformado al girarel circulox? + (y — 3)? = 4 alrededor del
eje x.

53. El sélido formado al girar la regién acotada por las gréificas de
y =x,y =4yx = 0 alrededor del eje x.

54. El sélido formado al girar la regién acotada por las gréificas de
y=2Vx—2,y =0 yx = 6alrededor del eje y.

Desarrollo de conceptos

55. Sea la masa puntual m,, m,, . . ., m,, localizada en (x,, y,)
(X5, ¥5), - - ., (x,, y,). Definir el centro de masa (x, y).

56. (Qué esunaldmina plana? Describir lo que significa el centro
de masa (x, y) de una ldmina plana.

57. Enumerar el teorema de Pappus.

Para discusion

58. El centroide de la region plana acotado por las gréficas de
y=fx),y=0,x=0yx=les (% ). (Es posible encon-
trar el centroide de cada una de las regiones acotadas por las
gréficas de los siguientes conjuntos de ecuaciones? En ese
caso, identificar el centroide y explicar la respuesta.

a) y=fx)+2,y=2,x=0 y x=1

by y=fx—-2),y=0,x=2 y x=3

o) y=—fx),y=0,x=0 y x=1

d) y=f(x),y=0 x=—1

y x=1

En los ejercicios 59 y 60, usar el segundo teorema de Pappus el cual
se enuncia a continuacion. Si un segmento de una curva plana
C se gira alrededor de un eje que no corta la curva (posiblemente
excepto a sus puntos finales), el area S de la superficie de revolu-
cion resultante esta dada por el producto de la longitud de C por
la distancia d recorrida por el centroide de C.

59. Una esfera se forma al girar la grafica de y = /r? — x?

alrededor del eje x. Usar la féormula para el drea de la super-
ficie, S = 42, para encontrar el centroide del semicirculo
y= VA= 2.

60. Un toro se forma al girar la grafica de (x — 1)> + y? = 1 alrededor
del eje y. Encontrar el drea de la superficie del toro.

61. Sea n = 1 constante, y considerar la regién acotada por
f(x) =x" eleje x y x = 1. Encontrar el centroide de esta region.
Cuando n — o0 ;qué aspecto tiene la regién y donde estd su
centroide?

Preparacion del examen Putnam

62. Sea Vlaregion en el plano cartesiano que consiste en todos
los puntos (x, y) satisfaciendo las condiciones simultineas
|x| = y = |x| + 3 y y = 4. Encontrar el centroide (x, y)
de V.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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[] Presion y fuerza de un fluido

The Granger Collection

BLAISE PASCAL (1623-1662)

Pascal es conocido por sus contribuciones
a diversas areas de las matematicas y de la

fisica, asi como por su influencia en Leibniz.

Aunque buena parte de su obra en calculo
fue intuitiva y carente del rigor exigible en
las matematicas modernas, Pascal anticipo
muchos resultados relevantes.

® Encontrar la presion y la fuerza de un fluido.

Presion y fuerza de un fluido

Los buceadores saben que mientras mads profundo se sumerge un objeto en un fluido, es
mayor la presion sobre el objeto. La presion se define como la fuerza ejercida por unidad
de 4rea en la superficie de un cuerpo. Por ejemplo, para una columna de agua que tiene
10 pies de altura y 1 pulg? pesa 4.3 libras, la presion del fluido ejercida a una profundidad
de 10 pies de agua es 4.3 /pulg?.* A 20 pies, ésta aumentaria a 8.6 libras/pulg? y en general
la presién serd proporcional a la profundidad a la que esté el objeto en el fluido.

DEFINICION DE PRESION DE FLUIDO

La presién en un objeto a la profundidad % en un liquido es
Presion = P = wh

donde w es la densidad de peso del liquido por unidad de volumen.

A continuacién se muestran varias densidades de peso de fluidos comunes en libras/pie>.

Alcohol etilico 494
Gasolina 41.0-43.0
Glicerina 78.6
Keroseno 51.2
Mercurio 849.0
Agua de mar 64.0
Agua 62.4

Cuando se calcula la presion del fluido, se puede usar una importante (y sorprendente)
ley fisica llamada el principio de Pascal en honor del matematico francés Blaise Pascal.
El principio de Pascal establece que la presion ejercida por un fluido a una profundidad i
es exactamente igual en todas direcciones. Por ejemplo, en la figura 7.68, la presion a la
profundidad indicada es la misma para los tres objetos. Como se da la presion del fluido en
términos de la fuerza por unidad de drea (P = F/A), la fuerza del fluido en una superficie
de drea A sumergida horizontalmente es

Fuerza del fluido = F = PA = (presién)(drea).

La presion en / es la misma para los tres objetos
Figura 7.68

*La presion total en un objeto sumergido a 10 pies de agua también incluiria la presion debida
a la atmdsfera de la Tierra. Al nivel del mar, la presion atmosférica es aproximadamente 14.7
libras/pulg®.
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La fuerza del fluido sobre una lamina de
metal horizontal es igual a la presion del
fluido por el area de la lamina

Figura 7.69

LO)—

Los métodos de calculo seran usados para
encontrar la fuerza del fluido sobre una
placa de metal vertical

Figura 7.70

EJEMPLO I Fuerza de un fluido sobre una lamina sumergida

Encontrar la fuerza de un fluido sobre una ldmina de metal rectangular que mide 3 pies por
4 pies que es sumergida a 6 pies en el agua, como se muestra en la figura 7.69.

Solucién  Porque el peso por unidad de agua es 62.4 libras por pie® y la ldmina se sumerge
a 6 pies en el agua, la presion del fluido es

P = (62.4)(6) P=wh
= 374.4 libras por pie’

Porque el drea total de la 1dmina es A = (3)(4) = 12 pies?, la fuerza del fluido es

F=PA= (374 4 l;bras

)(12 ies?)
= 4 492 .8 libras

Este resultado es independiente del recipiente del agua. La fuerza del fluido serfa la misma
en una piscina que en un lago. —

En el ejemplo 1, debido a que la ldmina es rectangular y horizontal no son necesarios
los métodos de cdlculo para resolver el problema. Considerar una superficie que se sumerge
verticalmente en un fluido. Este problema es mds dificil porque la presion no es constante
sobre la superficie.

Suponer que una ldmina vertical se sumerge en un fluido de peso w (por unidad de
volumen), como se muestra en la figura 7.70. Para determinar la fuerza total ejercida sobre
una cara entre la profundidad c y la profundidad d, se puede subdividir el intervalo [c, d]
en n subintervalos, cada uno de anchura Ay. Luego, considerar el rectdngulo representativo
de anchura Ay y longitud L(y;), donde y, estd en el i-ésimo subintervalo. La fuerza ejercida
contra este rectdngulo representativo es

AF,; = w(profundidad)(area)
wh(y,)L(y;) Ay.

La fuerza sobre los n rectangulos es
> AF = wY h(y,)L(y,) Ay.
=1 =1

Observar que se considera que w es constante y se factoriza fuera de la suma. Por consi-
guiente, si el limite es ||A|| — 0 (n — ©0), sugiere la definicién siguiente.

DEFINICION DE FUERZA EJERCIDA POR UN FLUIDO

La fuerza F ejercida por un fluido de peso-densidad constante w (por unidad de
volumen) sobre una regién plana vertical sumergida desde y = c hastay = d es

=w lim Eh(y, (v;) Ay

Ial>0 &4
= Wf h(y)L(y) dy

donde A(y) es la profundidad del fluido en y y L(y) es la longitud horizontal de la
regioén en y.




4 pies

8 pies

<— 6 pies —>!

a) Compuerta de una presa
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b) Lafuerza del fluido sobre la compuerta
Figura 7.71

=
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EJEMPLO 2 Fuerza de un fluido en una superficie vertical

Una compuerta de una presa vertical en un dique tiene la forma de un trapecio, con 8 pies
en la parte superior y 6 pies en el fondo, con una altura de 5 pies, como se muestra en la
figura 7.71a. ;Cudl es la fuerza del fluido en la compuerta cuando la parte superior esta
4 pies debajo de la superficie del agua?

Solucién Formular un modelo matemadtico para este problema, tiene libertad para localizar
los ejes x y y de maneras diferentes. Una sugerencia conveniente es tomar el eje y, bisecar
la compuerta y poner el eje x en la superficie del agua, como se muestra en la figura 7.71b.
Asf, la profundidad del agua en y, en pies, es

Profundidad = 4 (y) = —y.

Para encontrar la longitud L(y) de la regién en y, localizar la ecuacién de la recta que
forma el lado derecho de la compuerta. Porque esta recta atraviesa los puntos (3, —9) y
(4, —4), su ecuacidn es

B Sl Gl ) PR
y- (9= 3)
y+9=5@x—3)
y=5x—24
_y+24.
YT s

En la figura 7.71b se puede observar que la longitud de la regién en y es

Longitud = 2x
2

=5 +24)

= L(y).

Por dltimo, integrando de y = —9 ay = —4 se puede calcular la fuerza del fluido para
ser

F = Wf h(y)L(y) dy

=624f?—ym§>b/+24hb

-9

o\ [
—62.4 <5>f (y> + 24y) dy
-9
_ 2\[y? 2}4
62.4 <5>[ 3 + 12y L
2\(—1675
—62.4( 5)( . )

13 936 libras.

En el ejemplo 2, el eje x coincidid con la superficie del agua. Esto es conveniente, pero
arbitrario. Al elegir un sistema de coordenadas para representar una situacion fisica, se deben con-
siderar varias posibilidades. A menudo puede simplificar los cdlculos en un problema si localiza
el sistema de coordenadas aprovechando las caracteristicas especiales del problema, como la si-
metria. |
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==

T T

Ventana de
observacion

La fuerza del fluido en la ventana

Figura 7.72

10

-1.5

|

-2

fnoesderivableenx = =1

Figura 7.73

Aplicaciones de la integral

EJEMPLO 3 Fuerza de un fluido sobre una superficie vertical

Una ventana circular para observacién en un buque de investigacién marina tiene un radio de
1 pie, y el centro de la ventana estd a 8 pies de distancia del nivel del agua, como se muestra
en la figura 7.72. ;Cudl es la fuerza del fluido sobre la ventana?

Solucion Para aprovechar la simetria, localizar un sistema de coordenadas tal que el origen
coincida con el centro de la ventana, como se muestra en la figura 7.72. La profundidad en
y es, entonces

Profundidad = h(y) = 8 — y.

La longitud horizontal de la ventana es 2x, y se puede usar la ecuacién para el circulo,
x> + y? = 1, y resolver para x como sigue.

Longitud = 2x
=2V1 =y =Ly

Por ultimo, dado que el rango de y va de —1 a 1, y la densidad del agua de mar es de
64 libras por pie?, se tiene

F= WJ_ h(y)L(y) dy

= 64f 8 —y)(2)V1 — y* dy.

Inicialmente parece como si esta integral fuera dificil de resolver. Sin embargo, si se divide
la integral en dos partes y se aplica la simetria, la solucién es simple.

F = 64(16)fl V1 = y?dy — 64(2)Jl vy 1 — y2dy

La segunda integral es O (porque el integrando es impar y los limites de integracion son
simétricos al origen). Es mds, reconociendo que la primera integral representa el drea de un
semicirculo de radio 1, se obtiene

F= 64(16)(%) — 64(2)(0)
= 5127
=~ 1 608.5 libras

Asi, 1a fuerza del fluido en la ventana es 1 608.5 libras. ——

TECNOLOGIA Para confirmar el resultado obtenido en el ejemplo 3, se podria con-
siderar la regla de Simpson para aproximar el valor de

1
128[ (8 — x)V/1 — x2dx.
-1

De la grafica de

f) =@ -xv1-x

sin embargo, se puede observar que fno es derivable cuando x = =1 (ver la figura 7.73).
Esto significa que no se puede aplicar el teorema 4.19 de la seccién 4.6 para determinar
el error potencial en la regla de Simpson. Sin conocer el error potencial, la aproximacién
es de poca utilidad. Usar una calculadora para aproximar la integral.



II Ejercicios

Fuerza ejercida sobre una lamina sumergida En los ejercicios 1
a 4, se da el area del lado superior de una lamina de metal. La
lamina se sumerge horizontalmente a 5 pies del agua. Encontrar
la fuerza del fluido en el lado de la parte superior.

1. 3 pies? 2.
3. 10 pies?

16 pies?
4. 22 pies?

Fuerza de flotacion En los ejercicios 5 y 6, encontrar la fuerza
de flotacion de un sélido rectangular de las dimensiones dadas
sumergido en el agua con su cara superior paralela a la superficie
del agua. La fuerza de flotacién es la diferencia entre las fuerzas
del fluido en la parte superior y los lados del fondo del sélido.

5. 6.

i} T

‘{ .
3 pies 4 pie
y !g -é/Sip;ies

6 pies

=

H

2 pi

2 pies

Fuerza de un fluido sobre la pared de un tanque En los ejercicios
7 a 12, encontrar la fuerza del fluido en el lado vertical del tanque
donde las dimensiones se dan en pies. Asumir que el tanque esta
lleno de agua.

7. Rectangulo 8. Tridngulo

4 ——1 e————— 44—

| — ) ———|

9. Trapezoide 10. Semicirculo

fe——— f ——>

l— ) —>1

11. Parébola, y = x? 12. Semielipse

y = =336 — 92

le———— 4 ————1 e——

vV ©
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Fuerza de un fluido de agua En los ejercicios 13 a 16, encontrar
la fuerza de un fluido en la placa vertical sumergida en agua donde
las dimensiones se dan en metros y la densidad de peso del agua
es 9 800 newtons por metro®.

13. Cuadrado 14. Cuadrado

l—— o ——1

e— N —>1

15. Tridngulo 16. Rectingulo

A

(OS]

- <] >
e——( —>1

Fuerza ejercida en una estructura de concreto (hormigon) En los
ejercicios 17 a 20, la figura es el lado vertical de una estructura de
concreto vertido que pesa 140.7 libras/pie’. Determinar la fuerza
en esta parte de la estructura de concreto.

17. Rectiangulo 18. Semielipse

y = —% 16 —x?

<—4 pies —>
| ¢ 2 pies :
10 pies 3 pies
19. Rectangulo 20. Triangulo
T 5 pies B
4 pies 3 pies
6 pies B N

21. Fuerza ejercida por la gasolina Un tanque de gasolina cilin-
drico estd colocado con su eje en posicion horizontal. Encontrar
la fuerza del fluido sobre una de las paredes del tanque si éste
estd medio lleno, asumiendo que su didmetro es de 3 pies y la
gasolina pesa 42 libras/pie>.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

CAPITULO 7 Aplicaciones de la integral

Fuerza de fluido de la gasolina Repetir el ejercicio 21 para
un tanque que estd lleno. (Evaluar una integral por una férmula
geométrica y el otro observando que el integrando es una funcién
impar.)

Fuerza de un fluido en una placa circular  Una placa circular
r pies es sumergida verticalmente en un tanque de un fluido que
pesa w libras/pie?. El centro del circulo es k (k > r) pies debajo
de la superficie del fluido. Mostrar que la fuerza del fluido en
la superficie de la placa es

F = wk(mr?).

(Evaluar una integral por una férmula geométrica y el otro ob-
servando que el integrando es una funcién impar.)

Fuerza de un fluido en una placa circular Usar el resultado
del ejercicio 23 para encontrar la fuerza de un fluido en una placa
circular como se muestra en cada figura. Asumir que las placas
estdn en la pared de un tanque lleno de agua y las medidas estan
dadas en pies.

5
Fuerza de un fluido en una placa rectangular Una placa
rectangular de altura / pies y base b se sumerge verticalmente en
un tanque de fluido que pesa w libras por pie ctibico. El centro

estd k debajo de la superficie del fluido donde k > /1/2. Mostrar
que la fuerza del fluido en la superficie de la placa es

F = wkhb.

a) b)

Fuerza de un fluido en una placa rectangular Usar el resul-
tado del ejercicio 25 para encontrar la fuerza de un fluido en
una placa rectangular como se muestra en cada figura. Asumir
que las placas estdn en la pared de un tanque lleno de agua y las
medidas estdn dadas en pies.

a) b)

-~ B —
| —— O\ —>|

10

Portilla de un submarino Una portilla en un lado vertical de
un submarino (sumergido en agua de mar) es un cuadrado de un
pie de lado. Encontrar la fuerza del fluido en la portilla, asu-
miendo que el centro del cuadrado esta 15 pies debajo de la
superficie.

Portilla de un submarino Repetir el ejercicio 27 para una
portilla circular que tiene un didmetro de un pie. El centro esta
15 pies debajo de la superficie.

H: 30.

29. Modelo matemdtico La popa vertical de un barco con un
sistema de coordenadas sobrepuesto se ilustra en la figura. La
tabla muestra la anchura w de la popa en los valores indicados
de y. Encontrar la fuerza del fluido contra la popa si las medidas
se dan en pies.

y 0|3
wlo|3]5]8]9]10

10.25 | 10.5 | 105

Nivel del agua y

Compuerta de un canal de irrigacion La seccion transversal
vertical de una compuerta de un canal de irrigacién es disefiado
por f(x) = 5x2/(x*> + 4),donde x se mide en pies y x = 0 corres-
ponden al centro del canal. Usar las capacidades de integracién
de una calculadora para aproximar la fuerza del fluido contra
una compuerta vertical que detiene el flujo de agua si el agua
estd a 3 pies de profundidad.

HF En los ejercicios 31 y 32, usar las capacidades de integracion en

una calculadora para aproximar la fuerza de un fluido en la pla-
ca vertical acotada por el eje x y la mitad superior de la grafica
de la ecuacion. Asumir que la base de la placa esta 15 pies deba-
jo de la superficie del agua.

PRI

— 4+ ==

28 16

Desarrollo de conceptos

33. Para pensar Aproximar la profundidad del agua en el
tanque en el ejercicio 7, si la fuerza del fluido es una mitad
mas grande que cuando el tanque estd lleno. Explicar por
qué la respuesta no es 3.

3L x84y = 42 32.

34. a) Definir la presion del fluido.

b) Definir la fuerza del fluido contra una regién del plano
vertical sumergida.

35. Explicar por qué la presion del fluido sobre una superficie

se calcula usando rectdngulos representativos horizontales
en lugar de rectdngulos representativos verticales.

Para discusion

36. Se colocan dos ventanas semicirculares idénticas a la misma
profundidad en la pared vertical de un acuario (ver la figura).
(Cudl tiene la fuerza del fluido mayor? Explicar.

vd d

N




II Ejercicios de repaso

En los ejercicios 1 a 10, esquematizar la region acotada por las
grificas de las ecuaciones, y determinar el area de la region.

10.

HF En los ejercicios 11 a 14, usar una herramienta de graficacion para
representar la region acotada por las graficas de las funciones, y
usar las capacidades de integracion en una herramienta de grafi-
cacion para encontrar el area de la region.

11.
12.
13.
14.

En los ejercicios 15 a 18, usar los rectangulos representativos ver-
ticales y horizontales para formular las integrales para encontrar
el drea de la region acotada por las graficas de las ecuaciones.
Encontrar el area de la region evaluando la mas facil de las dos

® N Ak

yfé,ny,xfl,fo
1
y:;,y74,x75
1
y—x2+l,y 0, x=-1,x=1

X

y
x=y>+1,x=y+3
y=e,y=¢e,x=0
y

= cscx, y = 2 (unaregién)

= sen x :cosxz<x<5£
Y Y 4=ty
cos 1 T <777'
x = X ==, 7Sy —
Y 23°7373

y=x>—8+3, y=3+8x—x?
y=x—4x+3,y=xx=0
\/}+\fy=l,y=0,x=0

y=xt—=2x2 y=2x

integrales.

15. x=y>—2y,x=0

16. y=¢751y=x;1

17. y=1*§,y=xf2,y=1
18. y=Ux—1,y=2,y=0,x=0
19.

Estimar el drea de la superficie del estanque usando a) la regla
de los trapecios y b) la regla de Simpson.

Ejercicios de repaso 515

HT- 20. Modelo matemdtico Latabla muestra el ingreso R, de servicio
anual en miles de millones de délares para la industria del telé-
fono celular durante los afios 2000 a 2006. (Fuente: Asociacion
de Telecomunicaciones Celulares e Internet)

Aiio | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006

R, 525 | 653 | 76.5 | 87.5 | 102.1 | 113.5| 125.5

a) Usar las capacidades de regresion de una calculadora para
encontrar un modelo exponencial para los datos. Sea 7 que
represente el afio, con = 10 que corresponden a 2000.
Usar una herramienta de graficacién para trazar los datos
y el modelo en la misma ventana.

b) Un consultor financiero considera que un modelo de in-
greso de servicio para los afios 2010 hasta 2015 es de
R, = 6 + 13.9¢%*. ; Cudl es la diferencia en el total de in-
gresos de servicios entre los dos modelos para los afios 2010
hasta 2015?

En los ejercicios 21 a 28, encontrar el volumen del sélido generado
al girar la region plana acotada por las ecuaciones alrededor de
la(s) recta(s) indicada(s).

21. y=x,y=0,x=3

a) ejex b) ejey
c) rectax =3 d) rectax =06
22. y=Vxy=2x=0
a) ejex b) rectay =2
c) ejey d) rectax = —1
P 2
23. I + 9= 1 a) ejey (esferoide oblongo)
b) eje x (esferoide prolato)
2 2
24. % + % =1 a) ejey (esteroide oblongo)
b) eje x (esferoide prolato)
1
25. yfx4+1,y70,x70,x71

gira alrededor del eje y

26. y=71 ,y=0,x=—-1,x=1
V1 +x

gira alrededor del eje x

27. y=1/0+Vx—=2),y=0,x=2,x=6
gira alrededor del eje y

28, y=e¢ ", y=0,x=0,x=1
gira alrededor del eje x

29. Areayvolumen Considerar la regién acotada por las graficas
de las ecuaciones y = x/x + 1 yy =0.

a) Encontrar el drea de la region.

b) Encontrar el volumen del sélido generado al girar la region
alrededor del eje x.

¢) Encontrar el volumen del sélido generado al girar la regién
alrededor del eje y.
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30.

31.

32.

CAPITULO 7 Aplicaciones de la integral

Para pensar Un sélido es generado al girar una region acotada
pory =x*>+ 4,y =0,x = 0y x = 3 alrededor del eje x. Crear la
integral que obtiene el volumen del sélido usando a) el método
de los discos y b) el método de las capas (no integrar). ¢) ;,Cada
método da lugar a una integral con respecto a x?

Gasolina en un tanque Un tanque de gasolina es un esferoi-
de oblato generado al girar la region acotada por la grafica de
(x2/16) + (y*/9) = 1 alrededor del eje y donde x 'y y son medidos
en pies. (A qué altura llega la gasolina en el tanque cuando se
llena a un cuarto de su capacidad?

Tamario de una base La base de un sélido es un circulo de
radio a y sus secciones transversales verticales son tridngulos
equildteros. El volumen del sélido es 10 metros ctibicos. Encon-
trar el radio del circulo.

En los ejercicios 33 y 34, encontrar la longitud de arco de la grafica
de la funcion en el intervalo dado.

33.

fﬂF 35.

36.

37.
38.

39.

40.

41.

42,

=1x3+i
Y76

4o
f =30n 0.4 34 -

[1,3]
Longitud de una catenaria Un cable de suspensién de un
puente forma una catenaria modelada por la ecuacién

X

y = 300 cosh(2 000

)*280, —2000 < x <2000

donde x y y son medidos en pies. Usar una computadora para
aproximar la longitud del cable.

Aproximacion Determinar qué valor aproxima mejor la lon-
gitud de arco representada por la integral

/4
f V1 + (sec? x)? dx.
0

(Hacer la seleccién con base en un esquema de arco y sin hacer
algun célculo.)

a) —2 b) 1 d) 4 e) 3
Area de una superficie Usar la integracién para encontrar el

drea de la superficie lateral de un cono circular recto de altura
4 y radio 3.

c) m

Area de una superficie La region acotada por las grificas de
y=2x,y=0,x=3yx = 8 giraalrededor del eje x. Encontrar
el area de la superficie del s6lido generada.

Trabajo Se necesita una fuerza de 5 libras para estirar un
resorte 1 pulgada de su posicién natural. Encontrar el trabajo
realizado al estirar el resorte de su longitud natural de 10 pul-
gadas a una longitud de 15 pulgadas.

Trabajo Lafuerzarequerida para estirar un resorte es 50 libras.
Encontrar el trabajo realizado al estirar el resorte de su longitud
natural de 10 pulgadas al doble de esa longitud.

Trabajo Un pozo de agua tiene ocho pulgadas de didmetro
y 190 pies de profundidad. El agua llega a 25 pies de la parte
superior del pozo. Determinar la cantidad de trabajo realizado
al vaciar el pozo, asumiendo que el agua no entra en €l mientras
estd bombedndose.

Trabajo Repetir el ejercicio 41, asumiendo que el agua entra al
pozo a una velocidad de 4 galones por minuto y la bomba trabaja
auna velocidad de 12 galones por minuto. ;Cudntos galones se
bombean en este caso?

43.

4.

45.

46.

Trabajo Una cadenade 10 pies de largo pesa 4 libras por pie y
estd colgada de una plataforma situada 20 pies sobre el nivel del
suelo. ;Cudnto trabajo se requiere para levantar toda la cadena
al nivel de 20 pies?

Trabajo Una grua estd a 200 pies sobre el nivel del suelo en
la parte superior de un edificio, usa un cable que pesa 5 libras
por pie. Encontrar el trabajo realizado para enrollar el cable si

a) un extremo esta al nivel del suelo.
b) hay una carga de 300 libras atada al extremo del cable.

Trabajo El trabajo realizado por una fuerza variable en una
prensa es 80 libras-pie. La prensa mueve una distancia de 4
pies y la fuerza es una ecuacion cuadrética de la forma F = ax?.
Encontrar a.

Trabajo Encontrar el trabajo realizado por la fuerza F mostrada
en la figura.

F
12
10
172} 8
g
S 6
508 ©.4)
4__
\
2 \
X
2 4 6 8 10 12

Pies

En los ejercicios 47 a 50, encontrar el centroide de la region acotada
por las graficas de las ecuaciones.

47.
48.
49.
50.
51.

52.

53.

54.

Vit Sy=Va, x=0,y=0

y=xLy=2x+3

y=a>—x%y=0

y=ehy =k

Centroide Un aspa de un ventilador industrial tiene la confi-

guracién de un semicirculo adosado a un trapecio (ver la figura).

Encontar el centroide de la hoja.
y

4+
3+

ZAV
IA/E-\
————— x
1412345 17
1
i, .

34
—4 —+

Fuerza de un fluido Una piscina tiene 5 pies de profundidad
en un extremo y 10 pies de profundidad en el otro, y el fondo
es un plano inclinado. La longitud y anchura de la piscina son
40y 20 pies. Si la piscina estd llena de agua, ;cudl es la fuerza
del fluido en cada una de las paredes verticales?

Fuerzade un fluido Mostrar que la fuerza de un fluido contra
cualquier regién vertical es el producto del peso por el volumen
cubico del liquido, el drea de la regién y la profundidad del
centroide de la region.

Fuerza de un fluido Usar el resultado del ejercicio 53 para
encontrar la fuerza del fluido en un lado de una placa circular
de radio 4 pies que se sumerge verticalmente en el agua para
que su centro esté 10 pies debajo de la superficie.



Iml Solucion de problemas

1.

Sea R el drea de la region en el primer cuadrante acotada por
la pardbola y = x? y larecta y = cx, ¢ > 0. Sea T el area del
tridngulo AOB. Calcular el limite

1’ —
L‘l—>n(}+ R
y
y

ce A B(c, ¢?)

T (o

y=x> “
% x

0 c

Figura para 1 Figura para 2

Sea L una ldmina de densidad uniforme p = 1 obtenida por el

giro del circulo A de radio r desde el circulo B de radio 2r (ver

figura).

a) Demostrar que M, = 0 para L.

b) Demostrar que M, para L es igual a (M, para B) —
para A).

¢) Encontrar M, para By M, para A. Entonces usar el apartado
b) para calcular M para L

d) (Cudl es el centro de masa de L?

Sea R la regién acotada por la pardbola y = x — x? y el eje x.
Encontrar la ecuacion de la recta y = mx que divide esta region
en dos regiones de drea igual.

a) Un toro se forma al girar la regién acotada por el circulo
(x =22 +y2=

alrededor del eje y (véase la figura). Usar el método de los discos
para calcular el volumen del toro.

21+ @-2P%+y*=1

Centroide

Solucién de problemas 517

b) Usar el método de los discos para encontrar el volumen del
toro si el circulo tiene radio r y su centro estd R unidades
del eje de rotacion.

Trazar la curva
8y2 = x2(1 — x?).
Usar un sistema algebraico por computadora para encontrar el

area de la superficie del sélido de revolucion obtenida al girar
la curva alrededor del eje y.

Un orificio perforado en el centro de una esfera de radio r (ver
la figura). La altura del anillo esférico restante es 4. Encontrar
el volumen del anillo y mostrar que es independiente del radio
de la esfera.

Un rectdngulo R de longitud / y anchura w se gira alrededor de la
recta L (ver la figura). Encontrar el volumen del sélido resultante
de revolucion.

Figura para 7

Figura para 8

a) La recta tangente a la curva y = x3 en el punto A(1, 1)
corta la curva en otro punto B. Sea R el drea de la region
acotada por la curva y la recta tangente. La recta tangente
a B corta la curva en otro punto C (ver la figura). Sea S el
drea de la region limitada por la curva y esta segunda rec-
ta tangente. ; Como se relacionan las dreas Ry S?

b) Repetir la construccion en el apartado a) seleccionando
un punto arbitrario A en la curva y = x3. Mostrar que las
dos dreas, Ry S, siempre estdn relacionadas de la misma
manera.

La grafica de y = f(x) pasa a través del origen. La longitud de

arco de la curva de (0, 0) a (x, f(x)) se da por

s(x) = fx\/l + e’ dt.

Identificar la funcién f.
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10.

11.

12.

13.

14.

CAPITULO 7 Aplicaciones de la integral

Sea f rectificable en el intervalo [a, b], y sea
slx) = f V1 + [f()P .

a) Encontrar ?

b) Encontrar ds y (ds)>.
¢) Si f(x) = /2, encontrar s(x) en [1, 3].
d) Calcular 5(2) y describir qué significa.

El principio de Arquimedes establece que la fuerza ascendente
o de flotacién de un objeto dentro de un fluido es igual al peso
del fluido que el objeto desplaza. Para un objeto parcialmente
sumergido, se puede obtener informacién sobre las densidades
relativas del objeto flotante y el fluido observando cuédnto del
objeto estd sobre y debajo de la superficie. También se puede
determinar el tamaiio de un objeto flotante si se sabe la cantidad
que estd sobre la superficie y las densidades relativas. Puede
verse la parte superior de un iceberg flotante (ver la figura). La
densidad del agua de océano es 1.03 X 103 kilogramos por metro
cibico, y ladel hielo es 0.92 X 103 kilogramos por metro ctbico.
(Qué porcentaje del iceberg estd debajo de la superficie?

— = y:—h

Esquematizar la regién acotada a la izquierda por x = 1, acotada
por arriba por y = 1/x, y acotada por debajo por y = —1/x°.

a) Encontrar el centroide de la region para 1 = x < 6.
b) Encontrar el centroide de la regién para 1 = x = b.

¢) (Dodnde esta el centroide cuando b — 00?

Esquematizar la region a la derecha del eje y, acotada por arriba
pory = 1/x*y acotada por debajo por y = —1/x*

a) Encontrar el centroide de la region para 1 = x = 6.
b) Encontrar el centroide de la regién para 1 = x = b.

¢) (Dodnde estd el centroide cuando b — 00?

Encontrar el trabajo realizado por cada fuerza F.

a) Y b) Y

—_ N W A

En los ejercicios 15 y 16, encontrar los excedentes de consumos
para las curvas de oferta y demanda [p,(x)] dadas. El excedente
del consumidor y excedente del productor son representados por
las areas mostradas en la figura.

P

Excedente
consumido
Punto de
equilibrio

Curva de
suministro

I
Excedente del ' Curva de

|
productor ! demanda

15.
16.

17.

18.

H'b)

%o

p,(x) =50 — 0.5x, p,(x) = 0.125x
pi(x) = 1000 — 0.4x2, p,(x) = 42x

Una piscina tiene 20 pies de ancho, 40 pies de largo y 4 pies de
profundidad en un extremo y 8 pies de profundidad en el otro
(ver la figura). El fondo es un plano inclinado. Encontrar la
fuerza del fluido en cada pared vertical.

Ay PK_.__

a) Encontrar por lo menos dos funciones continuas f que
satisfagan cada condicion.
D f(x)=0en]0,1] i) f(0) =0y f(1) =0
iii) El drea acotada por la gréfica de f y el eje x para
O0=x=1lesigualal.

Para cada funcidén encontrada en el apartado a), aproximar
lalongitud de arco de la grdfica de la funcién en el intervalo
[0, 1]. (Usar una calculadora si es necesario.)

¢) ¢Se puede encontrar una funcién f que satisfaga las con-
diciones dadas en el apartado a) donde la gréfica tiene una
longitud de arco menor que 3 en el intervalo [0, 1]?



|ﬂ Técnicas de integracion,
regla de L'HoOpital e
Integrales impropias

En los capitulos anteriores se estudiaron r
varias técnicas bdsicas para evaluar inte- .
grales simples. En este capitulo se anali-
zardn otras técnicas de integracion, como
la integracidn por partes, que se usan
para evaluar integrales mds complejas.
También se ensefiard una regla importante
para evaluar limites, denominada regla de
L’Hopital, la cual también ayuda en la
evaluacion de integrales impropias

En este capitulo, se aprendera:

B Cdmo relacionar un integrando con
una de las reglas basicas de
integracion. (8.1)

B Cémo encontrar una antiderivada
utilizando integracién por partes. (8.2)

B Cdémo evaluar integrales
trigonométricas. (8.3)

B Coémo usar la sustitucion
trigonométrica para evaluar una
integral. (8.4)

B Como utilizar la descomposicidn en
fracciones parciales para integrar g
funciones racionales. (8.5) it

B Cémo evaluar una integral indefinida
usando tabla de integrales y férmulas
de reduccion. (8.6)

FL - = - "
AP Photo/Topeka Capital-Journal, Anthony S. Bush/Wide World
La descomposicion en fracciones parciales es una técnica de integracion que
puede utilizarse para evaluar integrales que incluyan funciones racionales.

B Coémo aplicar la regla de L'Hopital ¢Como puede usarse la descomposicion en fracciones parciales para evaluar
para evaluar un limite. (8.7) una integral que da el costo promedio de extraer un porcentaje especifico de

un compuesto quimico del agua residual de una compaiiia? (Ver la seccion

B Co : : o
Coémo evaluar una integral impropia 8.5, ejercicio 63.)

(8.8)

De los estudios de célculo realizados hasta ahora, se sabe que una integral definida tiene limites de integracion finitos y un
integrando continuo. En la seccién 8.8 se estudiaran las integrales impropias, las cuales tienen por lo menos un limite de
integracién infinito o un integrando con discontinuidad infinita. Se vera que las integrales impropias convergen o divergen.

519



520 CAPITULO 8 Técnicas de integracion, regla de L’Hopital e integrales impropias

Iml Reglas hasicas de integracion

EXPLORACION

Comparacion de tres integrales
similares [Cuadles de las siguientes
integrales pueden evaluarse usando
las 20 reglas basicas de integracién?
Para las que sea posible, hacerlo asi.
Para las que no, explicar por qué.

a) j#dx
S = #2
3x
? jmd"

3x?
c)f ﬁ_xzdx

En el ejemplo 1c) se

sefiala que se requieren algunas
simplificaciones algebraicas
preliminares antes de aplicar las

reglas para la integracion, y que como
consecuencia mas que una regla, se
necesita evaluar la integral resultante. ll

B Revision de procedimientos para adaptar un integrando a una de las reglas basicas de
integracion.

Adaptacion de integrandos a las reglas basicas

En este capitulo se estudiardn varias técnicas de integracion que extienden el conjunto de
integrales en que las reglas basicas de integracion pueden aplicarse. Estas reglas se repasan
en la pagina 522. Un paso importante para resolver cualquier problema de la integracién con-
siste en reconocer qué regla basica de integracion usar. Como se muestra en el ejemplo 1, las
diferencias ligeras en el integrando pueden llevar a técnicas de solucién muy diferentes.

EJEMPLO I Una comparacion de tres integrales similares

Encontrar cada integral.

4 4x
@) fx2+9dx b)fx2+9

Solucion

4x?
dx c) f 219 dx

a) Usar laregla del arcotangente y seau = xy a = 3.

4 1
f 219 dx = 4J m dx Regla del miiltiplo constante.
1 X
=4 3 arctan 3 +C Regla del arcotangente.
4 X
= g arctan g + C Simplificar.

b) Aqui la regla del arcotangente no aplica porque el numerador contiene un factor de x.
Considerar la regla log y sea u = x*> + 9. Entonces du = 2x dx, y se tiene

4x d ’ 2x dx Resla del miliiog
X = ¢ alti stante.
2 +9 2419 egla del muiltiplo constante
du L )
=2|— Sustitucién: u = x> + 9.
u
= 2ln|u| +C=2In(x*+9) + C. Regla log.

¢) Ya que el grado del numerador es igual al grado del denominador, se debe usar la di-
visién primero para volver a escribir la funcién racional impropia como la suma de un
polinomio y una funcién racional propia.

4x? 36
fxz 19 dx = f <4 - m) dx Reescribir usando la divisién grande.
1
= 4 dx — 36 > I a dx Escribir como dos integrales.
x>+ 9
1 X
=4x — 36 garctang +C Integrar.
X
=4x — 12 arctang + C Simplificar.
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EJEMPLO 2 Uso de dos reglas basicas para resolver una sola integral

1

Evaluar xt3
N
y Solucién  Escribir la integral como la suma de dos integrales. Entonces aplicar la regla de

la potencia y la regla del arcoseno como sigue.

y:\;iz 2t ' x+3 f x d+J] 3,
— = ——dx ——dx
o NV el N N

V 1 ! ! 1
_ 2\ + - -
14 Zfo 4 — x2)~V2(—2x) dx 3f0 22_x2dx

1

[—(4 — X2+ 3 arcseni]
2o

T
-V3+-]—-(=2+0
El area de la region es aproximadamente ( V3 2 > ( )

1.839 =~ 1.839
Figura 8.1
Ver ﬁgura 8.1. —

TECNOLOGIA Laregla de Simpson puede usarse para dar una buena aproximacién
del valor de la integral en el ejemplo 2 (para n = 10, la aproximacién es 1.839). Al usar
la integracién numérica, sin embargo, se debe estar consciente de que la regla de Simp-
son no siempre da buenas aproximaciones cuando algunos de los limites de integracién
estan cercanos a una asintota vertical. Por ejemplo, usando el teorema fundamental del
calculo, se obtiene

1.99 x+3

~ 6.213.
0 RV 4 — )C

Aplicando la regla de Simpson (con n = 10) para esta integral se produce una aproxi-
macién de 6.889.

EJEMPLO 3 Una sustitucion del tipo a* —

Encontrar
f V16 — x°

Solucion Porque el radical en el denominador puede escribirse en la forma

Jar — 2 = /42— ()
Las reglas 18,
19y 20 de la integracién bdsica en la se puede probar la sustitucién u = x*. Entonces du = 3x* dx, se obtiene
pagina siguiente tienen expresiones que
implican la suma o diferencia de dos X dr = 1 3x2 dx o
cuadrados: 7@ X = 3 716 — (x3)2 Reescribir la integral.
a? — 2 1

U
a? + u? _3fm

Sustitucién: u = x°.

u? — a? 1 u
. = —arcsen— + C Regla del arcoseno.
Estas expresiones suelen notarse des- 3 4
pués de sustituir u, como se muestra en 1 X3
el ejemplo 3. = 3 aI'CSCIlZ + C. Reescribir como una funcién de x.
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Repaso de las reglas basicas
de integracion (a > 0)

p—

) f Kf(u) du = k f £(u) du
2. [[fw) + ga)]du =
ff(u) du = fg(u) du

3. fdu=u+C

n+1
4. fu"du=5+1+C, n+—1

(9]

[ =] +
u

6. fe"du=e”+ c

o fa”du= <L>a"+ C
Ina

8. fsenudu= —cosu + C

=

9. fcosudu =senu + C
10. jtanudu = —In|cosu| + C
11. fcotudu = In|senu| + C

12. fsecudu =

In|sec u + tan u| + C
13. jcscudu =

—In|csc u + cotu| + C

14. fseczudu=tanu+C
15. fcsczudu=—cotu+c
16. fsecutanudu=secu+C
17. jcscucotudu=—cscu+C

18.

u
= arcsen— + C
a

j du
Ja? — 2

du 1 u
. == -+
19 faz T g detan Cc

bl

20 o 1 arcsec
CJudiE—a2 a a

Sorprendente, dos de las reglas de la integraciéon normalmente pasadas por alto son la
reglalog y laregla de la potencia. Notar en los proximos dos ejemplos cémo estas dos reglas
de la integracién pueden ocultarse.

EJEMPLO 4 Una forma disfrazada de la regla log

Encontrar f dx.

1+ e

Solucién La integral no parece adaptarse a ninguna de las reglas bésicas. Sin embargo, la
forma del cociente hace pensar en la regla log. Si se expresau = 1 + ¢, entonces du = ¢*
dx. Obtener el du requerido sumando y restando ¢ en el numerador, como sigue.

1 1+ e — e
dx = —dx Sumar y restar e‘en el numerador.
1+ e 1+ e
1 + ex eX
= j(] e — [+ o dx Reescribir como dos fracciones.
e e
e* dx L .
= dx — 1+ o Reescribir como dos integrales.
e
=x—1In(l +¢)+C Integrar. —

Hay mads de una manera de resolver un problema de integracion. Asi, el ejemplo 4 demuestra
que multiplicando el numerador y denominador por e * se obtiene una integral de la forma — [ du/u.
Ver si se puede conseguir la misma respuesta por este procedimiento. (Tener cuidado: la respuesta
aparecerd en una forma diferente.) |

EJEMPLO 5 Una forma disfrazada de la regla de la potencia

Encontrar f (cot x)[In(sen x)] dx

Solucién De nuevo, la integral no parece adaptarse a ninguna de las reglas bdsicas. Sin
embargo, considerando las dos opciones primarias para u[u = cot x y u = In(sen x)], se
puede ver que la segunda opcién es la apropiada porque

COS
u = In(senx) y du = X dx = cot x dx.

sen x

Asi,
f (CO'[ x)[ln(sen x)] dx = f udu Sustitucién: # = In(sen x).
2
u
= 5 + C Integrar.

1
= E[ln(sen x)]2 + C. Reescribir como una funcién de x.

En el ejemplo 5, verificar que la derivada de

1 2
E[ln(senx)] +C

es el integrando de la integral original. |



TECNOLOGIA Si se tiene
acceso a un sistema de cdlculo
algebraico, usarlo para evaluar las
integrales en esta secciéon. Comparar
la forma de la antiderivada dada por
el software con la forma obtenida a
mano. A veces las formas serdn las
mismas, pero a menudo diferirdn.
Por ejemplo, ;por qué la antideri-
vada In 2x + C es equivalente a la
antiderivada In x + C?
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Pueden usarse a menudo las identidades trigonométricas para adaptar integrandos a una
de las reglas basicas de la integracion.

EJEMPLO 6 Uso de identidades trigonométricas

Encontrar f tan’ 2x dv.

Solucion Notar que la tan® u no est4 en la lista de reglas bésicas de integracién. Sin
embargo, sec” u estd en la lista. Esto hace pensar en la identidad trigonométrica tan® u =
sec’u — 1. Si se hace u = 2x, entonces du = 2 dx y

1
J tan? 2x dx = ZJ tan? u du Sustitucion: u = 2x.

1
= 2] (SeC2 u— 1) du Identidad trigonométrica.

1 1
= —| sec?udu — = | du Reescribir como dos integrales.

2 2
= 1 tan u — LS +C Integrar.
2 2
1 . -
= 5 tan2x — x + C. Reescribir como una funcién de x.

Esta seccién concluye con un resumen de los procedimientos comunes para adaptar los
integrandos a las reglas bésicas de integracion.

Procedimientos para adaptar los integrandos a las reglas basicas

Técnica

Ejemplo

Desarrollar (el numerador).

(1 +e92=1+ 2¢* + e

Separar el numerador. Los L + —*
x24+1 x+1 x2+1
1 1
Completar el cuadrado. =
P V2x—x2 V1 —(x-1)?
2
Dividir la funcién racional impropia. Y - _1
xz+ 1 2 3 1l
2x _ 2x+2-2  2x+2 2

Sumar y restar términos en el numerador.

Usar identidades trigonométricas.

RH+2+1 2+2x+1 242 +1  (x+ 17

cot?x = csc?x — 1

Multiplicar y dividir por el conjugado pitagérico. L - < 1 )(1 — senx) _ 1~ senx
1 + senx 1 + senx/\1 — senx 1 — sen®x
1 — senx 5 sen x
= 72 = CZ 5% — 2
cos? x cos? x

WL Recordar que se pueden separar los numeradores pero no los denominadores. Se debe tener
cuidado con este error comun cuando se adapten los integrandos a las reglas basicas.

1 1
?':*2-*-

1
2+17 1 No separar el denominador.
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Iml Ejercicios

CAPITULO 8

En los ejercicios 1 a 4, seleccionar la antiderivada correcta.

1.

En los ejercicios 5 a 14, seleccionar la formula de integracion
basica que puede usarse para encontrar la integral, e identificar
u y a cuando sea apropiado.

5.

dy X

dc /21

a) 2Jx*+1+C
WP+ 1+C

@: X

“de  x2+1

a) Inx2+1+C

¢) arctanx + C
dy 1

“dx a2+ 1

a) InVx2+1+C

c¢) arctanx + C

d _ xcos(x2 + 1)

" dx

a) 2xsen(x2+ 1) + C
¢) isen(x2+ 1)+ C

f (5x — 3)*dx

7. de
9. j%dt

11.

13.

f tsent?dt

j (cos x)es" dx

b)
d)

b)

b)

b)
d)

8.

10.

12.

14.

Jx2+14+C

In(x2+ 1)+ C

2x
(x2+1)2
Inx2+ 1)+ C

+C

2x
(x2 4+ 1)2
In(x2+ 1)+ C

+C

—% sen(x2 + 1) + C
—2xsen(x2 + 1) + C

2t +1
jt2+t—4dt

2
f(Zt— e+
—2x

x2 — 4

f sec Sx tan 5x dx

1
—F———dx
J’x\/x2 — 4

En los ejercicios 15 a 52, encontrar la integral indefinida.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

fl4(x — 5)%dx

f(z - 10)7
[+

Ot
t°—3
f—ﬁ + 9+ 1dt

18.

20.

22.

24.

26.

9
f(r— e

fzz Y3 — 1dt

f[x—@fw]dx

o ox+1

Vx4 2x —

4x
jx de
1

1
j(7x—277x+2

)dx

Técnicas de integracion, regla de L’Hopital e integrales impropias

27. J(S + 4x2)2 dx 28. dx
29. f x cos 2mx2 dx 30. sec 4x dx
31. Jcsc 7rx cot wx dx 32. \;%

e dx 34.

Jofi
J
J
f
f
J e
[z
Jovse

33 csc? xeotx dx

35.

(tan x)[In(cos x)] dx

3|
J=
37. ﬁ“ 38.
.fgggf
3|

39 1+ senxd 40. 1 + cos a
CoS X sen «
1
41 cosO—lde 42. 3(secx — 1)
s T
4 44.
3 \/1—(4t+l)2 9+5x2
2 l/t
45. fwdt 46. el dt

6
47, | —=d.
f\/lox*xz o
48.J ! dx
(x—DV4x2—8x+3

49 ;dx 50 ;d
* ) 4x® + 4x + 65 S I

1
.| T—m—=d .
Slfmx 52

flizdx
V3 — 8x — x?

fq" Campos de pendientes En los ejercicios 53 a 56, se da una ecuacion
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos
soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial en el campo de
pendientes, una de las cuales pase a través del punto dado. ) Usar
la integracion para encontrar la solucion particular de la ecuacion
diferencial y usar una herramienta de graficacion para hacer la
grafica de la solucion. Comparar el resultado con los dibujos en
el apartado a).

ds t dy

@ _ - @ _ 2
53. A 54. I tan?(2x)
1
(0.-) 0.0
s y

-
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—
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@ Campos de pendientes En los ejercicios 57 y 58, usar un sistema
algebraico por computadora para hacer la grafica del campo de
pendientes para la ecuacion diferencial y presentar la solucién a
través de la condicién inicial especificada.

dy _ _
57. e 0.8y, y(0) = 4

dy _ o _ _
58. i 5—y y0) =1

En los ejercicios 59 a 64, resolver la ecuacion diferencial.

59. D or g 5p
dx

dr _ 10¢

61. .~ = o

63. (4 + tan®>x)y’ = sec®x

@ — — ,X)2
60. o 3 — &
dr (1 + ¢€)?
62. 4~ o
64 N
- xV4x? — 1

En los ejercicios 65 a 72, evaluar la integral definida. Para veri-
ficar los resultados puede usarse integracion en la herramienta

de graficacion.

/4
65. J cos 2x dx

67. xe " dx

2/V3

4+9x

|
69fm
71j

ke
66. f sen?t cos t dt
0

68. f 1=nx,
1 X

2 p—
70. fx 2 i
1 X

1
72. —d
me

Area En los ejercicios 73 a 78, encontrar el area de la region.

73, y = (—4x + 6)2

y

15\*

(1.5,0)

74. y = xJ/8 — 2x?

=
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y y
0.8+
0.6+
04+

L °
NS

1
=

\

G

@D En los ejercicios 79 a 82, usar un sistema algebraico por compu-

tadora para encontrar la integral. Usar el sistema algebraico por
computadora para hacer la grafica de dos antiderivadas. Describir
la relacion entre las graficas de las dos antiderivadas.

1 x—2
79 | 0——— R [
? fx2+4x+13dx 80 fx2+4x+13dx

1 e+ e \3
1. | —— 2. e
8 fl-i—senﬂdg 8 J( 2 )dx

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 83 a 86, enunciar la formula de integracion
que se usaria para cada integral. Explicar por qué se eligié esa
formula. No integrar.

83. fx x2 + 1) dx

X
85. Jm dx

84. Jx sec(x? + 1) tan(x? + 1) dx

1
86. fm dx

87. Determinar las constantes a y b tal que

sen x + cos x = a sen(x + b).
dx

Usar este resultado para integrar | genx + cos x

sen x COoS X

cosx 1 +senx
identidad para derivar la regla bdsica de integracién

88. Demostrar que sec x = . Usar después esta

fsecxdx = In|sec x + tanx| + C.
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89. Area Las gréficas de f(x) = xy g(x) = ax” se intersecan
en los puntos (0, 0) y (1/a, 1/a). Encontrar a (a > 0) tal que el
drea de la regién acotada por las graficas de estas dos funciones

2
sea 3.

Para discusion

90. a) Explicar por qué la antiderivada y, = e** ' es equiva-
lente a la antiderivada y, = Ce".
b) Explicar por qué la antiderivada y, = sec’ x + C, es
equivalente a la antiderivada y, = tan* x + C.

HF 91. Para pensar Usar una herramienta de graficacion para repre-

sentar la grafica de la funcién f(x) = #x* — 7x* + 10x). Usar
la grafica para determinar si el valor de f(f f(x) dx es positivo o
negativo. Explicar.

92. Para pensar Al evaluar fll x*dx, ;es apropiado sustituir
du (!

u=2x2x=-u ydc=—~ paraobtener = | udu = 0?
y 2Ju p 5 J']

Explicar.

Aproximacion En los ejercicios 93 y 94, determinar qué valor
aproxima mejor el area de la region entre el eje x y la funcién en
el intervalo dado. (Hacer la seleccion con base en un dibujo de la
region y no integrando.)

4x

93. f0) = 5 [0.2]
ay 3 b1 o -8 d8 e 10
4
94. flv) = 5 [0.2]
a) 3 b1l o -4 d4 e 10

Interpretacion de integrales En los ejercicios 95 y 96, a) dibujar
la region cuya area esta dada por la integral, ) dibujar el sélido
cuyo volumen esta dado por la integral si se usa el método de los
discos y c) dibujar el solido cuyo volumen esta dado por la inte-
gral si se usa el método de las capas. (Hay mas de una respuesta
correcta para cada inciso.)

2 4
95.f 27 x? dx 96. f mydy
0

0

X

97. Volumen La region acotada pory = e~ y=0,x=0 y

x = b (b > 0) gira alrededor del eje y.

a) Encontrar el volumen del sélido generado si b = 1.
b) Encontrar b tal que el volumen del sélido generado es$
unidades ctbicas.

98. Volumen Considerar la regiéon acotada por las grificas de
x=0,y=cosx’y=senx’yx=/m/2. Encontrar el volumen
de un sélido generado al girar la regién alrededor del eje y.
99. Longitud de arco Encontrar la longitud de arco de la grifica
dey =In(senx)de x = w/dax = m/2.
100. Longitud de arco Encontrar la longitud de arco de la grafica
de y = In(cos x) desde x = 0 ax = 7/3.

Técnicas de integracion, regla de L’Hopital e integrales impropias

101. Area de una superficie Encontrar el area de la superficie
formada al girar la grifica de y = 2/x en el intervalo [0, 9]
alrededor del eje x.

102. Centroide Encontrarla coordenada x del centroide de laregién
acotada por las graficas de

5
R — =0, =0 =4
y 55 — 2 y X y X

En los ejercicios 103 y 104, encontrar el valor medio de la funcién
sobre el intervalo dado.

103. f(x) = -3 x 3

o
1+ x
104. f(x) = sen nx, 0 = x = 7/n, n es un entero positivo.

HF Longitud de arco En los ejercicios 105 y 106, usar la capacidad

de integracion de una herramienta de graficacion para aproximar
la longitud de arco de la curva en el intervalo dado.

105. y = tan wx, [0, 1] 106. y = x2/3, [1,8]
107. Encontrando un patron

a) Encontrar f cos’xdx. b) Encontrar f cos’ x dx.

¢) Encontrar f cos’ x dx.

d) Explicar cémo encontrar | cosx dx sin realmente inte-
grar.

108. Encontrando un patron

a) Escribir [ tan’x dx en términos de [ tan x dx. Entonces
encontrar [ tan® x dx.

b) Escribir [ tan® x dx en términos de [ tan® x dx.

¢) Escribir [ tan®* * ' x dx donde k es un entero positivo, en
términos de [ tan®* ' x dx.

d) Explicar cémo encontrar [ tan'> x dx sin realmente inte-
grar.

109. Métodos de integracion Mostrar que los resultados siguientes
son equivalentes.

Integracion por las tablas:

1
f\/xz + 1dx = E(x\/xz +1+ ln’x + VX2 + 1‘) +C
Integracion por el sistema algebraico por computadora:

f IX2+ ldx = %[x\/x2 +1+ arcsenh(x)] +C

Preparacion del examen Putnam

110. Evaluar

f“ JIn(9 = x) dx
» VIn(9 —x) + VIn(x + 3)

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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Iml Integracion por partes

EXPLORACION

Demostracion sin palabras He
aqui una via diferente para demos-
trar la férmula de integracion por
partes, tomada con permiso del
autor de “Proof Without Words:
Integration by Parts”, por Roger B.
Nelsen, Mathematics Magazine, 64,
ndm. 2, abril 1991, p. 130.

v

u=fx) v=gx)
s=g(b)
r=g(a)
u
p=f(a) q=1(b)
Area + Area =qs — pr

s V4 (11-5)
fudv+J vdu=[uv]

. o (p.r)

5 (g.5) 14
fudv:[uv] —f vdu

- (p.r) o
Explicar como esta grafica demues-
tra el teorema. ;Qué notacioén usada

en esta demostracion no es familiar?
(Cudl se cree que es su significado?

B Encontrar una antiderivada o primitiva usando la integracion por partes.
® Usar un método tabular para realizar la integracién por partes.

Integracion por partes

En esta seccion se estudiard una técnica importante de integracion llamada integracién por
partes. Esta técnica puede aplicarse a una amplia variedad de funciones y es particularmente
util para integrandos que contengan productos de funciones algebraicas y trascendentes. Por
ejemplo, la integracion por partes funciona bien con integrales como

fx In x dx, f x2etdx y f e* sen x dx.

La integracién por partes estd basada en la férmula para la derivada de un producto

g b du
axt "ix Y dx
=uv’ + vu’

donde u y v son funciones derivables de x. Si u’ y v’ son continuas, se pueden integrar ambos
lados de esta ecuacion para obtener

uv=fuv’dx+fvu’dx
=fudv+Jvdu.

Volviendo a escribir esta ecuacion, se obtiene el teorema siguiente.

TEOREMA 8.1 INTEGRACION POR PARTES

Siu y v son funciones de x y tienen derivadas continuas, entonces

Judv=uv—fvdu.

Esta formula expresa la integral original en términos de otra integral. Dependiendo de
laeleccion de u y dv, puede ser mas facil evaluar la segunda integral que la original. Porque la
eleccién de u y dv es importante en la integracion por el proceso de partes, se proporcionan
las pautas siguientes.

Estrategia para integrar por partes

1. Intentar tomar como dv la porcién méds complicada del integrando que se ajuste
a una regla basica de integracion y como u el factor restante del integrando.

2. Intentar tomar como u la porcién del integrando cuya derivada es una funcién
mads simple que u, y como dv el factor restante del integrando.

Observe que dv siempre incluye dx del integrando original.
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LUEW El ejemplo 1 muestra que no
es necesario incluir una constante de
integracién al resolver

v=Je"dx=ex+C,.

Para ilustrar esto, reemplazar v = ¢* por
v = ¢e' + C, y aplicar la integracién por
partes para ver que se obtiene el mismo
resultado. |

TECNOLOGIA Intentar hacer
la gréfica de
3 3

flenxdx y %lnx—%
en la herramienta de graficacion.
(Se obtiene la misma grafica? (Este
ejercicio requiere algo de tiempo,
asi que se debe tener paciencia.)

EJEMPLO | Integracion por partes

Encontrar f xe” dx.

Solucién  Para aplicar la integracion por partes, es necesario escribir la integral en la forma
[ u dv. Hay varias maneras de hacer esto.

(x) (e¥dx), | (eM(xdx), [ (1)(xe*dx), |(xe*)(dx)
N — N ——
u dv u dv u dv u dv

Las estrategias de la pdgina anterior hacen pensar en la eleccidn de la primera opcidén porque
la derivada de u = x es mds simple que x, y dv = e* dx es la porcién mds complicada del
integrando que se adapta a una férmula bdsica de la integracion.

dv=-e*dx > v=fdv=fexdx=ex
u=x > du=dx

Abhora, la integracion por partes produce

fu dv = uv — fv du Férmula de integracion por partes.

fxe" dx

Para verificar esto, derivar xe* — ¢* + C para ver que se obtiene el integrando original.

xe® — f e’ dx Sustituir.

=xe* —e* + C. Integrar.

EJEMPLO 2 Integracion por partes

Encontrar f x21n x dx.

Solucion  En este caso, x* se integra mds facil que In x. Ademads, la derivada de In x es mds
simple que In x. Asf, se debe hacer dv = x* dx.

3

X

2 0. = X
Jx dx 3

1
—dx
X

dv=x%dx > v

In x > du

<
Il

La integracién por partes produce

fu dv = uv — fv du Férmula de integracion por partes.
3 3
X x*\ (1
X?>Inxdx="ZInx — (*)(*) dx  Sustituir.

3 3/\x
3
X 1

==Inx— = | x*dx Simplificar.
3 3
3 3
X X

=—Inx——+C. Integrar.
3 9 ¢

Verificar este resultado derivando.

d|x? x3 x3 (1 x?
— | = — ===+ 2) — = 42
dx[S In x 9] 3<x> (In x)(x?) 3= In x
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PARA MAYOR INFORMACION Una aplicacion sorprendente de la integracién por partes involucra integrandos que
Para ver como se utiliza la integracion  constan de un solo factor, tales como [ In x dx o [ arcsen x dx. En estos casos, hay que tomar
por partes para comprobar la aproxi- dv = dx, como se muestra en el proximo ejemplo.

macién de Stirling

In(n!) = nlnn —n EJEMPLO 3 Un integrando con un solo factor

ver el articulo “The Validity of 1
Stirling’s Approximation: A Physical Evaluar f arcsen x dx.
Chemistry Project” de A. S. Wallner y 0

K. A. Brandt en Journal of Chemical
f Solucion Sea dv = dx.

Education.
dv = dx > Yy = fdx =X
1
u=arcsenx [ > du= 72dx
1 —x
y La integracién por partes produce ahora
_ Férmula de integracion
Lz f” dv = uv fv du por partes.
. (1:3)
2 1 = arcsen x X
Y arcsen x dx = x arcsen x — ﬁ dx Sustituir.
- X
1 2)-1/2 T
= xarcsenx + 5 (1 —x? (—2x) dx Reescribir.
= xarcsenx + 1 — x2 + C. Integrar.

Usando esta antiderivada, evaluar la integral definida como sigue

1 1
) . ) arcsen x dx = [x arcsenx + 1 — x? ]

El area de la region es aproximadamente 0 0
0.571

™
Figura 8.2 =—--1

2

~ (0.571
El 4rea representada por esta integral definida se muestra en la figura 8.2. ——

TECNOLOGIA Recordar que hay dos maneras de usar la tecnologia para evaluar una
integral definida: 1) usar una aproximaciéon numérica como la regla de los trapecios o
la regla de Simpson, o 2) usar un sistema algebraico por computadora para encontrar la
antiderivada y entonces aplicar el teorema fundamental de cdlculo. Ambos métodos tienen
limitaciones. Para encontrar el posible error al usar un método numérico, los integrandos
deben tener una segunda derivada (la regla de los trapecios) o una cuarta derivada (laregla
de Simpson) en el intervalo de integracion: el integrando en el ejemplo 3 no tiene estos
requisitos. Para aplicar el teorema fundamental de cdlculo, la herramienta de integracién
simbolica debe poder encontrar la antiderivada.

(Qué método se usaria para evaluar
1
J arctan x dx?
0

(Qué método se usaria para evaluar

1
f arctan x2 dx?
0
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EXPLORACION

Intentar encontrar

fe"cos 2x dx

haciendo u = cos 2x y dv = e* dx
en la primera sustitucion. Para la
segunda sustitucion, sea u = sen 2x
ydv = e*dx.

Algunas integrales requieren integrarse por partes mas de una vez.

EJEMPLO 4 Integraciones sucesivas por partes

Encontrar fxz sen x dx.

Solucién Los factores x> y sen x son igualmente faciles para integrar. Sin embargo, la
derivada de x? se vuelve mds simple, considerando que la derivada de sen x no lo es. Asi

que se debe elegir la opcién u = x2.

dv

senxdx [—> v= Jsenxdx = —Cos X

u = x? C>  du=2xdx

Ahora, la integracion por partes produce
2 dx = — 2 + 2 d. H S ai acid . .
X“senx ax X< COS X X COS X dx. Primer uso de la integracién por partes.

Este primer uso de la integracion por partes ha tenido éxito simplificando la integral original,
pero la integral de la derecha todavia no se adapta a una regla bdsica de integracioén. Para
evaluar esa integral, aplicar de nuevo la integracion por partes. Esta vez, sea u = 2x.

dv

cosxdx [ v=fcosxdx=senx

u=2x > du=2dx

Ahora, la integracion por partes produce

JZX cosxdx = 2xsenx — j 2 senx dx Segundo uso de la integracion por partes.

=2xsenx + 2cosx + C.

Combinando estos dos resultados, se puede escribir

fxz senxdx = —x%cosx + 2xsenx + 2 cosx + C.

Al hacer aplicaciones repetidas de la integracion por partes, tener cuidado de no inter-
cambiar las sustituciones en las aplicaciones sucesivas. Asi, en el ejemplo 4, la primera
sustitucion era u = x> y dv = sen x dx. Si en la segunda aplicacion se hubiera cambiado
la sustitucién a u = cos x y dv = 2x, se habria obtenido

sz senx dx = —x%cosx + JZxcosxdx
= —x2cosx + x%cosx + fxz senx dx = fxz sen x dx

deshaciendo como consecuencia la integracién anterior y volviendo a la integral original. Al
hacer aplicaciones repetidas de integracion por partes, también debe percatarse de la aparicion
de un muiltiplo constante de la integral original. Por ejemplo, esto ocurre cuando se usa la
integracion por partes para evaluar [ ¢* cos 2x dx, y también ocurre en el ejemplo 5.

La integral en el ejemplo 5 es muy importante. En la seccién 8.4 (ejemplo 5) se utiliza
para hallar la longitud de arco de un segmento parabdlico.



Las identidades

trigonométricas
5 1 — cos 2x
senf*x = ————
2
) 1 + cos 2x
cos*x = ————

juegan un papel importante en este
capitulo.

y=senx

SEE S

Figura 8.3
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EJEMPLO 5 Integracion por partes

Encontrar f sec3 x dx.

Solucién La porcién méas complicada del integrando que puede integrarse ficilmente es
sec? x, para hacer dv = sec® x dx y u = sec x.

dv =sec?xdx > v=fse02xdx=tanx

u = secx > du = secxtanxdx

La integracidén por partes produce

f dv = uv — f\/ du Férmula de integracién por
partes.
sec® x dx = sec x tan x — J’ sec x tan® x dx Sustituir.

sec’ x dx = sec x tan x — f sec x(sec?x — 1) dx Identidad trigonométrica.

f sec3 x dx = sec x tan x — f sec x dx + J sec x dx Reescribir.

2 | sec® x dx = sec x tan x + J’ sec x dx Reunir por integrales.
2 [sec? xdx = sec x tanx + In|sec x + tanx| + C Integrar.
\ 1 1
sec x dx = Ssecxtanx + 5 In|sec x + tanx| + C.  Integrary dividir entre 2.

EJEMPLO 6 Localizacion de un centroide

Una parte de la maquina es modelada por la region acotada por la grificade y = sen x y el eje
x, 0 = x = 7/2, como se muestra en la figura 8.3. Encontrar el centroide de esta region.

Soluciéon Empezar encontrando el area de la region.
/2 /2
A= senx dx = [—cosx] =1
0 0
Ahora, encontrar las coordenadas del centroide como sigue.

/2 /2 /2
1 sen x 1 1 sen 2x T
y = — = - 1 — 2 = = [ = =
Y= 3 fo > (senx) dx 1 J; ( cos 2x) dx 2 [x 5 ]0 g

/2

Evaluar la integral para %, (1/A) [/ x sen x dx, con la integracién por partes. Para hacer
esto,seadv = senxdxy u = x. Esto produce v = — cos x y du = dx, y escribir

fxsenxdxz —Xxcosx + fcosxdx

= —xcosx + senx + C.

Por ultimo, determinar X para ser

/2

B 1 /2
X=— xsenxdx = | —xcosx +senx| = 1.
A ), 0

Asi, el centroide de la regién es (1, 7/8). ——
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Puede usarse el
acrénimo LIATE como una pauta para
escoger u en la integracion por partes.
En orden, verificar el integrando para lo
siguiente.

(Hay una parte Logaritmica?

(Hay una parte trigonométrica Inversa?
(Hay una parte Algebraica?

(Hay una parte Trigonométrica?

(Hay una parte Exponencial?

PARA MAYOR INFORMACION

Para mds informacién sobre el método
tabular, ver el articulo “Tabular Integra-
tion by Parts”, de David Horowitz en
The College Mathematics Journal, y el
articulo “More on Tabular Integration
by Parts”, de Leonard Gillman, en The
College Mathematics Journal.

y dv
para

Al obtener experiencia usando la integracion por partes, la habilidad para determinar u

aumentard. El resumen siguiente recoge varias integrales comunes con las sugerencias
la eleccion de u 'y dv.

Resumen de integrales comunes utilizando integracion por partes

1. Para integrales de la forma
Jx” e dx, f x" sen ax dx, 0 f x" cos ax dx
seau = x"y sea dv = e™ dx, sen ax dx, o cos ax dx.
2. Paraintegrales de la forma
f x"1n x dx, J x" arcsen ax dx, 0 f x™ arctan ax dx
sea u = In x, arcsen ax, o arctan ax y sea dv = x" dx.
3. Paraintegrales de la forma

fe‘” sen bx dx o) f e cos bx dx

seau = sen bxo cos bx y sea dv = e™ dx.

Método tabular

En problemas que contienen aplicaciones repetidas de la integracién por partes, un método
tabular, ilustrado en el ejemplo 7, puede ayudar para organizar el trabajo. Este método fun-
ciona bien para las integrales del tipo [ x" sen ax dx, [ x" cos ax dx 'y [ x" e™ dx.

EJEMPLO 7 Uso del método tabular

Encontrar f x2 sen 4x dx.

Solucion Empezar como de costumbre haciendo u = x>y dv = v’ dx = sen 4x dx. Luego,
crear una tabla de tres columnas, como se muestra.

Signos uy sus v'y sus
alternados derivadas antiderivadas
+ —  x? sen 4x
\ 1
- — 5> 2 \ —y cos 4x
+ 2 \ - % sen 4x
- 0 é cos 4x

Derivar hasta obtener una
derivada nula.

La solucién se obtiene sumando los productos con signo de las entradas diagonales:

1 1 1
2 = ——x2 + = + = + C.
Jx sen 4x dx 4 X cos 4x 8xsen4x 3 COs 4x + C



Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, identificar u y dv para encontrar la integral
usando la integracion por partes. (No evaluar la integral.)

1. [xe*dx 2. [x*e*dx
3. [(Inx)*dx 4. [In5xdx
5. [xsec?xdx 6. [ x*cosxdx

En los ejercicios 7 a 10, evaluar la integral utilizando integracion
por partes con las elecciones dadas para u y dv.

7. fx3lnxdx;u:1nx,dv:x3dx
f(4x+7)e‘dx;u=4x+7,dv=e“dx

9. fxsen3xdx;u=x,dv=sen3xdx

10. fxcos4xdx;u=x,dv=cos4xdx

En los ejercicios 11 a 38, encontrar la integral. (Nota: Resolver
por el método mas simple, no todas requieren la integracion por
partes.)

11. JAxe*QJ dx 12. sz dx
l/t

13. fx%" dx 14. T dt
15. f x2e*" dx 16. f x41n x dx
17 tIn(t + 1) dt 18 #d

) ) x(In x)? o

2
19. f @ dx 20. f LLEN
xe* x3er

21. fmdx 22. f (xz T 1)2
23. f (x2 — De* dx 24. f In2x )

25. xVx — 26. dx
J V5 + 4x
27. X cos x dx 28. fx sen x dx

29. x7 sen x dx 30.

fxz cos x dx

6 sec Otan 6 d6

33. arctan x dx 34. 4 arccos x dx

35. e2* sen x dx 36. =3¢ sen S5x dx

37. X cos 2x dx 38. e3 cos 4x dx

[
J
Je

31. ft csc t cot ¢ dt 32. f
J J
J J
J < J
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En los ejercicios 39 a 44, resolver la ecuacion diferencial.

39. y/=xe* 40. y'=1Inx
dy 1? dy

41. —=—— 42, — = x>/x —
e /2 + 3¢ dx VT .

44. y’ = arctan X

43. (cosy)y’ = >

FIF Campos de pendientes Enlos ejercicios 45 y 46, se da una ecuacion

diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos
soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial en el campo de
direcciones o pendientes, una de las cuales pase a través del punto
dado. b) Usar la integracion para encontrar la solucion particular
de la ecuacion diferencial y usar una herramienta de graficacién
para hacer la grafica de la solucién. Comparar el resultado con
los dibujos del inciso a).
dy

dy . 18
45. = ycosx, (0,4) 4e. ol /3 sen 2x, (0, —ﬁ)

/
—
—_

1 NN~ 4

SN
/1 /=N\\N—7 7 /=N oS
/1 /=N\\N—7 / /=NN\N| 7 o
11 /=N\\N—7 7 /NN e
77 /=N\\N\—/ / /—NN\Np e
77/ N\\N—/ 7 /= NN\ e

x 17 /=\\N—/ 7 /=N s
17/=\\N—/ 7 /=NNNfro S
177NN\~ / /==5 Ve

NNy

/1177777777777 7077770
(/747410707 ({rcrcrcrsr
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4F7

@D Campos de pendientes En los ejercicios 47 y 48, usar una herra-

mienta de graficacion para representar la grafica del campo de
pendientes para la ecuacion diferencial y hacer la grafica de la
solucion a través de una herramienta de graficacion.

dy _x s dy _x
47. dr ye 48. Ay sen x
y(0) =2 y(0) =4

En los ejercicios 49 a 60, evaluar la integral definida. Usar una
herramienta de graficacion para confirmar el resultado.

3 2
49. f xe*/? dx 50. J x2e > dx
0 0
/4 T
51. f x cos 2x dx 52. f x sen 2x dx
0 0
1/2 1
53. f arccos x dx 54. J x arcsen x2 dx
0 0
1 2
55. f e* senx dx 56. f e " cos x dx
0 0
2 1
57. f Jx In x dx 58. f In(4 + x2) dx
1 0
4 /8
59. f x arcsec x dx 60. J x sec? 2x dx
2 0
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En los ejercicios 61 a 66, usar el método tabular para encontrar 84. Integrar f xV/9 + xdx
la integral. a) por partes, con dv = /9 + xdx.
61. fxzezx 0 62 fx3e*2" 0 b) por sustitucién, con u = 9 + x.
3
85. Integrar fxi dx
63. fx3 senx dx 64. fx3 cos 2x dx Va4 + a2
a) por partes, con dy = (x/\/4 + x2) dx
ituci6 =4+ 2%
6s. fx coc? x d 66. f e — 22 dn b) por sustitucién, conu = 4 + x
86. Integrar fx\/4 — xdx
En los ejercicios 67 a 74, encontrar o evaluar la integral usando a) por partes, con dv = /4 — xdx.
primero sustitucion y después la integracién por partes. b) por sustitucién, con u = 4 — x.
67. J sen/x dx 68. f cos</x dx @D Enlos ejercicios 87 y 88, usar una herramienta de graficacién para
. encontrar laintegral paran = 0, 1,2y 3. Usar el resultado para ob-
xS/F = xdx 0. f 23 cos 12 dx tener una regla general para la integral para cualquier entero n
positivo y probar sus resultados paran = 4.
2
71. f v dx 72. fo e d 87. f " In x dx 88. f xe* dx
73. f cos(In x) dx 74. fln(xz + 1) dx En los ejercicios 89 a 94, usar la integracién por partes para

verificar la formula. (Para los ejercicios 89 a 92, asumir que 7 es

un entero positivo.)
Desarrollo de conceptos P

75. (En qué regla de derivacién estd basada la integracién por 89. fx” senxdx = —x"cosx +n f x""1cos x dx
partes? Explicar.
76. En sus propias palabras, establecer la manera de determinar 90. f x"cosxdx = x"senx — n f x"~1senx dx
qué partes del integrando deberian ser u 'y dv.
n+1
77. Al evaluar [ x sen x dx, explicar por qué dejar u = sen x y 91. jx Inxdx = x 5 ——[-1+@m+ 1)Inx] + C
dv = x dx hace que la solucién sea mds dificil de encontrar. n+ 1)
92, Jx eaxdy = 25 *Efx””e‘”dx
" e
ara discusion e““(a sen bx — b cos bx)
93, | e™*senbxdx = 2 > + C
78. Indicar si se usarfa la integraciéon por partes para evaluar +b
. . . P . z z X ax, +
cada.mtegral Sies asf, identificar qué se usaria para u y dv o4, | e cos by dx = e™(a cos bx + b sen bx) L C
Explicar el razonamiento. a’> + b?
an d Inxd 2p-3t g En los ejercicios 95 a 98, encontrar la integral usando la formula
a) * by |xInxdx €) * apropiada de entre las mostradas en los ejercicios 89 a 94.
X X 5
2x ¥ dx —dx —dx 95. jx In x dx
‘DJ e)f\/x-i-l ﬁj\/xul

96. fxz cos x dx

@D En los ejercicios 79 a 82, usar un sistema algebraico por compu-

tadora para a) encontrar o evaluar la integral y b) hacer la grafica 97. f €2 cos 3x dx
de dos antiderivadas. ¢) Describir la relacion entre las graficas de
la antiderivada. 98 f x3e2* dx
79. J re ¥ di 80. f a’ sen ma da H‘_‘ Area En los ejercicios 99 a 102, usar una herramienta de gra-
/2 5 ficacion para representar la grafica de la region acotada por las
81. f e 2*sen3xdx 82. f x4(25 — x2)3/2 dx grificas de las ecuaciones, y encontrar su area.
0 0
99. y =2xe 5, y=0,x=3
83. Integrar fo\/2x — 3dx 100. y = %xe’)‘/“,y 0. x=0x=4

a) por partes, con dv = /2x — 3 dx. 101. y =e¢~senmx,y = 0,x = 1

b) por sustitucién, con u = 2x — 3. 102. y =xsenx,y=0,x =7



103. Area, volumen y centroide Dada la regién acotada por las
grificasdey = Inx, y = 0y x = e, encontrar

a) el drea de laregion.

b) el volumen del sélido generado al girar la region alrededor
del eje x.

¢) el volumen del sélido generado al girar la regién alrededor
del eje y.

d) el centroide de la region.

104. Volumen y centroide Dada la region acotada por las gréficas
dey=xsenx,y=0,x =0yx = m, encontrar

a) el volumen del sélido generado al girar la region alrededor
del eje x.

b) el volumen del sélido generado al girar la region alrededor
del eje y.

¢) el centroide de la region.

105. Centroide Encontrar el centroide de la region acotada por las
grificas de y = arcsen x, x = 0y y = 7/2. ;Cémo se relaciona
este problema con el ejemplo 6 de esta seccién?

106. Centroide Encontrar el centroide de la region acotada por las
grificas de f(x) = x%, g(x) =25, x =2y x =4,

107. Desplazamiento medio Una fuerza amortiguadora afecta la
vibracién de un muelle de manera que su desplazamiento se dé
pory = e # (cos 2t + 5 sen 27). Encontrar el valor medio de y
enelintervaloder =0atr = .

108. Modelo para la memoria El modelo para la capacidad M de
un nifio para memorizar, medido en una escala de 0 a 10, estd
dadoporM =1 + 1.6¢Int, 0 <t = 4, donde 7 es la edad del
nifio en afios. Encontrar el valor medio de esa funcién
a) entre el primero y segundo cumpleafios del nifio.

b) entre el tercer y cuarto cumpleaiios del nifio.

Valor actual En los ejercicios 109 y 110, encontrar el valor
presente P de un flujo de ingreso continuo de ddlares por afio
c(t) si

tl
P=f c()e " dt

0

donde ¢, es el tiempo en afios y r es la tasa de interés anual com-
puesto continuo.

109. ¢(r) = 100 000 + 4 0007, r = 5%, t, = 10
110. ¢(r) = 30000 + 500¢, r = 7%, t, = 5

Integrales usadas para encontrar los coeficientes de Fourier En
los ejercicios 111 y 112, verificar el valor de la integral definida
donde 7 es un entero positivo.

T .

. > nesimpar
n

lll.f xsennx dx =

-

T
> nmespar

(=1)" 4

112. f x2cos nx dx = 5

-

n
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113. Cuerda vibrante Una cuerda tensada entre los dos puntos
(0,0) y (2, 0) se tensa desplazando su punto medio / unidades.
El movimiento de la cuerda es modelado por una serie senoidal
de Fourier para la cual se dan los coeficientes por

1 2
anhJ xsenmdx-i-hf (—x+2)senwdx.
0 2 1 2

Encontrar b,.

114. Encontrar la falacia en la siguiente demostracién de que 0 = 1.

dv=dx > v=fdx=x

1 1
u—x > du——xzdx
o+f@:(l)(x)—f(—iz)(x)dx:1+ dx
X X X X
Asi, 0 = 1.

115. Sea y = f(x) positiva y estrictamente creciente en el intervalo
0 <a = x = b. Considerar la regién R acotada por las gréificas
dey = f(x),y = 0,x =ayx = b.SiR se gira alrededor del
eje y, demostrar que el método de los discos y el método de las
capas dan el mismo volumen.

PL_' 116. El método de Euler Considerar la ecuacién diferencial f'(x)

= xe ™ con la condicioén inicial f(0) = 0.

a) Usar la integracion para resolver la ecuacién diferencial.

b) Usar una herramienta de graficacion para hacer la gréfica
de la solucién de la ecuacion diferencial.

¢) Usar el método de Euler con 2 = 0.05, y una herramienta
de graficacion para generar los primeros 80 puntos de la
gréfica de la solucién aproximada. Usar una herramienta
de graficacion para trazar los puntos. Comparar el resultado
con la gréfica en el inciso b).

d) Repetir el inciso ¢) usando & = 0.1 y generar los primeros
40 puntos.

e) ¢Porqué el resultado es en el apartado ¢) una mejor aproxi-
macion de la solucion que el resultado en el apartado d)?

qu Método de Euler En los ejercicios 117 y 118, considerar la ecua-

cion diferencial y repetir los apartados a) a d) del ejercicio 116.

117. f(x) = 3x sen(2x) 118.  f/(x) = cos/x
f0)=0 f0) =1

119. Para pensar Dar una explicacion geométrica para explicar

/2 /2
f xsenxdx < J X dx.
0 0

Verificar la desigualdad evaluando las integrales.

120. Encontrando un modelo Encontrar el drea acotada por las
graficas de y = x sen x y y = 0 sobre cada intervalo.

a) [0,w] b) [m2m] o [2m 37]

Describir cualquier patrén que se note. (Cudl es el drea en-
tre las grificas de y = x sen x y y = O en el intervalo [n,
(n + 1)m], donde n es cualquier entero no negativo? Explicar
la respuesta.
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Iml Integrales trigonomeétricas

® Resolver integrales trigonométricas que contienen potencias de seno y coseno.

B Resolver integrales trigonométricas que contienen potencias de secante y tangente.

B Resolver integrales trigonométricas que contienen los productos de seno-coseno con
angulos diferentes.

Integrales que contienen potencias de seno y coseno

SHEILA SCOTT MACINTYRE (1910-1960) En esta seccion se estudiaran las técnicas para evaluar integrales de los tipos
Sheila Scott Macintyre publico su primer
trabajo sobre los periodos asintoticos de
las funciones integrales en 1935. Recibio el f sen™ x cos” x dx y f sec™ x tan” x dx
doctorado en la Universidad de Aberdeen,
donde fue profesora. En 1958 acepto un
puesto como investigadora invitada en la
Universidad de Cincinnati.

donde m o n es cualquier entero positivo. Para encontrar la antiderivada o primitiva para
estas expresiones, intentar separarlas en combinaciones de integrales trigonométricas a las
que puede aplicarse la regla de la potencia.

Por ejemplo, evaluar [ sen’ x cos x dx con la regla de la potencia haciendo u = sen x.
Entonces, du = cos x dx y tiene

6
fsenchosxdxz qudu =%+ C

_ sen®x
6

Para separar [ sen™ x cos" x dx en formas a las que se puede aplicar la regla de la po-
tencia, usar las identidades siguientes.

sen’>x + cos’x = 1 Identidad pitagérica.
) 1 — cos 2x ) ) ) N
sen” x = f Identidad del dngulo medio para sen” x.
) 1 + cos 2x ) ; ]
COS“x = f Identidad del dngulo medio para cos? x.

Estrategia para evaluar integrales que contienen senos y cosenos

1. Sila potencia del seno es impar y positiva, conservar un factor seno y pasar los factores restantes a cosenos. Entonces,
desarrollar e integrar.

Impar Convertir a senos Conservar para du
sen** 1 x cos” xdx = [ (sen®x) cos”"xsenxdx = | (1 — cos?x)*cos” x senx dx

2. Sila potencia del coseno es impar y positiva, conservar un factor coseno y pasar los factores restantes a senos. Entonces,
desarrollar e integrar.

Impar Convertir a senos Conservar para du
— —
sen” x cos®* 1 x dx = | sen” x(cos?x)* cos x dx = |[sen” x (1 — sen® x)* cos x dx

3. Si las potencias de ambos son pares y no negativas, usar repetidamente las identidades.

2 1 — cos 2x 2 1 + cos 2x
sen x=# y cos x=f

para convertir el integrando a potencias impares del coseno. Entonces procédase como en la estrategia 2.



TECNOLOGIA  Usar un sistema
algebraico por computadora para
encontrar la integral en el ejemplo 1.
Obtener

fsen3 xcostxdx =

1 2
—cos’ x(; sen? x + E) + C.

(Es equivalente este resultado al
obtenido en el ejemplo 1?

_ cos” x

0.8

0.6 +

04

El 4rea de la region es aproximadamente
0.239
Figura 8.4
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Integrales trigonométricas

EJEMPLO I La potencia del seno es impar y positiva

Encontrar f sen> x cos* x dx.

Solucion Ya que se espera usar la regla de la potencia con u = cos x, conservar un factor
para formar du y convertir los factores del seno restantes a cosenos.

f sen® x cos* x dx = f sen?x cos* x(sen x) dx Reescribir.

= f (1 — cos?x) cos*x senx dx Identidad trigonométrica.

= f (cos* x — cos® x) senx dx Multiplicar.

Reescribir.

= Jcos4 xsenxdx — fcos6 xsenx dx

= —fcos“x(—senx) dx + jcos%c(—senx) dx

__cosix N cos’ x s
5 7

Integrar.

Enel ejemplo 1, las dos potencias m y n pasaron a ser enteros positivos. Sin embargo, la
misma estrategia funcionara siempre que m o n sean impares y positivos. Asi, en el préximo
ejemplo la potencia del coseno es 3, pero la potencia del seno es —3.

EJEMPLO 2 La potencia del coseno es impar y positiva

3
™3 cos? x

/6 ~/Senx

Evaluar dx.

Solucién Ya que se espera usar la regla de la potencia con u = sen x, conservar un factor
del coseno para formar du y convertir los factores del coseno restantes a senos.

3 3
™3 cos? x ™3 cos? x cOs X
dx =
m/

6 V/senx a6 Jsenx
_ f”/3(1 — sen? x)(cos x) dx
/6 Vsen x
/3
= f [(senx)~1/2 cos x — (senx)?/2 cos x| dx
/6

_ [(senx)l/z - (senx)5/2]”/3
L2

X

5/2  lase
V32 2f /3)32 V32
= B — —| — — + —
2( 2 5\ 2 Y2+
~ 0.239

La figura 8.4 muestra la regién cuya drea es representada por esta integral.
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Bettman/Corbis

Wallis hizo mucho de su trabajo en calculo
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EJEMPLO 3 La potencia del coseno es par y no negativa

Encontrar f cos* x dx.

Solucion Porque m y n son pares y no negativos (m = 0), se puede reemplazar cos* x por
[(1 + cos 2x)/2]%.

fcos4 x dx

Identidad del dngulo mitad.

+ 2
1 + cos 2x> I

2
= j(% + _COSZZx + —C0S4 2x>d Expandir.
[1+c052x+1<1+cos4x>}d Hdentidad del dneulo mitad
= — — entida el angulo mitad.
47 T2 T 2 o ¢
3

dx + ifz cos 2x dx + %J‘4 cos 4x dx  Reescribir.

gx + seri% + Se;% + C Integrar.

Usar un sistema de derivacién simbdlica para verificar esto. ; Se puede simplificar la derivada

para obtener el integrando original?
I

En el ejemplo 3, si se evaluara la integral definida de 0 a 7r/2, se obtendria

/2 . 3x  sen2x sendx|™?
costxdyr=|=—+—F 4+ ——
0

8 4 32 Jo
:(31—767+0+0)—(0+0+0)
_ 3

167

Notar que el dnico término que contribuye a la solucién es 3x/8. Esta observacion se gene-
raliza en las férmulas siguientes desarrolladas por John Wallis.

LAS FORMULAS DE WALLIS

1. Sinesimpar (n = 3), entonces

[ (8

2. Sinespar (n = 2), entonces

. 2 /2
wvdr = (L)(3 §> o
JOHN WALLIS (1616-1703) . T2 \a\e

)
)G

antes que Newton y Leibniz e influyo en el
pensamiento de ambos. Wallis es también

1 10 1 (o) L ., P .
et Ch IR on G O () Estas férmulas también son vilidas si el cos” x se reemplaza por el sen” x. (Demostrar

para denotar infinito.

ambas formulas en el ejercicio 108.)
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Integrales que contienen potencias de secante y tangente

Las estrategias siguientes pueden ayudar a evaluar integrales de la forma

J sec” x tan” x dx.

Estrategia para evaluar integrales que contienen secante y tangente

1.

Si la potencia de la secante es par y positiva, conservar un factor secante cuadrado y convertir los factores restantes a
tangentes. Entonces desarrollar e integrar.

Par Convertir a tangentes Conservar para du
fseczk xtan” x dx = f(sec2 x)*~ 1 tan” x sec? x dx = f(l + tan®x)* ! tan” x sec? x dx

Si la potencia de la secante es impar y positiva, conservar un factor secante tangente y convertir los factores restantes a
secantes. Entonces desarrollar e integrar.

Impar Convertir a secantes Conservar para du

fsec'”x tan?** ! x dx = fsec’"lx(tanzx)ksec xtan x dx = fsec’”] x(sec?x — 1)*secx tan x dx

Si no hay factores secantes y la potencia de la tangente es par y positiva, convertir un factor tangente cuadrado a secante
cuadrado. Entonces desarrollar y repetir si es necesario.

Convertir a secantes

—
ftan” xdx = ftan”2 x(tan?x) dx = Jtan"2 x(sec?x — 1) dx

Si la integral es de la forma [ sec” x dx donde m es impar y positiva, usar la integracion por partes, como se ilustra en el
ejemplo 5 de la seccidn anterior.
Si ninguna de las primeras cuatro guias aplica, intentar convertir el integrando en senos y cosenos.

EJEMPLO 4 La potencia de la tangente es impar y positiva

tan> x

——dx.
Vsecx *

Encontrar

Solucién Debido a que se espera usar la regla de la potencia con u = sec x, conservar
un factor de (sec x tan x) para formar du y convertir los factores tangentes restantes a se-

cantes.

Vv S€C X

J tan’ x dx = | (sec x)~ /2 tan’ x dx
= j (sec x)73/2(tan? x)(sec x tan x) dx
= f(sec x)732(sec? x — 1)(sec x tan x) dx
= f[(sec x)1/2 — (sec x)~3/?](sec x tan x) dx

2
= g(sec x)32 + 2(secx)"V2 + C
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En el ejemplo 5, la potencia
de la tangente es impar y positiva.

Asi que también se podria encontrar

la integral usando el procedimiento
descrito en la gufa de estrategias 2 de la
pagina 539. Demostrar en el ejercicio
89 que los resultados obtenidos por
estos dos procedimientos sélo difieren

por una constante. |

y

4

(9
1.0 +
y= tan* x
0.5+
t t x
T r
8 4

El area de la region es aproximadamente
0.119
Figura 8.5

EJEMPLO 5 La potencia de la secante es par y positiva

Encontrar f sec* 3x tan? 3x dx.

Solucion Sea u = tan 3x, entonces du = 3 sec” 3x dx y se pueden escribir
fsec4 3x tan 3x dx = f sec? 3x tan? 3x(sec? 3x) dx

= f (1 + tan? 3x) tan® 3x(sec? 3x) dx

= % f (tan® 3x + tan’ 3x)(3 sec? 3x) dx

_ l(tan“ 3x N tan® 3x> L
3 4 6

_ tan*3x | tan®3x

12 18

EJEMPLO 6 La potencia de la tangente es par

/4
Evaluar f tan* x dx.
0

Soluciéon Debido a que no hay factor secante, se puede empezar convirtiendo un factor
tangente cuadrado en un factor secante cuadrado.

Jtan4 xdx = Jtan2 x(tan? x) dx
= ftanZ x(secZx — 1) dx

= ftan2 xsec? xdx — Jtanz xdx

= ftan2 xsecxdx — f(sec2x —1)dx

tan? x
= 3 —tanx +x + C

Evaluar la integral definida como sigue.

/4 \ tan3 X /4
tan*x dx = —tanx + x
0 3 0

~ (.119

El 4rea representada por la integral definida se muestra en la figura 8.5. Probar usando la
regla de Simpson para aproximar el valor de esta integral. Con n = 18, se debe obtener una
aproximacién con un error menor que 0.00001.



PARA MAYOR INFORMACION
Para aprender mds sobre integrales que
contienen los productos del
seno-coseno con angulos diferentes,
ver el articulo “Integrals of Products
of Sine and Cosine with Different
Arguments”, de Sherrie J. Nicol, en
The College Mathematics Journal.
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Para integrales que contienen potencias de cotangentes y cosecantes, seguir una estra-
tegia similar a aquella usada para las potencias de tangentes y secantes. También, al integrar
las funciones trigonométricas, recordar que a veces ayuda convertir el integrando entero
en las potencias de senos y cosenos.

EJEMPLO 7 Conversién de senos y cosenos

sec x
Encontrar 3
tan” x

Solucion  Debido a que las primeras cuatro estrategias de la pdgina 539 no aplican, intentar
convertir el integrando en senos y cosenos. En este caso, se pueden integrar las potencias
resultantes de seno y coseno como sigue.

1 2
fseczx = f( )(cosx) I
tan? x cos x/\ senx
= f(sen x)~2(cos x) dx

= —(senx)" '+ C

—cscx + C ——

Integrales que contienen los productos seno-coseno
de angulos diferentes

Las integrales que contienen los productos de senos-cosenos de dos dngulos diferentes ocurren
en muchas aplicaciones. En tales casos usar las identidades de producto suma.

sen mx sen nx = %(cos [(m — n)x] — cos[(m + n)x])
sen mx cos nx = %(sen[(m — n)x] + sen[(m + n)x])

COS X COS NX = %(cos [(m — n)x] + cos[(m + n)x])

EJEMPLO 8 Uso de identidades de producto y suma

Encontrar f sen S5x cos 4x dx

Solucion  Considerando la segunda identidad del producto suma, escribir

1
fsen 5x cos 4x dx = j(senx + sen 9x) dx

2

1 cos 9x
=—(- - +

2( COS X 9 > C

_cosx  cos9x

= > 13 + C.
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, usar la derivacion para adaptar la anti-
derivada con la integral correcta. [Se etiquetan las integrales a),

b),0)yd.]
a) fsenx tan? x dx

c) fsenx sec? x dx

y = secx

y = cosx + secx

WD =

y=x—tanx + 3tan’x

b) SJ‘cos4 xdx

d) f tan* x dx

vy = 3x + 2 senx cos’x + 3 senx cos x

En los ejercicios 5 a 18, encontrar la integral.

5. fcos5 X senx dx

7. fsen7 2x cos 2x dx

9. Jsen3x cos? x dx
11. fsen3 20</cos 20d
13. Jcos2 3x dx
15. fcos4 3a da

17. fx sen’x dx

En los ejercicios 19 a 24, usar las formulas de Wallis para evaluar

la integral.

/2
19. f cos’ x dx
0

/2
21. f cos'® x dx
0

w/2
23. f sen® x dx
0

En los ejercicios 25 a 42, encontrar la integral conteniendo secante

y tangente.

25. fsec Tx dx

sec* 5x dx

6. Jcos3 x sen*x dx
8.

10.

14.

16. |sen* 60d6

cos’ t

12.
J Jsent
18. sz sen’ xdx

/2
20. f cos’ x dx
0
/2
22. f sen’ x dx
0

/2
24. f sen® x dx
0

26. fsecz(Zx — 1) dx
28. f sec® 3x dx
30. J tan’ x dx

32. J tan3 %x sec? %x dx

Técnicas de integracion, regla de L'Hopital e integrales impropias

33. f sec? x tan x dx 34. f tan® 27 sec? 2t dt
35. j tan? x sec* x dx 36. f tan® 2x sec* 2x dx
37. f sec® 4x tan 4x dx 38. f sec2 > Stan> L dx
39. f sec” x tan’ x dx 40. J tan® 3x dx
41. j an’x 4. f tan’x

sec x sec’ x

En los ejercicios 43 a 46, resolver la ecuacion diferencial.

ds _ Lo L«
44. doe = sen 2cos >

= /tan x sec* x

dr "
43. d0- sen* 70

45. y’ = tan’ 3x sec 3x 46. v’

FL_' Campos de pendientes En los ejercicios 47 y 48 se da una ecuacion
diferencial, un punto y un campo de pendientes. @) Dibujar dos
soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial en el campo
de pendientes, una de las cuales pase a través del punto dado.
b) Usar la integracion para encontrar la solucién particular de
la ecuacion diferencial y usar una herramienta de graficacién
para hacer la grafica de la solucién. Comparar el resultado con
los dibujos del inciso a).

dy dy

1
4y _ a2 ay _ 2 2 _ 1
47. o = semx, (0,0) 48. g = sec?xtan’x, (0, 4>

y

|
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@ Campos de pendientes En los ejercicios 49 y 50, usar un sistema

algebraico por computadora para hacer la grafica del campo de
pendientes para la ecuacién diferencial y presentar la solucién a
través de la condicion inicial especificada.

dy  3senx ly

, === =2 , == = 2 =
9. - . y(0) 50. 3 ytan?x, y(0) = 3
En los ejercicios 51 a 56, encontrar la integral.

51. fcos 2x cos 6x dx 52. fcos 46 cos(—36) do

53. f sen 2x cos 4x dx 54. f sen(—4x) cos 3x dx

55. fsene sen36d6O 56. fsen Sx sen 4x dx



En los ejercicios 57 a 66, encontrar la integral. Usar un sistema
algebraico por computadora para confirmar el resultado.

57. JAcot3 2x dx 58. Jtan“g sect % dx

59. chsc4 2x dx
2
61. J SOt 4t
csct
63. J; dx
sec x tan x

65. f (tan* t — sec* 1) dt

60. fcot3 xcsc3x dx
3
62. f oL 4t
csct
24 — 2
6. fsenx cosx
cos x
66. fil — Sl
cost — 1

En los ejercicios 67 a 74, evaluar la integral definida.

67. J sen? x dx

i

/3
68. j tan? x dx
0
/4 /4
69. f 6 tan’ x dx 70. f sec?r/tan t dt
0 0
/2 T
71. f sty 72. f
o 1+ sent .

w/2 /2
73. J 74. f
—/2 —m/2

sen Sx cos 3x dx

3 cos? x dx (sen®x + 1) dx

@D En los ejercicios 75 a 80, usar un sistema algebraico por compu-
tadora para encontrar la integral. Hacer la grafica de la antideri-
vada para dos valores diferentes de la constante de integracion.

75. J‘cos4 % dx 76. fsenzx cos? x dx

77. fsec5 X dx 78. ftan3(1 — x)dx
79. Jsec5 7rx tan 7x dx 80. fsec“(l — x) tan(1 — x) dx

@D En los ejercicios 81 a 84, usar un sistema algebraico por compu-
tadora para evaluar la integral definida.

/4 /2
81. f sen36 sen40 do 82. f (1 — cos 0)>d6
o o

/2
83. f sen*x dx
0

Desarrollo de conceptos

85. Describir c6mo integrar [ sen™ x cos” x dx para cada con-
dicién.

/2
84. f sen'? x dx
0

a) m es positivo e impar. b) n es positivo e impar.
¢) mYy nson positivos y pares.

86. Describir como integrar [ sec” x tan” x dx para cada condi-
cién.
a) m es positivo y par. b) n es positivo e impar.
¢) nes positivo y par y no hay factor secante.
d) m es positivo e impar y no hay factor tangente.
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Integrales trigonométricas

87. Evaluar [ sen x cos x dx utilizando el método indicado. Explicar
coémo difieren sus respuestas en cada método.
a) Sustituciéon donde u = sen x
b) Sustitucién donde u = cos x
¢) Integracion por partes
d) Utilizando la identidad sen 2x = 2 sen x cos x

Para discusion

88. Para cada par de integrales, determinar cudl es mds dificil

evaluar. Explicar el razonamiento.
a) [sen’?xcosxdx, [sen*xcos*xdx

b) [ tan*® xsec?xdx, [ tan*® xsec xdx

HF En los ejercicios 89 y 90, a) encontrar la integral indefinida de
dos maneras diferentes, ) usar una herramienta de graficacion
para representar la grafica de la antiderivada (sin la constante de
integracion) obtenida por cada método para demostrar que los
resultados sélo difieren por una constante, y c¢) verificar analitica-
mente que los resultados sélo difieren por una constante.

89. [ sec*3x tan’ 3x dx 90. [ sec’xtan x dx

Area En los ejercicios 91 a 94, encontrar el area de la region
acotada por las graficas de las ecuaciones.

91. y=senx, y=serx, x=0, x=1m/2

92. y=sen’mx, y=0, x=0, x=1

93. y=cos’x, y=sen’x, x= —mu/4, x= w/4

94. y =cos’x, y=senxcosx, x=—m/2, x=m/4

Volumen En los ejercicios 95 y 96, encontrar el volumen del
solido generado al girar la region acotada por las graficas de las
ecuaciones alrededor del eje x.

95. y=tanx, y=0, x=—-7w/4 x=m/4
X X
96. y=coss, y=sen, x=0, x=m/2

Volumen y centroide En los ejercicios 97 y 98, para la region
acotada por las graficas de las ecuaciones, encontrar a) el volumen
del sélido formado al girar la region alrededor del eje x, y b) el
centroide de la region.

97. y=senx,y=0,x=0,x=m
98. y=cosx,y=0,x=0,x=7/2

En los ejercicios 99 a 102, usar la integracion por partes para
verificar la formula de la reduccion.

n—1
+ fsen”_zxdx
n n

n—1
+ fcos"*zxdx
n n

sen” " !x cos x

99. fsen”x dx = —

cos” ! x senx

100. fcos” xdx =

cos”™ lxsen” ! x
101. |cos”xsen’xdx = —————
m-+n

n—1

cos™ x sen* "2 x dx
m+n
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n — n —

102. fsec"xdx = 1 sec" 2 x tan x + — ?Jsec”*zxdx

En los ejercicios 103 a 106, usar los resultados de los ejercicios 99
a 102 para encontrar la integral.

103. f sen’x dx

105. fsec“ % dx

104. J‘cos4 xdx
106. Jsen“x cos? x dx

107. Modelo matemdtico 1atabla muestralas temperaturas maxi-
mas (alto) y minimas (bajo) medias (en grados Fahrenheit)
en Erie, Pennsylvania, durante cada mes del afio. (Fuente:
NOAA)

Mes Ene | Feb | Mar | Abr | May | Jun

Maix 335 | 354 | 447 | 55.6 | 674 | 76.2

Min 203 | 209 | 282 | 37.9 | 48.7 | 585

Mes Jul | Ago | Sep | Oct | Nov | Dic

Max 804 | 79.0 | 72.0 | 61.0 | 49.3 | 38.6

Min 63.7 | 62.7 | 559 | 455 | 36.4 | 26.8

Las temperaturas mdximas y minimas admiten el modelo
Sty = a, + a, cos (mt/6) + b, sen (7t/6) donde t = O corres-
ponden a enero y a,, a; y b, son como sigue.

12 12
1

_ 1 _1 at
a0—120 (t) dt a1—60f(z)cos6dz

1" Tt
b, = 3 ) £ sen-c dt

Técnicas de integracion, regla de L’Hopital e integrales impropias

a) Aproximar el modelo H(7) para las temperaturas maximas.
(Sugerencia: Usar laregla de Simpson para aproximar las
integrales y usar los datos de enero dos veces.)

b) Repetir el inciso a) para un modelo L(f) para los datos de
temperatura minimos.

HF ¢) Usar una herramienta de graficaciéon para comparar cada
modelo con los datos reales. ;Durante qué parte del afio la
diferencia es mds grande entre las temperaturas maximas
y minimas?

108. Formulas de Wallis  Usar el resultado del ejercicio 100 para
demostrar las versiones siguientes de las férmulas de Wallis.

( n 1)
.
b) Sl n es par (n = 2), entonces

[ oo rae= GIEIE) - (5)

109. El producto escalar de dos funciones f'y g sobre [a, b] estd
dado por ({f, g) = [? f(x)g(x) dx. Se dice que dos funciones
distintas f'y g son ortogonales si (f, g) = 0. Mostrar que el
conjunto siguiente de funciones es ortogonal en [—, 7].

a) Sinesimpar (n = 3), entonces

[ BISIY

{sen x, sen 2x, sen 3x, . . ., cos x, cos 2x, cos 3x, ...}
110. Serie de Fourier La suma siguiente es una serie de Fourier
finita.
N
f) = a;senix

i
=a,senx + a,sen2x + aysen3x + - - - + aysenN
a) Usar el ejercicio 109 para demostrar que el coeficiente de

. ("
a, estd dado pora, = pu j f(x) sen nx dx
-

b) Sea f(x) = x. Encontrar a,, a, y a.

| PROYECTO DE TRABAJO],

Lineas de potencia

Las lineas de potencia son construidas atando cables entre los soportes
fijos y ajustando la tensién en cada tramo. El cable cuelga entre los
apoyos en la forma de una catenaria, como se muestra en la figura.

y

S
/ ﬁ (0,0) \

(=L/2,0) W (L12,0)

Sea T la tension (en libras) en un tramo de cable, u la densi-
dad (en libras por pie), sea g = 32.2 la aceleracion debida a la gra-
vedad (en pies/s?), y sea L la distancia (en pies) entre dos so-
portes consecutivos. Entonces la ecuaciéon de la catenaria es

y= I (cosh L‘;,x - 1), donde x y y son medidos en pies.
ug

a) Encontrar la longitud de la porcion del cable entre dos soportes
contiguos.

b) Para medir la tensién en un tramo de la linea de potencia, los espe-
cialistas usan el método de la onda de retorno. Se golpea el cable
en un soporte, creando una onda en la linea, y es medido el tiempo
t (en segundos) que tarda la onda en hacer un viaje redondo. La
velocidad v (en pies por segundo) se da por v = JT/u. (Cuanto
tiempo toma a la onda hacer un viaje redondo entre los soportes?

¢) El pandeo s (en pulgadas) puede obtenerse evaluando y cuando
x = L/2 en la ecuacion para la catenaria (y multiplicando por
12). En la préctica, sin embargo, los especialistas de linea de
potencia usan la “ecuacién del instalador de lineas” dada por
s =~ 12.0757. Usar el hecho que [cosh(ugL/2T) + 1] = 2 para
derivar esta ecuacion.

PARA MAYOR INFORMACION  Para aprender més sobre la ma-
temdtica de lineas de potencia, ver el articulo “Constructing Power
Lines”, de Thomas O’Neil en The UMAP Journal.
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Iml Sustituciones trigonométricas

EXPLORACION

Integracion de una funcion radi-
cal Hasta este punto del texto, no
se ha evaluado la siguiente integral

1
J V1 — x?dx
=

Por argumentos geométricos se
puede encontrar el valor exacto de
esta integral. ;Cuadl es? Utilizando
la integracién simbdlica con la regla
de Simpson o de los trapecios, no se
tiene la seguridad de la precision de
la aproximacion. ;Por qué?

Intentar calcular el valor exacto
mediante la sustitucion

x=senfydx=cos6d0

(Coincide la respuesta con el valor
obtenido usando el razonamiento
geométrico?

® Usar sustituciones trigonométricas para resolver una integral.
® Usar las integrales para formular y resolver las aplicaciones de la vida real.

Sustituciones trigonométricas

Conociendo cdmo evaluar las integrales que contienen potencias de funciones trigonométri-
cas, usar sustituciones trigonométricas para evaluar integrales que contienen radicales

Va2 — u?, Ja* + u? y u? — a>.

El objetivo de las sustituciones trigonométricas es eliminar al radical en el integrando. Hacer
esto con las identidades pitagdricas.

cos?f=1—sen’, sec’f=1+tan’?0 y tan?>6 = sec’6 — 1.

Por ejemplo, si a >0, sea u = a sen 0, donde —7/2 = 6 =< 7r/2. Entonces

2 — 2= Ja® — a*sen’ 6
Va*(1 — sen?0)
Ja*cos? 6

a cos 6.

Notar que cos 0 = 0, porque —7/2 < 0 < /2.

SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS (a > 0)

1. Para integrales que contienen /a> — u?, sea
u = asen 0. a
u
Entonces v a*> — u*> = a cos 0, donde 0 M
-7/2=0=1/2. N
2. Paraintegrales que contienen /a®> + u?, sea
= ()
u = atan 6. 5
u
Entonces v a? + u? = a sec 6, donde
—7m/2<0< /2. o []

3. Para integrales que contienen /u?> — a2, sea “
u = asec 0.
u )
6
Entonces a

. 5 atan 0, siu>a,donde 0 = < 7w/2
u-—a —atan 0siu< —a,donde w/2< 0 < .

LUEW Las restricciones sobre 6 aseguran que la funcién que define la sustitucién es inyectiva.
De hecho, éstos son los mismos intervalos sobre los que se definen el arcseno, arctangente y arcse-
cante. |
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EJEMPLO | Sustituciéon trigonométrica:u = a sen 0

dx
3 x Encontrar [ — >
xX*V9 — x
f Solucién Primero, notar que ninguna de las reglas basicas de la integracion aplica. Para

usar la sustitucién trigonométrica, observar que /9 — x? es de la forma /a*> — u?. Asi que
se puede utilizar la sustitucién

(g x =asenf = 3sen 6.

X
sen § = g,cote =
Usando la derivacién y el tridngulo mostrados en la figura 8.6, se obtiene

Figura 8.6
dx = 3 cos 6d6, V9 — x> =3cos 6 y x? = 9ser? 0.

Asi, la sustitucion trigonométrica lleva a

dx 3 cos 6dO Sustitu
- ustituir.
x2/9 — x2 (9 sen? 0)(3 cos 0)
1(_do .
9| sen2 0 implificar.
1 2
= 9 csc” 0do Identidad trigonométrica.
1
= —§ cotf+ C Aplicar la regla del cosecante.
1{V9 —x?
=—-——\—)+C Sustituir para cot 6.
9 X
9 — x?2
=-—-———+0C.
9x
Notar que el tridngulo en la figura 8.6 puede usarse para convertir los 0 anteriores a x como
sigue.
cateto ady.
cot § = S0 A
cateto op.
V99X
X

TECNOLOGIA Usar un sistema algebraico por computadora para encontrar cada
integral definida.

dx f dx f dx f dx
V9 — x2 xV/9 — x2 x2J/9 — x2 xX3JV9 — x2

Entonces usar la sustitucion trigonométrica para reproducir los resultados obtenidos con
el sistema algebraico por computadora.

En un capitulo anterior se vio cémo pueden usarse las funciones hiperbélicas inversas
para evaluar las integrales

du du du
Ju? £+ a? a? — u? Y uJa® + u®

También se pueden evaluar estas integrales por cambios de variable trigonométricos. Esto
se muestra en el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 2 Sustitucion trigonométrica:u = a tan 0

%\
(oY dx
Zx Encontrar f —
J4xr + 1

6 ] Solucion Seau = 2x,a = 1y 2x = tan 6, como se muestra en la figura 8.7. Entonces,
1

1
tan 0 = 2x,sec 0 = V4x2 + 1 dx = Eseczed(? y J4x2 4+ 1 = sec 6.

Figura 8.7
La sustitucién trigonométrica produce
1 d 1 [sec?6do
— dx === titnir.
m ) sec 0 Sustituir
1
= 5 sec 6d6 Simplificar.
1
=5 In|sec 6 + tan 6| + C Aplicar la regla de la secante.
1
= Eln| Vaxr + 1+ 2x| + C. Deshacer el cambio.
Intentar verificar este resultado con un sistema algebraico por computadora. El resultado,
,se da en esta forma o en la forma de una funcién hiperbdlica inversa?
I
Extender el uso de la sustitucion trigonométrica para cubrir las integrales conteniendo
expresiones como (a®> — u?)"/? escribiendo la expresién como
(a® — u?)y/? = ( /2 — 12 )n
EJEMPLO 3 Sustitucion trigonométrica: potencias racionales
I
N dx
i Encontrar 7()(2 + 1)
X
Solucién Empezar escribiendo (x> + 1)*2 como (/x> + 1)°. Entonces, sea a = 1y
i u = x tan 6, como se muestra en la figura 8.8. Usando
1
dx = sec’0do y Jx2+ 1 =secH
X
tan0=x,sen0=27 . . . .
Jxr+1 aplicar la sustitucion trigonométrica como sigue
Figura 8.8
& dx dx
(x2 + 1)3/2 = ( \/m )3 Reescribir el denominador.
_[sec?6db o
sec3 Sustituir.
—_— d0 . ey
sec 0 Simplificar.
= J cos 0db Identidad trigonométrica.
=senf + C Aplicar la regla del coseno.
X
== +C Sustitucién hacia atrds.
NA'SE |
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xX° =

V3
se00=itan6=ﬁ
V3 V3

Figura 8.9

Para las integrales definidas, a menudo es conveniente determinar los limites de la in-
tegracion para 6, eso evita volver a convertir a x. Repasar este procedimiento en la seccion

4.5, ejemplos 8 y 9.

EJEMPLO 4 Transformacion de los limites de integracion

f VX3
X

Evaluar

Solucién Debido a que /x> — 3 tiene la forma «/u?> — a?, considerar
u=x, a=-3 y x= V3sect
como se muestra en la figura 8.9. Entonces,

dx = /3 sec Otan 0d6 y V2 =3 = 3tan 6.

Para determinar los limites superiores e inferiores de la integracién, usar la sustitucién
x = /3 sec # como sigue

Limite inferior Limite superior

At

Cuando x = \/g, sec =1 Cuandox = 2, sec 6 =

y 6=0.
yo=

=NE

Asi, se tiene

Limites de Limites de
integracién integracion
para x para 6

fz X2 =3 f”/é (V3 tan 0)(\@ sec 6 tan 6) do
L
VAR 0 V3 sec 6

j J3tan20do

ff (sec26 — 1) do
= \/g[tan 0 — 0}2/6

A~

0
o
=)
Ne)
=

En el ejemplo 4, intentar volver a convertir a la variable x y evaluar la antiderivada en los
limites originales de integracién. Obtener
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Al calcular integrales definidas por cambios de variables trigonométricos, verificar que
los valores de 6 estan en los intervalos discutidos al principio de esta seccién. Es decir, si
se hubiera pedido evaluar la integral definida en el ejemplo 4

fﬁxz — 3dx

—2 X

entonces usandou = xy a = V3 en el intervalo [—2, — /3] implicaria que u < —a. Asi,
al determinar los limites superiores e inferiores de integracion, se tendria que escoger 6 tal
que /2 < 6 = . En este caso la integral seria resuelta como sigue.

f_ﬂm dx = 7 (— V3 tan 0)(\/§ sec 6 tan 0) de
X

-2 5m/6 \/5 sec 0
= f — /3 tan? 0do
5m/6

-3 (sec29 — 1) do

57/6

—\@[tan(}— 0}

T

57/6

I
|
S
1
—
(e}
|
a
|
//
|
‘H
|
‘Ul
3
SN——
 I—

_1+%T

—0.0931

U

Las sustituciones trigonométricas pueden usarse completando el cuadrado. Por ejemplo,
evaluar la integral siguiente.

f VX = 2xdx
Para empezar, completar el cuadrado y escribir la integral como
j\/(x — 12 — 1%dx.

Las sustituciones trigonométricas pueden usarse para evaluar las tres integrales listadas
en el teorema siguiente. Estas integrales se encontrardn varias veces en el resto del texto.
Cuando esto pase, simplemente se citard este teorema. (En el ejercicio 85 verificar las for-
mulas contenidas en el teorema.)

TEOREMA 8.2 FORMULAS DE INTEGRACION ESPECIALES (a > 0)

1. f\/a2 —udu = %(az arcseng + uva* — u2> +C

2. f\/lﬂ —a’du = %(u\/u2 —@ - @hnfu+ Ju2 - @)+ C, u>a
1

3. J\/uz-i-azdu:z(u\/u2+a2+a21n|u+ Ve ¥ )+ C
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\

~

(E, 0)

La longitud de arco de la curva para (0, 0)
a(l,s)
Figura 8.10

El barril no esta completamente lleno de
petroleo; la parte superior del barril esta
vacia 0.2 pies
Figura 8.11

~

-1

04¢p1<

Figura 8.12

Aplicaciones

EJEMPLO 5 Calculo de la longitud de arco

Encontrar la longitud de arco de la grafica de f(x) = 3x*>entre x = 0 ax = 1 (ver figura
8.10).

Solucion Referirse a la formula de longitud de arco en la seccién 7.4.

1
s = f V1+ [f’(x)]2 dx Foérmula para su longitud de arco.
0
1
= f V1 + x2dx f(x) = x
0
/4
=f sec3 0do Seaa = 1yx=tan 0.
0
1 /4
= E[sec ftan 0 + In|sec 6 + tan (9|] Ejemplo 5, seccion 8.2.
0

- %[ﬂ +1n(V2 + 1)) = 1.148

EJEMPLO 6 Comparacion de las fuerzas de dos fluidos

Un barril de petréleo sellado (que pesa 48 libras por pie?) estd flotando en el agua de mar
(que pesa 64 libras por pie®), como se muestra en las figuras 8.11 y 8.12. (El barril no esté
completamente lleno de petréleo. Con el barril recargado de lado, la parte superior, 0.2 pies
del barril, estd vacia.) Comparar las fuerzas del fluido del interior y del exterior contra un
extremo del barril.

Solucién Enla figura 8.12, localizar el sistema de coordenadas con el origen al centro del
circulo dado por x 2 + y 2 = 1. Para encontrar la fuerza del fluido contra un extremo interior
del barril, integrar entre —1 y 0.8 (usando un peso de w = 48).

d
F= Wf h(y)L(y) dy Ecuacién general (ver seccién 7.7).
c

0.

.8
Fimerior: 438 (08 - y)(z) V1= y2 dy
710.8 0.8
=76.8J \/1—y2dy—96f v/ 1 — y?dy
—1 —1

Para encontrar la fuerza exterior del fluido, integrar entre —1 y 0.4 (usando un peso de
w = 64).

0.4
Fexterior = 64f (04 - y)(2) vV I - y2 dy
- 0.4 0.4
=51.2f V1 —=y?dy — 128[ vy 1 — y2dy
-1 -1

Los detalles de integracion se dejan para completarse en el ejercicio 84. Intuitivamente, /se
dirfa que la fuerza del petréleo (interior) o la fuerza del agua de mar (exterior) es mayor?
Evaluando estas dos integrales, determinar que

F.

interior

~ 121.3libras 'y F, ~ 93.0 libras

exterior —



Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, indicar la sustitucion trigonométrica que se
usaria para encontrar la integral. No efectuar la integracion.

1. f(9 + x2)72dx 2. f V4 — x*dx

2
3. JT xﬁixzdx 4. sz(xz — 2532 dx

En los ejercicios 5 a 8, encontrar la integral indefinida usando la
sustitucion x = 4 sen 6.

1
5. j7(16 — ) dx
J16 — x?
7. fdx

6. f47dx
x2/16 — x?

8. fxizdx
V16 — x?

En los ejercicios 9 a 12, encontrar la integral indefinida usando
la sustitucion x = 5 sec 6.

/32

9, J'Iidx 10. J’xizsdx

Vx? =25 X

3

1. |x3/x% — 25dx 12. JX7 dx

j Vx2 =25
En los ejercicios 13 a 16, encontrar la integral indefinida usando
la sustitucién x = tan 6.

9x3
13. jx\/ 1+ x2dx 14. ﬁdx

5. | 4 6 | 4
1+ 22 1+

En los ejercicios 17 a 20, usar las férmulas de integracion especial
(teorema 8.2) para encontrar la integral.

17. j\/9 + 16x2 dx 18. f\/4 + x2dx

19. j V25 — 4x% dx 20. f V5x2 — 1dx

En los ejercicios 21 a 42, encontrar la integral.

X X
2 |y n |-y
j\/x2+36 " j\/36—x2 "
1 1
3. | —L 4 u |y
J‘~/716—x2x f/49—x2x
25. f‘/m — 4x2 dx 26. fxmdx
27, |y 28 |—L &
N T JE -y
— 2 2
29. J A Sk N 30. f SR o
X X
31 f;dx Ep) f;dx
xJ4x2 + 9 xJ4xT + 16
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—3x 1
33— 4, | —
f @+ f @+ 5™
3s. Jel‘ V1 + e¥dx 36. f(x + 1)V/x2 + 2x + 2dx
37. J‘e"\/l — e¥dx 38. j V1 - T dx
Vx
9. [ 1 4. [ FAxt+l
f4+4x2+x4dx jx4+2x2+ldx

41. farcsec 2xdx, x>3% 42. fx arcsen x dx

En los ejercicios 43 a 46, completar el cuadrado y encontrar la
integral.

1 x2
43. —d 44. —d
f\/4x—x2 * f\/Zx—xz *

45. fxi dx 46. f*dx
Vx4 6x + 12 Jx2—6x+5

En los ejercicios 47 a 52, evaluar, usando la integral, a) los limites
de integracion dados y b) los limites obtenidos por la sustitucion

trigonométrica.
\/5/2 1
48. f 5 dt
o

V3/2 2
47. J; (1 — ) dt 1 — )"

3/5
50. j V9 — 25x2dx
0
6 /2 _
52. J‘ngdx
3

3 3
49, | 2 ux
JO Vx2+9
6 2
51. f B dx
4~V X2 -9
En los ejercicios 53 y 54, encontrar la solucion simbdélica de la

ecuacion diferencial.

d
53, x— =
x dx

54, m%:h x> -2, y(0)=4

v
et
<
=
W
<
Il
—_

X2 —9 x

@D En los ejercicios 55 a 58, utilizar un sistema algebraico de compu-

tadora para encontrar la integral. Verificar el resultado por
derivacion.
X2
55. | —F/————=dx 56. | (x* 4+ 2x + 11)3?dx
VX2 + 10x + 9

2
57. f 7%; — da 58. j X2J/x% = ddx

Desarrollo de conceptos

59. Indicar la sustitucion que haria si se usara sustitucion trigo-
nométrica y la integral con el radical dado, donde a > 0.
Explicar el razonamiento.

a) Ja?—u? b)) JaE+u®: o) JuP-a?
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Desarrollo de conceptos (continuacién)

En los ejercicios 60 y 61, indicar el método de integracion que
se usaria para realizar cada integracion. Explicar por qué se
eligio tal método. No efectuar la integracion.

60. f}c\/x2 + 1dx 61. J)sz/xz — 1ldx

Para discusion

X . S
5 g dx utilizando la sustitucion
x>+ 9

de u. Evaluar después usando sustitucion trigonométrica.
Discutir los resultados.

62. a) Evaluar laintegral f

2
x>+ 9
utilizando x*> = (x> + 9) — 9. Después, evaluar mediante
sustitucion trigonométrica. Discutir los resultados.

b) Evaluar la integral j dx de manera algebraica

dx utilizando sustitucion

4
Eval la int 1
C) valuar la mtegra f 4 — xz

trigonométrica. Evaluar después usando la identidad

4 1 . .
R (x - S 2). Discutir los resultados.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 63 a 66, determinar si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o dar
un ejemplo que demuestre su falsedad.

. dx
63. Six = sen#,entonces f ﬁ = Jdo,
2
64. Six=sech, entoncesf@ dx = jsec 0 tan 6 d6.

65 ) ﬂ dx 47/3 0 de
. Six = tan 6, entonces | m = ) cos .

/2

1
66. Six=sen#6,entonces| x2/1 — x%dx = ZJ sen?fcos20d6.
1 0

67. Area Encontrar el drea interior de la elipse mostrada en la
figura.

x2
2

"\<
SIS

+

a

y=— S 22 —a
Figura para 67 Figura para 68

Técnicas de integracion, regla de L’Hopital e integrales impropias

68. Area Encontrar el drea de la regién sombreada del circulo de
radio a, si la cuerda esta / unidades de (0 < & < a) del centro del
circulo (ver la figura).

69. Diseiio mecdnico La superficie de una parte de la maquina es
la regién entre las graficas de y = |x| y x> + (y — k)> = 25 (ver
la figura).

y

] ] ] | ] ] ]

T T T ‘ T T T x

a) Encontrar k si el circulo
es tangente a la grifica de
y =N

b) Encontrar el drea de la
superficie de la parte de
la maquina.

¢) Encontrar el area de la su-
perficie de la parte de la
maquina como una funcién
del radio r del circulo.

Volumen El eje de un tanque de almacenamiento cilindrico
horizontal (ver la figura). El radio y longitud del tanque son 1 y
3 metros, respectivamente.

a) Determinar el volumen del fluido en el tanque como una
funcién de la profundidad d.

b) Usar una herramienta de graficacién para hacer la grafica
de la funcidn en el inciso a).

¢) Disefiar una varilla de control para el tanque con las marcas
dei, 3y4s.

d) El fluido estd entrando en el tanque a una velocidad de
1 m?/min. Determinar la proporcién de cambio de la pro-
fundidad del fluido como una funcién de su profundidad d.

e) Usaruna herramienta de graficacion para hacer la grifica de
la funcidn en el inciso d). ;Cudndo es minima la proporcién
de cambio de la profundidad? ; Esto estd de acuerdo con la
intuicién? Explicar.

Volumen de un toro En los ejercicios 71 y 72, encontrar el volu-
men del toro generado al girar la region acotada por la grafica
del circulo alrededor del eje y.

71. (x — 3)> + y> = 1 (ver la figura)

Circulo:
(=372 +y?=1

> =

72. (x—h?>+y = h>r



Longitud de arco  En los ejercicios 73 y 74, encontrar la longitud
de arco de la curva en el intervalo dado.

73. y=Inx, [1,5] 74. y =1x2, [0,4]

75. Longitud de arco Mostrar que la longitud de un arco de la
curva del seno es igual a la longitud de un arco de la curva del
coseno.

76. Conjetura

a) Encontrar las férmulas para la distancia entre (0, 0) y
(a, a*) alo largo de la recta entre estos puntos y a lo largo
de la pardbolay = x2.

b) Usar las formulas del inciso a) para encontrar las distancias
paraa = 1ya = 10.

¢) Hacer una conjetura sobre la diferencia entre las dos dis-
tancias cuando a crece.

H? Movimiento del proyectil En los ejercicios 77 y 78, a) usar una

herramienta de graficacion para hacer la grafica de la trayectoria
de un proyectil que sigue el camino dado por la grafica de la ecua-
cion, b) determinar el rango del proyectil y ¢) usar integraciéon en
una herramienta de graficacion para determinar la distancia de
las trayectorias del proyectil.

77. = x — 0.005x2 78. =x—
y=x X 8 y=x 7

Centroide En los ejercicios 79 y 80, encontrar el centroide de la
region acotada por las graficas de las desigualdades.

79. y<3/Jx*+9,y=20,x=—-4,x<4
80. y<ixX(x—42+y2<16,y=0

IN

A

81. Area de una superficie Encontrar el 4rea de la superficie del
solido generada al girar la regién acotada por las gréficas de
y=2x%y=0,x=0yx= /2 alrededor del eje x.

82. Intensidad de campo La intensidad de campo H de un imin
de longitud 2L sobre una particula a r unidades del centro del
imén es

2mL
H= (2 + 1232

donde *=m son los polos del iman (ver la figura). Encontrar la

intensidad de campo media cuando la particula se mueve de 0

a R unidades del centro evaluando la integral

1(* omL

R)y (7 + 2 "

+m Y

-m

Figura para 82 Figura para 83
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83. Fuerza de un fluido Encontrar la fuerza de un fluido sobre
una ventana vertical de observacién circular de 1 pie de radio
dentro de un tanque lleno de agua de un centro piscicola cuando
el centro de la ventana es a) 3 pies y b) d pies (d > 1) debajo de
la superficie de agua (ver la figura). Usar la sustitucion trigono-
métrica para evaluar la integral. (Recordar que en la seccién 7.7,
en un problema similar, se evalu6 una integral por una férmula
geométrica y la otra observando que el integrando era impar.)

84. Fuerzadeun fluido Evaluar las siguientes dos integrales que
proporcionan las fuerzas del fluido en el ejemplo 6.

0.8
a) Fimerior: 48J (08 - y)(2) v I - y2 dy

-1

0.4
b) Fexterior = 64f (04 - y)(z)\/ I - )’2 dy
1

85. Usar la sustitucion trigonométrica para verificar las férmulas de
la integracion dadas en el teorema 8.2.

86. Longituddearco Mostrar que lalongitud de arco de la grafica
y = sen x en el intervalo [0, 277] es igual a la circunferencia de
la elipse x> 4+ 2y = 2 (ver la figura).

y
3m | ‘ \
2
T —
T
2
X
T
2

-

Figura para 86 Figura para 87

87. Areadeunlune Laregion creciente acotada por dos circulos
forman un lune (ver la figura). Encontrar el drea del lune dado
que el radio del circulo mds pequefio es 3 y el radio del circulo
mds grande es 5.

88. Area Dos circulos de radio 3, con centros en (=2,00y(2,0)
se intersecan como se muestra en la figura. Encontrar el drea de
la region sombreada.

Preparacion del examen Putnam
89. Evaluar
1
In(x + 1
f n(;c ) 41
o x>+ 1

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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Iml Fracciones simples o parciales

2Vx2-5x+6

secd = 2x — 5
Figura 8.13

Mary Evans Picture Library

JonN BernouLLI (1667-1748)
El método de descomposicion de las frac-
ciones simples o parciales fue introducido
por John Bernoulli, matematico suizo cuyas
investigaciones fueron fundamentales en
el desarrollo temprano del calculo. John
Bernoulli fue profesor en la Universidad de
Basilea donde conto con ilustres discipulos,
el mas famoso fue Leonhard Euler.

= Entender el concepto de una descomposicion en fracciones simples o parciales.

® Usar la descomposicién de fracciones simples con los factores lineales para integrar las
funciones racionales.

m Usar la descomposicién de fracciones simples con los factores cuadréaticos para integrar
las funciones racionales.

Fracciones simples o parciales

En esta seccién se examina un procedimiento para descomponer una funcién racional en
funciones racionales mas simples para poder aplicar las férmulas bésicas de la integracién.
Este procedimiento se llama método de las fracciones simples o parciales. Para ver el
beneficio del método de las fracciones simples, considerar la integral

1
fx2—5x+6dx'

Para evaluar esta integral sin las fracciones parciales, completar el cuadrado y hacer un
cambio de variable trigonométrica (ver la figura 8.13) para obtener

;dx: dx azlx_izlsecg
x2—5x+6 (x_5/2)2_(1/2)2 2 2 2 .
_ | (1/2) sec tan 6 d6

(1/4) tan? 0

dx = %sec 0 tan 6 d6.

= 2fcsc 6deo

= 2lInfcsc § — cot 6] + C

2x — 5 1
=21In - +C
2Ux2—5x+6 2Ux2—-5x+6
ZZInH‘—f—C
Jx2=5x+6
PN E S| B
Jx =2
x—3
= +
lnx_z‘ C

=lInjx — 3| —Inlx — 2| + C.
Ahora, suponer que se ha observado que
1 1 1
X2—5x+6 x—-3 x—2

Descomposicién en fracciones parciales.

Entonces, evaluar la integral facilmente, como sigue.

1 1 1
jx2—5x+6dx_J<x—3_x—2>dx

=Injx =3 —Injx = 2|+ C

Este método es preferible a los cambios de variable trigonométricas. Sin embargo, su uso
depende de la habilidad para factorizar el denominador, x> — 5x + 6, y para encontrar las
fracciones parciales
1 1
x—3 y x—2

En esta seccion se estudiardn las técnicas para encontrar las descomposiciones de las frac-
ciones parciales.





